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INTRODUCCION

Empezaremos el Math-block hablando de la aproximacion polindmica a una funciéon cualquiera
en un punto dado de su dominio. Se presenta el proceso de construccién del polinomio de Taylor
que aproxima una funcion cualquiera alrededor de un punto cualquiera del dominio (si el
polinomio se desarrolla para describir el comportamiento de la funcion alrededor de cero recibe
el nombre de polinomio o serie de Mac-Laurin).

La aproximacién de una funcién hace que se pueda resolver, de forma numérica, muchas
situaciones cuyas funciones son dificiles de manejar. De hecho, en informatica, en los software,
se utiliza mucho las aproximaciones polindmicas.

Después hablaremos de la Regla de I'H6pital, que nos ayudara a calcular limites derivando
funciones.

Por ultimo determinaremos cual de dos algoritmos es mas eficiente, el mejor, i.e.: cual de los dos
requiere de un tiempo de computacion menor para llegar a la solucién. Para determinar cual de
los dos es mas eficiente, recurriremos al concepto de limite en el infinito y a la regla de 'Hopital.

OBJETIVOS

1. Calcular el polinomio que mejor aproxima una funcién alrededor de un punto, y utilizarlo
para evaluar la funcion de forma aproximada.

2. Comparar el polinomio de Taylor con la funcién original, numérica y graficamente.
3. Calcular limites indeterminados por medio de la regla de I'Hépital.

4. Comparar el orden de magnitud de las funciones mas usuales en el calculo de la
complejidad de un algoritmo.

CONOCIMIENTOS PREVIOS

Para poder seguir con éxito esta unidad es recomendable haberse leido los siguientes Math-
blocks: Uso basico del Mathcad, Funciones de una variable, Limites de funciones y
Derivacion.

CONCEPTOS FUNDAMENTALES

o Férmula de Taylor

Si f es n veces derivable en x = a, el polinomio siguiente se llama polinomio de Taylor de
gradonenx = a.

' " n)
P =@+ LD o)+ LD gyt ot LD (g
La diferencia f(x) - P, a(x) se llama resto o Error, y se designa por R, 4(x).

R,,(x)=f(x)=P ()= f(x)=P,,(x)+R,,(x)
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Teorema de Taylor:

1. Sifes una funcién con derivada n-ésima en x = a, se cumple

. Rn a ('x)
lim——————=
X—a (x — a)n
2. Sien un entorno E(a) existe f n+1)(x), entonces VxeE(a) existe algun ¢, comprendido
entre ay x, tal que

n+l)
R, (x)= S (x—a)"! (Resto de Lagrange).
(n+1)!

Con lo que el desarrollo de Taylor con el residuo de Lagrange queda asi:

£ (x) =f(a)+M(x—a)+&(x—a)2 +...+w(x_a)" +w(x_a)"+1
1! 2! n! (n+1)!

Cuando a = 0 se llama férmula de Mac-Laurin.

SO SO o PO SO
1! 2! 7l (n+1)!

f(x)=1(0)+

Esta ultima expresioén es el desarrollo de Mac-Laurin con resto de Lagrange.

Ejemplo: Calcular el polinomio de Taylor de grado 2 para la funcién f(x) = xsinx en el
punto x=0

Solucion:

La expresion del polinomio de Taylor de grado 2 para f(x) en el punto x=0 viene dado por

P = 1)+ -0 )+ L0

segunda en el punto x=0, asi como f'(0) obtenemos:

(x—0)*. Asi si calculamos la primera derivada y la

f(x)=xsinx = f(0)=0sin0=0
f'(x)=sinx +xcosx = f'(0)=sin0+0cos0=0
f"(x) =cosx+cosx+ x(—sinx) = f'"(0) =cos0+ cos0+0(—sin0) =2

0 2
Substituyendo, P, ,(x) =0+ 1 (x-0)+ 5(;5 —-0)’ =x7
Regla de I’Hépital

Para resolver limites indeterminados del tipo 0/0 , o/, se utiliza la regla de I'Hopital.

Regla de I’Hépital:

Sean fy g dos funciones que cumplen:

Proyecto e-Math 3
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a) lim f(x)=1limg(x)=0

X—>C X—>C
b) Existen f(x) y g’(x) en un entorno de E(c), salvo, quizas, en x = c.

c) Vx#c,g(x)yg'(x)no seanulan en E(c).

En tales condiciones si 3 lim =—~= J'(x) =k = lim+——= J(x) =k
x—c g'(x) x—c g(x)

Variantes de Ila regla de I’Hépital:

Todas ellas se pueden resumir asi:

si lim f(x) = limg(x) = , yEIhmf() k= 1im ) _ g

X—>i x—i g'(x) x—i g(x)

Donde i puede ser un numero real ¢, c+, c-, + o, - .
j puede ser 0, + o« , -0
k puede ser un nimero real L, + « , -0

Se puede aplicar reiteradamente la regla de I'Hbpital, derivando varias veces hasta que
desaparezca la indeterminacion.

Ejemplo: Es evidente que lim 6-5"% = lim 6.5%%. L _¢ jim $"% . jim L _g.1. 1 _ oo
x—0 x x—0 X x x—=>0 X x—0 x2 0
Sin embargo, al aplicar la regla de L’Hbpital resulta
lim 6- 2% = im 6- <% = lim 6- 2% — _. ; Dénde est4 el fallo?.
x—0 x x—=>0  3x x—0 X
Solucioén:
sinx 0 . , e
Dado que 11n36- = 6 (Indeterminacion), aplicaremos L’Hbpital
X—> X
. sin x CoS X 1 . L
lim6 - =1im6- =6-—=o00. Por tanto ya no hay indeterminacion. El error se
x—0 X x—0 3x2

comete al aplicar L’Hépital 2 veces, cuando ya no debe hacerse por no haber indeterminacion.

Comparacion de algoritmos

La complejidad de un algoritmo es una estimacion del numero de operaciones (tanto
aritméticas como logicas) que realizara el algoritmo en funcion de los datos de entrada. Nos
centraremos en aquellos casos en los que el numero de operaciones del algoritmo dependa
de un Unico dato de entrada (input), n, donde n es natural.

Se utiliza la notacion O(f(n)), donde f es una funcién de una variable, para denotar que un
algoritmo tiene que realizar kf(n) operaciones (k es una constante) para obtener un valor de
salida a partir de la entrada n. Asi, si un algoritmo realiza 4n5 operaciones antes de dar el
resultado, diremos que tiene una complejidad del orden n° y lo anotaremos O(n’). La
complejidad algoritmica se traduce, entonces, en coste computamonal y se intenta minimizar
al disefiar un algoritmo.

Proyecto e-Math 4
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En este apartado veremos cémo comparar estas funciones entre si, utilizando limites al
infinito, teniendo en cuenta que si lim f(x)=L = lim f(n)=L (neN).

X—>+00 n—»+0
Ejemplo: Consideremos 2 algoritmos que necesitan f(n)=n’+2n+2 y g(n)=n’-n*+65
operaciones, respectivamente, para llevar a cabo un mismo calculo. ¢ Cual es mas rapido?.

Solucion:

Dando valores vemos que f(n) < g(n) ¥n < 11. Por el contrario, vn > 11, f(n) > g(n). Sin

embargo para valores grandes de n, no hay una diferencia relativa apreciable entre ambas
funciones:

n
% ~ 1, para n grande. Diremos, entonces, que fy g son del mismo orden de magnitud, y
g(n

que los dos algoritmos tienen, también, la misma complejidad.
Definiciones

Sean f(n), g(n) funciones tales que:

lim f(n) = lim g(n) =+

AQ)

Decimos que f y g son del mismo orden de magnitud cuando lim ? # (0,00. En este
n—>+x0 g n

caso , escribiremos f(n) = g(n) o bien O(f(n))=0(g(n)).

. n
Decimos que f tiene orden de magnitud superior a g cuando lim % =+00. En este
n—>+w g n
caso , escribiremos f(n) >> g(n) o bien O(f(n)) > O(g(n)).
. n
Decimos que f tiene orden de magnitud inferior a g cuando lim % =0. En este caso,
n—>+0 g n

escribiremos f'(n) << g(n) o bien O(f(n)) < O(g(n)).

En el ejemplo anterior hemos visto que f(n) =~ g(n) = n’ . En general si f es un polinomio de

S

gradop, f(n)=an’ +---(a #0)= lim :)=a>0:>f(n)znp

n—»0 n

Proyecto e-Math 5
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CASOS PRACTICOS CON SOFTWARE

O Ejemplo de comparacién entre el polinomio de Taylor y la funcién original:

Dada la funcién f(x) = xsinx, calcula:

a) El polinomio de Taylor de grado 2, P,(x), para la funcién f(x) = xsinx en el punto
x=0. Haz los gréficos de f(x) y de P,(x) en [-10,10]. 4 Qué observas?.

b) El polinomio de Taylor de grado 4, P4(x), para la funcién f(x) = xsinx en el punto
x=0. Haz los graficos de f(x) y de P4(x) en [-10,10]. ¢ Qué observas?.

c) El polinomio de Taylor de grado 10, P1(x), para la funcién f(x) = xsinx en el
punto x=0. Haz los graficos de f(x) y de Pq(x) en [-10,10] y en [-4,4]. ;Qué
observas?.

d) Dibuja, en un mismo grafico, f(x), Pa(x), P4(x), Ps(x) y P1(x) en [-10,10]. Haz una
tabla de valores con f(x), Pa(x), P4(x),Ps(x) y P1o(x) para x:=-2,-1.7..2. Saca

conclusiones.

a) La expresion del polinomio de Taylor de grado 2 para f(x) en el punto x=0 viene dado

por P,(x) = £(0) + L)

1!
la segunda en el punto x=0, asi como f(0) obtenemos:

(x—0)+ %(x —0)°. Asi si calculamos la primera derivada y

f(x)=xsinx = f(0)=0sin0=0
f'(x)=sinx +xcosx = f'(0)=sin0+0cos0=0
f"(x) =cosx+cosx+ x(—sinx) = f'"(0) =cos0+cos0+ 0(—sin0) =2

Substituyendo, P, (x) =0+ %(x -0)+ % (x—0)> =x’

Veamos como Mathcad nos permite comprobar desarrollos de Taylor de funciones. En este
caso:

Introducimos la funcién vy
luego llamamos la funcién interna
de Mathcad “series” acompanada 5
de la variable igual al punto xsin(x) series,x= 0,3 — x
alrededor del cual deseamos
desarrollar. Finalmente
introducimos el grado mas la
unidad.

Podemos ilustrar este calculo del polinomio de Taylor con las graficas de la funcién original y
de dicha aproximacion:

Proyecto e-Math 6
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w Mathcad Professional - [Untitled:9]

=131 =|
Iﬁ Eil= Edit Wiew Insertk Formakt Makth Symbolics SWindow Help _|E| X|
|D - ([ S@| & | o o |

Lt | e = | & @ |[ioox =] &
| [Mormal =[arial =l[o B 7 u|===|:=

PACK = x sinx) series ,x= 0.3 —» x2

_}_
—10 |
—10 u} 10
-
A I I L
Press F1 For help. l[auTa | | [Page 1 =

Vemos claramente como, en un entorno alrededor de 0, el polinomio aproxima muy bien el
comportamiento de la funcion.

b)
p4 (x) = x-sin (Xx) series ,x ®m 0,5 — 2

10

x-sin (Xx)

10

X
Ahora vemos como, en un entorno de 0 mayor que en el anterior apartado, el polinomio
aproxima mejor el comportamiento de la funcion.

c)
1 1 1 1
pl0 (x) = x-sin (x) series ,x m 0,11 — x2 —-x4 + -x6 - -x8 + —*xlo
6 120 5040 362880
10 10 T
x-sin (x) x-sin (x)
o ()
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Ahora el contacto entre el polinomio y la funcién es mayor, si se toman valores dentro del
intervalo [-4,4] cometeremos errores insignificantes al escribir: f(x) = xsin(x)= P4¢(x). De hecho
son indistinguibles los dos graficos en [-4,4].

d)
p6 (X) := x-sin (Xx) series ,x=0,7 — x2 - l-x4 + L x6
120
10 I | 1
R
X- sin (X) ; "' :,' {'
p2 (%) LSy
T C S/
po6 (x) ‘ \
p10 (%)
-10 '
—10 0 10
X
x:=-2,-17.2
X = X-sin (X) = pP2(x) = pd(x) = po(x) = plO(x) =
-2 1.819 4 1.333 1.867 1.819
-1.7 1.686 2.89 1.498 1.699 1.686
-1.4 1.38 1.96 1.32 1.382 1.38
-1.1 0.98 1.21 0.966 0.981 0.98
-0.8 0.574 0.64 0.572 0.574 0.574
-0.5 0.24 0.25 0.24 0.24 0.24
-0.2 0.04 0.04 0.04 0.04 0.04
0.1 9.983:10 -3 0.01 9.983:10 -3 9.983-10 -3 9.983:10 -3
0.4 0.156 0.16 0.156 0.156 0.156
0.7 0.451 0.49 0.45 0.451 0.451
1 0.841 1 0.833 0.842 0.841
1.3 1.253 1.69 1.214 1.254 1.253
1.6 1.599 2.56 1.468 1.608 1.599
1.9 1.798 3.61 1.438 1.83 1.798

En esta comparativa final, con tabla de valores incluida, se ve, numéricamente, las
aproximaciones de los polinomios de Taylor. Los intervalos de aproximacién aumentan a
medida que aumenta el grado del polinomio.

Proyecto e-Math 8
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O Ejemplo de Output Mathcad:

Explica, detalladamente y paso por paso, lo que hace el programa Mathcad en la siguiente
pantalla.

«'Mathcad Professional - Untitled:12

File Edit Wiew Insert Format Math Swmbolics  wWindow  Help

=10l x|

[D-SRHISBY| BB

T (=B |lox = v[|&:ﬂ?uﬁ$[;;;]x=]g<; gjaﬁm\

| [Womal =] [esia = e rul===i= E‘
For Help, press F1 auTo [ Page1
. . . 1 4
1) f(x) := x-sin (x) p4 (x) == x-sin (x) series ,x=0,5 — x - E.X x:=-10,-99. 10
10 T
X
-8n
2) Xi= -7, T Error (x) = f(x) — p4(x)
X = f(x) = p4(x) = Error (x) =
-3.142 0 -6.365 6.365
-2.793 0.955 -2.337 3.292
-2.443 1.571 0.029 1.541
-2.094 1.814 1.18 0.634
-1.745 1.719 1.5 0.219
-1.396 1.375 1.316 0.059
-1.047 0.907 0.896 0.011
-0.698 0.449 0.448 9.537-10 -4
-0.349 0.119 0.119 1.503-10 -5
0 0 0 0
0.349 0.119 0.119 1.503-10 -5
0.698 0.449 0.448 9.537-10 -4
1.047 0.907 0.896 0.011
1.396 1.375 1.316 0.059
1.745 1.719 1.5 0.219
2.094 1.814 1.18 0.634
3) 2 T T
-n -2n T
X=—, .=
25 2 £(0)
p4 (%)
Error (x) o F
] ]
-1 0 1
X
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Veamos como Mathcad nos permite hacer desarrollos de Taylor de funciones:

Introducimos la funcidn y luego llamamos la funcién interna de Mathcad “series” acompanada
de la variable igual al punto alrededor del cual deseamos desarrollar, el cero. Finalmente
introducimos el grado mas la unidad. En este caso el polinomio es de grado 4.

Podemos ilustrar este célculo del polinomio de Taylor con las graficas de la funcién original y
de dicha aproximacion en el intervalo [-10,10] el paso de la x es de 1 décima.

Comparativa con tabla de valores en el intervalo [-n,n], el paso es de n/9 . Se ve,
numéricamente, la aproximacion del polinomio de Taylor. Vemos, claramente, como, en un
entorno alrededor de 0, el polinomio aproxima muy bien el comportamiento de la funcion, el
error es practicamente nulo. A medida que nos alejamos del cero la aproximacion es peor y el
error es mayor.

En esta comparativa final las graficas se han hecho en el intervalo [-n/2,7/2], el paso es de
7/10. Vemos que coinciden y el error es despreciable.

Ejemplo de calculo de un desarrollo (o serie) de Taylor:

Desarrollad la funcion yzcoszx alrededor de x = A hasta el tercer grado. Utilizar el

. 2 s .
desarrollo para calcular un valor aproximado del cos”(1,1™ 4). ¢ Podéis dar una cota superior

al error entre la aproximacién obtenida en el desarrollo de Taylor y el valor exacto?
Comprobad la serie de Taylor, la aproximacion y el error cometido con Mathcad.

El polinomio de Taylor de tercer grado que aproxima la funcién cos’ x alrededor de x 2%

viene dado por:

d(cos” x) d’(cos” x) d’(cos® x)
- dx M3 - dxz 3 - dx3 _n -
P _(x)=cos’ =+ L(x—=)+ Lx—=)+ L (x——
3%( ) 4 1! ( 4 ) 2! ( 4 ) 3! (
Si substituimos en la expresion anterior los siguientes resultados:
cost ™ =[eos® | =( 5] =1
4 V2 2
2
d(cos_ %) :2cosx(—sinx] n :—ZSinicos£:—2LL:—1
dx | = e 4 4 V242
4
2 2 Al
d (coi x)| _ d(~2sin xcos x)| _ —2(0052 Y sin? x} - _2(1_1j o
dx o dx L] = 2 2
o 4
3 2 S22
d (coi, x)| _ d(2(s1n X —CoS x))| _ 8sinxcosx ZSLL:4
dx |x=5 dx |x=5 = 242
4
llegamos a:
Proyecto e-Math 10
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1 1 n, O T, 4 T, 1 T, 2 T4
X)=——x—)+—Cx-—") +—(x—-——) =——(x—")+=(x——
*) 2 1!( 4) 2!( 4) 3!( 4) 2 ( 4) 3( 4)

T
4

Veamos como Mathcad nos permite comprobar desarrollos de Taylor de funciones. En este
caso:

Introducimos la
funcion y luego llamamos la

funcién interna de Mathcad 3
“series” acompanfada de la (COS(X))2 series , X = E,4 N 1_ X+ l.n + E.(X_ l.n)
variable igual al punto 4 2 4 3 4
alrededor del cual

deseamos desarrollar.

Finalmente introducimos el
grado mas la unidad.

Podemos ilustrar este célculo del polinomio de Taylor con las graficas de la funcién original y
de dicha aproximacion:

-7 X ﬁ

4 4
Vemos claramente como en un entorno alrededor de n/4 ~ (0,785, el polinomio aproxima
muy bien el comportamiento de la funcion.

. L 2 T - . .
Calculamos la aproximaciéon a cos (l,lzj evaluando el valor numérico del polinomio de

Taylor de tercer grado para x = 1,1% :

3
P 111 = l-(o,ﬂ) +3(0,1£j =0.421783165
35 4 2 4 3 4

Sin necesidad de evaluar funciones trigonométricas —so6lo con poder multiplicar y sumar—,
obtenemos una aproximacion de la funcion cosz(x) alrededor de x = 1,1%. Aqui radica la
gran utilidad de los desarrollos de Taylor.

Comprobamos dicho resultado faciimente con Mathcad. Mediante la técnica del “copiar y

. L 8
pegar” construimos la funcién p(x). Para luego evaluarla en x = l,lz.

Proyecto e-Math 11
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- "Mathcad Professional - [Untitled:7] - |El|i|

@ File Edit Wiew Insert Format Math  Symbolics  Window Help &1 x|
ID-2E|EgRY|iE2RB|lo x| ": o= |B& e -8 2
| [Normal = [aial = F Bz ou|=== = E‘

4

3
1 1 2 1
(cns(x))2 series X = E,?—l — — —X+ -+ —|x-—=m
4 2 4 3 4

3 Greek Y
1 2 1

Pl == —x+ Z"J‘[+ E-[x— :1“] @ g r & £ §
+ nof v K N K

¥ E o ®m o oa

Tou g K W w

p[“_jzmz A BT AEZ
Hae | KAM

N = OII F =

T ¥ & X ¥ 2

1 of

Press F1 for help., alUTO Page 1 o

La estimacion del error cometido se obtiene a partir del calculo del Residuo de Lagrange del

T
polinomio de Taylor para la funcion cos’ (x) alrededor del punto x = Z :

()C - E)n+1 dn+l 2 |
R (x)= 4 (cos™ x)
n (n+1)! dx"™!

=t

donde n es tal que 1/ es mayor que el grado del polinomio de Taylor y 2/ hace que R _(x)
n,Z

sea diferente de cero debido a una derivada n-ésima idénticamente nula. Esta expresion nos

proporciona la diferencia entre el valor exacto de la funcion y del polinomio que la aproxima.

Como

T4
(X_Z) d*(cos® x)|

3,3( ) 41 dx* |
ya que:
4 2 .
d (coi x)| _ d(8s1nxcosx)| _ 8(c052 T —sin’ xl o
dx 3 dx ] Ry
=z ;

tenemos que calcular R _ (1,1- %,g)
4>
4

Proyecto e-Math 12
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d’(cos’ x)| B a?(8(cos2 x —sin’ x))|

dx’ . dx

xX=—

Utilizando

=—32sinxcosx| » =—16
T4

xX=

T
4

obtenemos para el Residuo de Lagrange:

T s s
(x—z) d*(cos x)| (x—z)

R _(x§)= = -(—32)sin xcos x
4,3( D=y ' |, 120 (-32) vt
es decir:
T s
-4(0,1—) -5_5
T T4 . 107w .
R (11-—&)=———"—sin cos¢ =———sin2
o (W 78) = —— A sing cost =~ rsin g

4

€ es un real de valor desconocido pero necesariamente localizado dentro del intervalo

T T
(Z,Z-l,lj . Esto nos permite, pues, acotar el error superiormente a partir del valor maximo

T T T
de R (1,1 -Z,i) con § € [—,Z-l,lj .Acotamos el error entre el valor exacto de la funcion
"y

4

y la estimacion derivada del polinomio de Taylor utilizando el valor maximo del valor absoluto
del Residuo de Lagrange. Dicho valor méaximo se obtiene para & = n/4 :

-5__5 =55
10T (27 | =10 3 984631-10°7
3 4) 30-4

Esto nos permite escribir que:
s
cosz(l,lzj =0.4217831+0.0000004
y comparar con el resultado exacto que podemos obtener, por ejemplo, con Mathcad:

cosz(l,lnzj —0.42178276748

Este ultimo se encuentra dentro del intervalo definido por las barras de error para el valor
aproximado.

Ejemplo de aplicacion del calculo diferencial al computo de limites:

Calculad los siguientes limites utilizando la regla de I'Hépital:

|
e - eﬁx ) ? +p —p
a) lim———— b) lim conpyq>0
x—0 X xX—>0 1 )
—Htq —q
Proyecto e-Math 13
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0
El limite en a) tiende a 6 cuando x — 0 vy, por lo tanto, podemos aplicar la regla de I'Hopital.
Derivando el numerador y el denominador obtenemos:

e = (e =e™) . ae™ —Be™
hm—:hm( ) =lim B =a—-f
x—0 X x—0 (x)' x—0 1

Notad que no calculamos los limites laterales por separado puesto que coinciden como podéis
comprobar.

0
En el caso b) también podemos aplicar la regla de I'Hopital puesto que el limite tiende a —

cuando x > ©:

1 -2
1 dap |t o 1 [fj
S+p-p dx{ o P pj 2 5+p
lim *X = lim = lim—% =
e )
) - —H T4 —4q 3
X dx\ Vx 2 xl+q2 X

que simplificando nos conduce a:
|
V.2 T4
=lim* X — =
2
TP

49
xX—o 1 p
V X

Comprobamos ambos resultados con Mathcad:

- Mathcad Professional - [Untitled:3] — | E'll
@ Fil= Edit Miew Insert Formak Math  Swymbolics Window Help — =] =]
|D-E2H” SG@Yy| & Bl | e =& | =8 2
| [Mormal =1[ara = =B r ¥ |===|:i= E|
oL Bex
2l lim = = — o — P
x—=0 x
b hal 12 + ! -1
Gepy” 1
litrL P — —-q
X —» oo 2 1 P
1 -1
- o)
(<] | _>l_I
Press F1 For help, [auTS | [ |Page 1 L
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Ejemplos de comparacion de algoritmos:

El concepto “eficiencia de un algoritmo” hemos visto que hace referencia al numero estimado
de operaciones (tanto aritméticas como légicas) que realizara éste antes de proporcionar un
resultado.

Veamos dos ejemplos:

1.- En Programacioén Lineal se utiliza el software lindo que esta basado en el algoritmo
del simplex cuyo orden es polinémico, O(n®). Hay otro algoritmo, pero que no se utiliza,
que es el de Karmarkar. La razén por la que no se utiliza es porque es de orden
exponencial O(a"), a>1. Veamos el por qué:

n X

lim & =% —indet= lim & = (Hopital — p —veces) =
n—>+o p P 0 x>+ P

. Ina)? a” Ina)? .
= lim (Ina)”a = (Ina) e lim a* = +w

x>0 p-(p—1)---3-2-1 p! X—>+00

Luego una exponencial de base mayor que 1 crece con mucha mas rapidez que cualquier
polinémica a" >>> n®, con lo que es mejor el algoritmo de orden polinémico.

Veamos un ejemplo con el Mathcad para a =2 y p=2.

- *Mathcad Professional - [Untitled:2] - |D|5|

@ File Edit Wew Insert Format Math Symbolics Window Help =18lxl
| D-ZEERY |2 o= o =@
| [N [l Ao e zro|ss=iEE

T
n=12.10  f{n=2" o) = 1 gz 4
1500 O &
Sirva de ejemplo i - [
100 ~
el 100y = 1268 x 107 j
1 sin tos tan I log
E el
4 nloi =
M =110
. e g(100) o 1? Ej w2
0 ) 10 T 78 @ /
n
. N . L w45 B X
Es decir, para n=100 las diferencias entre la expanencial y la palindmica ,
mas sencillas son gigantestas. L
i R & o5 o
n— e B0 e
+ 2 u .
| LS _»|J
Press F1 far help. - aUTO [ Pagel 2

Decir que el algoritmo del simplex hay veces que se cicla y no llega a la solucién. La practica
nos ha demostrado que hay un porcentaje de problemas, alrededor de un 90%, que el lindo
ha podido solucionar. Sin embargo, con el algoritmo de Karmarkar pasa al revés, soélo llega a
la solucién un 10%, “las demas veces se cuelga”.

Proyecto e-Math 15
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2.- Supongamos que, dado un conjunto de n ciudades (n > 3) y la correspondiente
matriz de distancias entre ellas D = (dj), dlsponemos de dos algoritmos distintos, que
tienen una complejldad de orden n-log(n) y n? respectivamente, capaces de hallar la
trayectoria de minima distancia que las recorra todas. Nuestro objetivo sera determinar
cual de los dos algoritmos es mas eficiente, el mejor, i.e.: para un nimero dado (muy
elevado) de ciudades, cual de los dos requiere de un tiempo de computacion menor
para llegar a la solucién. El niumero de operaciones a realizar depende del nimero de
ciudades (o nodos) n implicadas. Para determinar cual de los dos es mas eficiente
(para valores muy grandes del parametro n), recurriremos al concepto de limite en el
infinito.

n-logn

In10
lim lim 1987 _ i 108X g ipspitali = lim —A:L~ lim L =0

n—+o 2 n—>+o N x>+ X x40 1 In10 x—+400 x

Esto significa que, para valores grandes de n (n° de nodos o ciudades), n-log(n) << n?, con lo
que el algoritmo de orden n-log(n) es mucho mas eficiente (requiere de muchas menos
operaciones para llegar a la solucion).

Podemos recurrir a Mathcad para que nos ayude en el calculo del limite anterior, en la
representacion grafica de las funciones, y en analisis del tipo ¢qué pasaria si ahora logramos
redisenar el algoritmo menos eficiente de forma que su orden de complejidad sea de n-In(n)?

- Mathcad Professional - [Untitled:1] 0] x|
@ File Edit Wiew Insert Format Math  Symbolics  Window Help _|5’|i|
JD-@H|§@.“§’| BB oo T (e = | R 2@ 2
| [Horma ~[adial s Heruo=s=EE
n:=734.10 fim = n-logln)
2
glin) =n g2 = n-lnlm)
hi(n) = gl - fim
RICYE i £ . 1
n— e BN L e gl IO h2(n) = g2(n) - f(n) A
sin cos tan I log
100 T T h
nboi =l T
NI
o m 7 8 9 /
- It 4 5 B x
I, - e -
FY s 1 2 3 +
gZ(n) o = g — =
......................... m =
0 . 1 I l | | g
3 4 5 é 7 bt 9 10 @ &
h e R
b - [
. . 3
por ejemplo, para n = 100 tendriamas:  hig100) = 8.8 % 10 h2(100) = 260,517 -
Calculus |
& oo
es decir, para n = 100 ciudades, habria unas 9300 operaciones de diferencia Ih & K
entre los algaritros iniciales. Sin embargo, se observa gque al mejorar el @ s
algaritro menos eficiente, éste se equipara bastante al mas eficiente (ya sdlo (PR
hay una diferencia de unas 261 operaciones para n = 100) Tm lim, Tim
=3 =at 23"
KU ;IJ

Press F1 faor help, auto [ Pagel @ %
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ENLACES

(W1]

(W2]

W3]

(W4

W3]

[we]

(W7]

[(we]

[(Wo]

[W10]

http://planetmath.org/encyclopedia/ProofOfTaylorsTheorem.html

Pagina web de la enciclopedia de PlanetMath.org sobre el Teorema de Taylor. También se
pueden buscar en http://planetmath.org/encyclopedia otros conceptos como Regla de
L’Hobpital, por ejemplo. Esta en inglés.

http://www.satd.uma.es/aciego/docencia/Calculo |/SeriesFun-Tr.pdf

Pagina web con apuntes sobre las derivadas, el Teorema de Taylor y la Regla de L’'Hbpital.

http://www.biopsychology.org/apuntes/calculo/calculo.htm

Pagina web donde aparecen apuntes de célculo de un psicdlogo, en la cual ha seleccionado
las citas mas relevantes de los textos con los que pudo trabajar. Todas las citas tienen el
siguiente formato: [texto (autor, pagina)].

http://www.xtec.es/~jlagares/manualwinfun.cat/estractemanualfuncionsperawindows.htm

Pagina web sobre un articulo, que gand el segundo premio en el "concurso de programas
educativos para ordenador" organizado por el M.E.C. el afio 1993. Trata sobre un programa,
“funciones para windows”, con ejemplos graficos. En particular, habla de la aproximacion
de una funcién por medio del polinomio de Taylor. En catalan.

http://www.satd.uma.es/matap/svera/calitis/rprob0001/rp2iti0001.html

Pagina web de Salvador Vera Ballesteros, profesor del Departamento de matematicas
aplicada de la universidad de Malaga. Contiene problemas y apuntes sobre las derivadas y
sus aplicaciones.

http://neko.ciencias.uniovi.es/~jlfm/apder.pdf

Otra web, esta vez del profesor del Departamento de matematicas de la universidad de
Oviedo, con problemas y apuntes sobre las derivadas y sus aplicaciones.

http://www.okmath.com/Bloque.asp?clave=121
Pagina web que contiene problemas resueltos, con 3 niveles de dificultad, sobre la regla de
I'Hopital.

http://cariari.ucr.ac.cr/~cimm/cap 08/cap8 8-5.html

Pagina web que trata sobre un curso de calculo diferencial. Hay teoria y ejercicios sobre la
regla de I'Hépital.

http://www.dma.fi.upm.es/docencia/primerciclo/calculo/grupo13m/

Pagina web del Departamento de mateméaticas aplicada de la universidad politécnica de
Madrid. Contiene ejercicios y examenes sobre aplicaciones de las derivadas.

http://www.terra.es/personall/jftjift/Home.htm

Pagina completa sobre todo lo relacionado con las matematicas. Aparecen matematicos
famosos y aplicaciones de las matematicas a diversos campos.
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