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Introduccion

En los modulos anteriores nos hemos concentrado en las herramientas que
permiten estudiar comportamientos continuos. Por ejemplo, la distancia
que recorre un coche se puede expresar en funcién del tiempo, que en
principio fluye de manera continua. Sin embargo, existen otros fenémenos
que no fluyen de forma continua, sino que necesitan un determinado
tiempo para producirse. Por ejemplo, el crecimiento de una poblacién no
se produce de manera continua, sino a intervalos regulares, y los pagos a

un banco tampoco, puesto que so6lo se realizan una vez al mes.

Las herramientas que hemos visto hasta ahora nos permiten, por ejemplo,
calcular el peso de un cubo de arista = y de densidad constante k y estudiar

lo que sucede cuando hacemos que la arista tienda a 0.

Para resolver este problema so6lo hay que tener en cuenta que el peso viene
determinado por el volumen del cubo multiplicado por la densidad del
material, P = kz3. Esta relacion nos indica que cuando z tiende a 0, el

peso del cubo tiende a 0 de manera continua.

Sin embargo, detengamonos a pensar un poco. Supongamos que inicial-
mente no tenemos material; si afiadimos una molécula, entonces el peso
aumentara una cantidad p;. Este fendmeno no es continuo, y no hay ma-
nera de que lo sea: o bien tenemos la molécula y el peso es p;, o bien no

tenemos la molécula y el peso es 0.

Muchos de los modelos que utilizamos para explicar la realidad se basan
en la idea de que podemos fraccionar la cantidad que estudiamos tantas
veces como se quiera, sin que el comportamiento de esta cantidad varie.
Las técnicas matematicas de funciones continuas y funciones derivables
nos permiten estudiar estos tipos de modelos. En este modulo introduci-
remos las técnicas matematicas para estudiar fen6menos que se producen
a intervalos regulares de tiempo, en los que el concepto de continuidad no

tiene sentido.
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El estudio del crecimiento de una poblacion que se reproduce cada tres

meses es un ejemplo de lo que hemos comentado:

La gréfica nos sugiere que estudiemos el crecimiento cada tres meses. Tal

y como se ve, no tenemos continuidad.
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Objetivos

Los objetivos que podréis alcanzar al final de este m6dulo didactico son

los siguientes:

1.

10.

11.

12.

13.

Definir el concepto de sucesion.

Comprobar si una sucesion verifica las propiedades de acotacion y de

monotonia.

Definir el concepto de limite de una sucesién.

Conocer las propiedades fundamentales del limite de una sucesién.

Distinguir los casos de indeterminaciones en el calculo de limites y

resolver los casos concretos, utilizando los criterios adecuados.

Comprender el concepto de sucesiones equivalentes y utilizarlas para

el calculo de limites.

Definir el concepto de serie.

Describir y aplicar los criterios de convergencia de las series de términos

positivos.

Reconocer las series alternadas.

Estudiar la convergencia de una serie alternada mediante el criterio de

Leibniz.

Calcular el error entre el valor de la suma de la serie y la suma de un

numero finito de términos.

Comprender el concepto de serie de potencias y calcular su radio de

convergencia.

Calcular la suma de una serie.
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1. Sucesiones de numeros reales

1.1. Concepto general de sucesion

Una sucesion es el nombre matematico que hace referencia a una lista
infinita de nimeros. En una lista podemos hablar de primer término,
segundo término, etc., que corresponden a la posicidbn que ocupan en

dicha sucesion.

Podemos formalizar todo esto un poco mas: podemos asociar cada niimero

entero positivo n con un ntmero real z,, y el conjunto ordenado:
T1,2,L3y...,Lp ...

define una sucesion infinita. Observad que cada término de la sucesion
tiene asignado un nimero entero positivo (el puesto que ocupa en la lista)
y podemos hablar del primer término (z;), del segundo término (z-) y,
en general, del término n-ésimo (z,,). Cada término (z,,) tiene un término

siguiente (z,,4+1), por lo que, en consecuencia, no hay altimo término.

La forma mas facil para construir una sucesién es a partir de una regla
o formula que defina el término n-ésimo. Asi, por ejemplo, la férmula

z, =+ define la sucesion:

1
SIREE

DN
W

En algunas ocasiones son necesarias dos o mas férmulas para describir los
elementos de la lista. Por ejemplo, si consideramos la sucesion x5, 1 = 1

y x2, = n; en este caso, los primeros términos de la sucesion son:
1,1,1,2,1,3,...,1,n. ..

Otra forma de definir una sucesion es mediante una féormula de recurren-
cia, que permite calcular un término a partir de los anteriores. Si tomamos

x1 = x5 = 1y la formula de recurrencia, z,,+1 = x,, + x,—1, tendremos:

1,1,2,3,5,8,13,21,34. ..
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Esta sucesion se conoce como sucesion de Fibonacci, nombre que recibe
de la persona que la estudi6 al tratar un problema relativo a los procesos

hereditarios en los conejos.

Hasta ahora, todas las sucesiones que hemos visto han empezado con los
valores de n = 1,2,3..., aunque esto no sea estrictamente necesario. Por
ejemplo, si definimos la sucesion mediante el término general, z,, = 1+

es razonable considerar que n toma los valores 3,4,5. ..

Asi pues, podemos definir de manera formal el concepto de sucesion como

vemos a continuacion:

Una sucesion de niimeros reales es una aplicacion / de 1os nameros

naturales IN en el conjunto R de los nimeros reales:

h:IN — R

n — h(n)=uz,

La imagen de n recibe el nombre de término n-ésimo o término

general de la sucesion.

No olvidéis que lo Gnico que hemos hecho es reciclar el concepto de
funciéon continua, donde hemos fijado el dominio de la funci6én como

el conjunto IN.

Ejercicio 1.1.
Calculad el término general de las siguientes sucesiones:
a)1l,-1,1,—-1,1,—-1,1,—1...

b) 1,4,9,16,25,36,49 . ..

1111 11
C)17§7§7175’677"'

d) 1,v2,v3,2,V5,V6,VT...

e)2 4 6 8 10 12 14
37475767 77 879 "°°

f)llllll 1

Una vez ha quedado definido el concepto de sucesion, vamos a presentar
algunas de sus propiedades. Sin embargo, antes analizaremos qué quiere

decir que dos sucesiones son iguales.
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Dos sucesiones {z,} v {y,} son iguales si z,, = y,, para todo n € IN.

A partir de la definicion tenemos que las sucesiones {z,, } = {1,3,%,---, = --+}
y{yn} ={3,3, -, 757 ---} son diferentes a pesar de que y,, = z,,41. O tam-

bién que {z,,} ={1,3.%,--, L+ -}y {y.} ={1,3,5,---, = .-} son distintas

‘n

al diferir en el segundo término.

1.2. Sucesiones acotadas

Consideramos las sucesiones de término general z,, = 711, Yn =NY 2, =sinn

y las representamos graficamente:

0.8
30

0.6

20
0.4

0.2

Tp= Yn=n

3

0.5

-0.5

zZp=sinn

A partir de los graficos podemos observar como la sucesiéon y,, crece de
forma indefinida, mientras que los valores x,, ¥ z, nunca estan por encima

de 1. Asi, x,, y 2z,, son sucesiones acotadas; por el contrario, y,, es no acotada.

Una sucesion esta acotada si existe un nimero K tal que los valores que

toma la sucesién nunca superan el valor K.
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Una sucesion {z,} es acotada si existe un nimero real K tal que:
|z, | <K  VnelN.

Entonces, K es una cota de la sucesion {z,}.

Ejemplo 1.1.

A partir de la definicién demostraremos que z,, = 7% es acotada.

1 p
Puesto que n > 1, podemos decir que 1 > —. Por tanto, la sucesion es acotada.
n

Los hechos que se presentan a continuacion son una consecuencia de la

definicion de sucesién acotada que hemos visto:

1) Para demostrar que una sucesion esta acotada, tenemos que comprobar

que ningan valor de z,, supera un determinado valor K.

2) La definicién no aporta un procedimiento que nos permita calcular el
numero K. Observaremos que no hay un lugar donde se diga que esta cota

sea unica.

3) Veamos como se puede demostrar que una sucesioén no esta acotada a

partir de un caso concreto: ;qué quiere decir que {z,} = n es no acotada?

Para ilustrar este concepto solo necesitaremos presentar una cota K, que
sea, por ejemplo, 10. Para ver que la sucesion no esta acotada, es necesario
encontrar un valor de »n tal que z,, > 10. Por ejemplo, podemos tomar
n = 11 teniendo en cuenta que z;; = 11 > 10. Si, en lugar de K = 10,
tomamos K = 100, entonces tenemos que encontrar el valor de n tal que

xpn > 100. En este caso, n = 101, porque x10; = 101.
Podriamos dar un valor de K tan grande como se quiera y encontrariamos

un valor de n tal que z,, > K. Asi, z,, es no acotada.

Una sucesion es no acotada si para cualquier valor de K, arbitraria-

mente grande, existe un » natural tal que |z, | > K.

4) Recordemos que oo no es un ntumero real. Este hecho implica que una

sucesion con un namero finito de términos esta siempre acotada.
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Ejemplo 1.2.

n 1
Demostremos que z,, = es no acotada.

Tenemos que probar que dado un valor K arbitrariamente grande, entonces existe un
valor de n tal que |z, | > K.

2

. n 1 . 1
Sin embargo, =, = , que podemos escribir como z,, = n + — > K. Puesto que n

n
puede hacerse arbitrariamente grande, es imposible encontrar un valor K tal que z,, < K
para todo valor de n.

Si queremos determinar el valor de » tal que z,, > K, entonces n > K.

Ejercicios

1.2. Probad que z,, = n 1 es acotada.
n

1.3. Probad que x, = n? es no acotada.

1.4. Estudiad si la sucesion 1, §,2,1, £,3, 1,

1
3 :4,1,£,5... esacotada.

N

1.5. Considerad la sucesion establecida por la relacion z,+1 = f con xz1 = 1. Estudiad
si esta sucesion es acotada.

1.3. Sucesiones monotonas

Volvemos a las sucesiones del tema anterior, y consideramos las sucesiones

de término general z, = L, y, = ny z, = sinn.

1 40
0.8
30
0.6
20
0.4
10
0.2
10 20 30 40 10 20 30 40
on=1 Yn=n
14
054
0 10 20 30 40
0.5
a1l
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Tal y como se observa en los graficos, la sucesion x,, decrece de manera

indefinida, y,, crece indefinidamente y z,, ni crece ni decrece.

e Una sucesion {z,,} és creixent es creciente si para todo n € IN se

verifica que z,, < x,41.

e Una sucesion {z, } es estrictamente creciente si para todon € IN

se verifica que z,, < Ty,41.

e Una sucesion {z,} es decreciente si para todo n € IN se verifica

que T, > Tp41.

e Una sucesion {z,} es estrictamente decreciente si para todo

n € IN se verifica que z,, > z41.

Una sucesién {z,,} es monotona si es creciente o decreciente.

Ejemplo 1.3.

Nos proponemos demostrar que la sucesiéon con término general z,, =

n .
es monotona 2
1 Notacion

creciente.

?
El simbolo < quiere decir que
no sabemos si la desigualdad
es cierta o no.

Si queremos comprobar que la sucesién es monoétona creciente, tenemos que demostrar
que zn, < Tpg41.

?
Tn S Tn+41
n ; n+1
n+l — (n4+1)+1
n ; n+1
n+1 = n4+2
?
nn+2) < (n+1)-(n+1)
?
n? +2n < n?+2n+1
0 < 1

Teniendo en cuenta que todas las desigualdades anteriores son equivalentes y la tltima
es cierta, entonces tenemos que todas las desigualdades son ciertas. Asi, la sucesion es
monotona creciente.

Ejercicios
1.6. Demostrad que la sucesion de término general z,, = \/n es creciente.

14 (="

1.7. Estudiad si la sucesion z,, = es creciente.

1.8. Probad que la sucesion de término general z,, = n+ (n+ 1) 4 - - - + 2n es creciente.

1.9. Estableced para qué valores de z la sucesion x, = z™ es mondétona.

Hemos resuelto el problema del ejemplo 1.3 con un método estandar, pero
lo hubiésemos podido resolver de otra manera: hemos definido las suce-

siones como una aplicacion de un subconjunto de los nameros naturales
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a los reales. SoOlo tenemos que ver si la aplicacion tiene sentido cuando
cambiamos n por z, pensando que esta definida en un subconjunto de los
numeros reales y que toma valores en los reales. De esta forma, podriamos
aplicar las teorias del calculo diferencial y, en particular, el hecho de que

una funcién es creciente si su derivada es positiva. @@

El estudio de las propiedades de z,, = h(n) a partir de las propiedades de

h(z) sOlo se puede llevar a cabo si:

1) Tenemos la expresion explicita del término general.

2) La funcion h(z) esta definida en el intervalo [1, +o0).

No podemos aplicar esta idea si en la expresion del término general aparece

k™, donde k es un nimero real negativo, una funciéon de n! o una suma

que varia término a término.

Ejemplo 1.4.

.2 . . n . .
Demostramos que la sucesion con término general Tp = 11 es monotona creciente.
n

Para comprobar que la funciéon es monoétona creciente definimos h(n) = % y cam-
n
biamos n por z; entonces, h(z) = _T_ T Esta funcion se define en [1, +00) y es derivable.
x

Calculemos su derivada: h/(z) = Debido a que la derivada es siempre positiva,

1
(z+1)2°
la sucesion es monoétona creciente.
Ejercicios

1.10. Indicad en qué casos podemos estudiar el crecimiento de las sucesiones a partir del
crecimiento de las funciones asociadas:

a) Tp, = /1.

L+ ()

b) x, =

Qzpn=n+(Mn+1)+- -+ 2n.

n+ (—=1)"

1.11. Demostrad que la sucesion con término general z,, = ——————
q g . =

es acotada pero
no es monotona.

. 2m
1.12. Comprobad que la sucesion x, = —es acotada.
n:
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2. Limite de una sucesion

En el siglo IIT a.C., Arquimedes intent6 calcular el nimero 7. Su idea era

utilizar una secuencia de poligonos regulares que tendian hacia el circulo.

Construimos algunos poligonos regulares a partir del circulo de radio 1.

Las figuras que obtenemos son:

Poligono 4 lados. Area = 2. Poligono 8 lados. Area = 2,828...

Poligono 16 lados. Area = 3.

Observamos que la sucesion, ademas de ser creciente y estar acotada, parece

que tiende hacia un ntmero determinado, el area del circulo, que es .

Ejercicios

) 1 11 1 1 1 P
2.1. Dada la sucesion z,, = 1,1 — —,1 — = + 7 1- 5 + - — 3 calculad los términos

z,, de manera explicita y estableced hacia donde intuis que tiende z,,.
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2.2. Sea zy, el area de un tridngulo is6sceles de lado 1 y angulo 2% Sin hacer calculos,

explicad por qué la sucesion z1,z2,x3 ... es decreciente. jHacia qué nimero tiende la

sucesion?

Explicad graficamente por qué la sucesion =i, 2z2, 4x3, 8z4 ... es creciente. Si tiende

hacia un namero en particular, jcudl es?

2.1. Limite de una sucesion

Uno de los conceptos mas complicados al embarcarnos en un primer curso

de analisis matematico es el de la convergencia. Consideremos la sucesion

que se define mediante esta recurrencia:

1 3
$n+1:§ l‘n-i-; .

Si calculamos los primeros términos, obtenemos la siguiente tabla:

n Xn Xn

1 1 1

2 2 4

3 1,75 3,0625

4 1,732142857 3,000318878
5 1,73205081 3,000000008

Notad que 22 tiende a 3y, por tanto, parece que la sucesion tiende a /3.

Pero ;qué significa que una sucesion tiende hacia un namero?

Empecemos por determinar qué significa “tender a 0”'.

Ejemplo 2.1.

De las sucesiones que tenéis a continuacion, ;cudles os parece que tienden a 0?

1) 1,-1,1,-1,1,-1,1,—-1...

11 11 11 1
R i I
2°'3 45 67 8
1 1
3 17777777777’777'
) 8
11 11 1
4) 177777177777177"
2°3 56 8
11 11 1
5) 0,5,2,0,2,-,0, - ..
2°3 56 8

Las sucesiones que parece que tienden a cero son la 2), la 3) y la 5), dado

que podemos estar tan cerca de cero como queramos.
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Por ejemplo, consideramos la sucesion 3), que viene dada por:

1 1111111
'27374’576° 78"

Supongamos que queremos encontrar el valor de n a partir del cual la

sucesion sea menor que 0,1.

1. .
Puesto que x,, = —, si queremos que z,, < 0,1 es necesario que:
n

1 1 1

1 = T = — T3 = — ...
n>10 (x11 11002 = gt = g

Vamos a ponerlo un poco mas dificil: encontrad el valor de n a partir del

cual la sucesion sea menor que 0,01.

1 . .
Puesto que z,, = —, si queremos que z,, < 0,01, es necesario que:
n

1 1 1

n > 100 (x101 o1 7102 = 70277103 = 103

Observad que no importa qué cota os pidan, por pequefia que sea (la llama-
remos ¢); siempre hay un elemento de la sucesion (V) que verifica |z n| < ¢,

lent1| <€, |znt2] < e ...y todos los terminos son menores que e.

En nuestro caso, si queremos encontrar el término a partir del cual |z,,| < ¢,

. 1 . o
es necesario que — < ¢. Por este motivo n > L. Para finalizar, podemos
n

asegurar que N = {ﬂ + 1, donde [z] denota la parte entera del nimero x.

Ejercicio 2.3.

(="

Considerad la sucesion z,, = 5

n
a) Encontrad el término a partir del cual |z, | < 0,1.
b) Encontrad el término a partir del cual |z, | < 0,01.

c) Encontrad el término a partir del cual |z,| < e.

A continuacién presentamos el procedimiento que se sigue cuando quere-

mos saber si una sucesion tiende hacia un namero z:

Dado un namero positivo ¢, tan pequefio como se quiera, hay que
encontrar un término de la sucesiéon, denominado N, tal que todos
los términos de la sucesion se encuentren a una distancia de  menor

que ¢, es decir, |z, — z| < e.
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Ejemplo 2.2.

. 1 1 1 1 1 1 . 2
Dada la sucesion z, =1,1— -,1— -+ —,1— — + — — — ..., demostrad que tiende a —.
2 2 4 2 4 8 3

2+ S0

En la solucion del ejercicio 2.1 hemos probado que z,, = 3

Para comprobar si z,, tiende a %, s6lo tenemos que ver que, dado &, podemos encontrar
un N a partir del cual

acn—%’ < E.

Sustituyendo tenemos:

2+
2
2z < €
3 3
—1)"
‘( A .
3.2n
1
3.2n c
1
— < 2"
3e

In (31—5) < n-In(2)

Por lo tanto, N >

Este calculo es formal, puesto que por lo general no se utiliza para calcular
el limite de una sucesion. Mas adelante desarrollaremos otros métodos
que nos evitaran la realizacion del calculo de limites utilizando el juego de

los €.

Llegados a este punto, ya estamos preparados para presentar una definicion
formal. Una sucesion {z,, } convergera o tendera al limite x si para cualquier
namero positivo (¢), tan pequefio como se quiera, encontramos un entero

N que satisface |z, — x| <esin > N.

La sucesion {z,} converge o tiende a x si para cada € > 0 existe un

entero N tal que |z, — | < € para todo n > N.

Entonces, escribiremos que lim z,, = z o bien que z,, — = cuando
n—oo

n — 0.

Una sucesion se denomina convergente si x existe, y divergente en

caso contrario.
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Antes de empezar con las propiedades de los limites, vamos a detenernos

un instante para analizar la definicién que acabamos de dar.

La convergencia hace referencia al comportamiento de la cola de la suce-

sion. Asi, si en una sucesion cambiamos los 10 primeros términos (o los

100 primeros o los 1.000 primeros), esto no afectaré a la convergencia. @@

Ejercicio 2.4.

Determinad un ejemplo de sucesion {z,} que sea divergente, pero tal que {|zn|} sea

convergente.

2.2. Propiedades del limite de una sucesion

Dada una sucesién z,, y un valor z, ya hemos visto el método para probar

si la sucesion tiende o no al limite z. ;Es posible que la sucesion tenga dos

limites? El teorema que veremos ahora nos indica que esto no es posible,

es decir, que cuando una sucesion converge, tiene limite Ginico.

Si lim z, =2y lim z, =y, entonces z = y. Una sucesién conver-
n—oo

n—oo

gente tiene limite Gnico.

Observad que toda sucesion convergente esta acotada, ya que después de

los primeros términos se ve restringida a moverse dentro de un lado.

Toda sucesion convergente es acotada.

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0 5 10 15 20

Creciente acotada

4.5

3.5

25

2 4 6

Creciente no acotada

8

Observamos que la segunda sucesion corresponde a =, = y/n; no es acotada

y, en consecuencia, no puede converger (hemos probado que una sucesion

Definicion

Decimos que k es cota
superior de la sucesién {z }
si zp, < k para todo n.

Decimos que k es cota
inferior de la sucesion {zy} si
Ty > k para todo n.
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convergente es acotada). En el grafico de la izquierda hemos representado

n .
r, = ——, que es convergente y parece converger hacia la menor cota
n+1

superior de x,,.

Teorema de la convergencia mondtona

a) Una sucesion creciente acotada superiormente {xz,,} es convergen-

te y el limite es la menor de las cotas superiores.

b) Una sucesion decreciente acotada inferiormente {z,} es conver-

gente y el limite es la mayor de las cotas inferiores.

Ejemplo 2.3.

Aplicamos el teorema a una sucesion curiosa. Probemos que la sucesion:

I N
=iy Ty T Ty T

tiene limite.

Recordemos que la funcién Int viene dada por el 4rea cerrada entre 1y ¢ de la funcién

)=
t
lnt:/ lclx.
J1 r

t
1 1
Observemos que el valor de 1 + 5 + 3 +...+

1 2 p
I es el area de los rectangulos (como
n—
podemos ver en la segunda figura del margen), de donde tenemos que la sucesion z,, es
el drea sombreada.

También se aprecia que z,, es creciente, ya que x4 esigual a z,, mds el area entre z = n
yz=n+1.

Y la sucesion esta acotada por 1, puesto que los valores de z,, se pueden colocar en un
cuadrado de érea 1.

Esta sucesion es creciente y es acotada; por lo tanto, tiene limite. Su limite es la llamada
constante de Euler v ~ 0.57...

El teorema es atil en especial cuando las sucesiones vienen dadas por una
relacion de recurrencia. Es dificil aplicarlo en caso de que la sucesion se
defina mediante su término general, porque no siempre resulta facil ver

que es acotada.

Ejercicios

2.5. Calculad el limite de z,, = {/z para z > 0, demostrando antes la monotonia y la
acotacion de la funcion.

2.6. Considerad la sucesion definida por la recurrencia:

1 2
Tn4+1 = 5 Tn + ; .
n

Con z; = 2; estudiad la monotonia de la sucesion e indicad si estd acotada y si tiene
limite.

I B e

2 3 4 5 6
area sombreada =

_ 1 1 1 1
=l+tz+3ztzts

T

3 4 5 6
érea sombreada =
R R i QI
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2.3. Aritmeética de los limites finitos

A continuacién veremos una serie de resultados que nos permiten calcular

limites sin utilizar la definicion.

Una de las propiedades mas ttiles de la aritmética de los limites finitos es

la denominada regla del bocadillo.

Ejemplo 2.4.

Mediante el uso de la regla del bocadillo calculamos el limite de la sucesion de término

general:
1 1 1

P ey PR P P

Tn =

Observamos que:

(n—‘rl)[min{i, ! AR ! }] < xn=i+;+...+;s
n?’ (n+1)2 (n+mn)? n2  (n+1)2 (n+mn)2

e e g G )

IA
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. 1 .
Puesto que la funcion f(z) = — es decreciente, entonces:
x

(n_;,_]_)# <z —L+;+...+;< (n_;'_]_)i
(n+n)2 = T 2 (n+1)2 (nt+n)2 = n2
n+1 ! 1 n+1
. ST et T S 3
Hacemos un paso en el limite y tenemos:
n-+1 1 1 1 n+1
li < 1 - 4 < li
oo dn2 " nbee ™ n2 (n+1)2 (n+n)2 — oo T
0 <1l ! + ! +oF ! < 0
mxp=—+——s+ -+ —— .
T e ' m2 | (n+1)2 (n+n)?2 —
Por la regla del bocadillo tenemos que li ! + ! 4+ 4 ! 0
mxn=—+—5+ -+t ——75=
& que N T Nz (n+1)2 (n+n)?

Ejercicio 2.7.

Con la ayuda de la regla del bocadillo, calculad los limites de:

n n n

a =+ ——+ "+ .
) an n2+1 n24+2 n2+n
b) Ly 2 4
"Tn241 n242 n2+n
sinn
C) Ty = .
n
cosl+cos2+...4+cosn
d) z, = 3 .
(- "
n+ (—
e =—"
) n n 4+ cosn

Como consecuencia de la regla del bocadillo, obtenemos el siguiente re-

sultado:

Teorema

Si {z, } es una sucesion convergente tal que lim z,, =0y {y,} esuna
n—oo
sucesion acotada (no necesariamente convergente), entonces x, - y,,

es convergente y lim z, -y, = 0.
n—oo

Ejemplo 2.5.

. sinn
Calculemos lim .
n—oo n

1
Observemos que lim — = 0y que sinn esta acotada por 1. Por la propiedad anterior

n—oo N
sinn

podemos asegurar que lim =0.

n—oo

2.4. Sucesiones con limite infinito

Hasta ahora s0lo hemos tratado sucesiones que tienen limite acotado. Sin

embargo, ;qué sucede con las sucesiones crecientes y no acotadas, por
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ejemplo 1,2,3... o bien 1,4,9...? Estamos tentados de afirmar que las

sucesiones tienden a oo.

Observad que no s6lo las funciones mono6tonas crecientes son las que
podemos esperar que tiendan a co. Considerad la sucesion de término ge-
neral \/n + (—1)7; los primeros términos son 0,v/3,v/2,v/5,V/4,...,v/1.000,
V/1.003. .. ;Os parece que tiene la propiedad de tender a co?

Cuando hemos definido el concepto de sucesion convergente hacia un
numero z, la idea ha sido dar un ntmero tan pequeflo como quisié-
ramos cercano a xz, y ver que a partir de un determinado término, la
sucesion estaba tan proxima a xz como el nimero establecido, y que
no se alejaba. Utilizaremos la misma idea para definir el concepto de

tender a oo.

(Es cierto que la sucesion z,, = \/n + (—1)" tiende a co? Es decir, ;a partir
de un determinado término, el resto toma valores superiores a 10? Este
término es x10o = v/103. (Es cierto que los términos de la sucesion son
superiores a 100? La respuesta es que a partir de z1.002 = 1/10.003, si. Y
asi podriamos estar “jugando hasta que nos cansasemos: s6lo es necesario
tener en cuenta que, dado un k arbitrariamente grande, hay que encontrar
el término de la secuencia a partir del cual todos los términos siguientes

son mayores que k.

Una sucesion {z,, } tiende a +oo si para todo namero real K > 0 existe
un entero N tal que Vn > N; en este caso, z,, > K. Lo denotaremos

por lim z, = +o0.

n—oo

Una sucesion {z,, } tiende a —oo si para todo nimero real K < 0 existe
un entero N tal que Vn > N; entonces, z,, < K. Lo denotaremos por

lim z, = —cc.
n—oo

2.5. Aritmeética de los limites

En la aritmética de los limites finitos, todos los casos aparecen deter-
minados, mientras que en la aritmética de los limites infinitos quedan
casos indeterminados y no es posible determinar a priori el valor del

limite.
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Consideramos el caso +oco —oco. Presentamos ahora unos cuantos ejemplos:

e Seaw, =nYyuy,=—n? entonces lim z, = +ooy lim y, = —oo.
n—oo n—oo
Y lim z, +y, = lim n—n? = —oo.
n—oo n—oo
e Seax,=nYyy,=—n,entonces lim z, =+ocoy lim y, = —oc.
n—oo n—oo

Y lim z, +y, = lim n—n=0.
n—oo n—oo
e Seaz,=n?yy,=—n,entalcaso lim z, =+ocoy lim y, = —cc.
n—oo n—oo

Y lim z, 4+ y, = lim n? —n = oco.
n—od n—oo

En cualquiera de los casos que hemos presentado seria necesario llevar a

cabo un estudio particular.

A continuacion presentamos una serie de tablas que restringen el limite de

una suma, de un producto y de una potencia.

1) nhnéo Tn + Yn-

lim x,
; (g —00 a +00
Jim yn
—00 —00 —00 7
b —00 a+b +00
+00 ? +00 +00
Donde a y b son nameros reales.
2) lim x, - Yn.-
n—oo
lim x,
. o —0o 0 a +00
Jim, yn
—00 +00 ?  —sgn(a)co -0
? 0 0 ?
b -sgn(b)c 0 a-b sgn(b)oo
+00 —00 ?  sgn(a)o +00
Donde a,b € R — {0}.
3) lim z¥".
n—0o0
lim
. Rl - 0 c +oo
ke
0 +oo ? 0
a +oo 1 ac
1 ? 1 1 ?
b 1 b¢ +o0
+oo ? +o0 +oo

Donde a € (0,1),b > 1y ce R — {0}.

La funcion signo

sgn(z) = {

-1
1

sizx <0
siz >0
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No es lo mismo que el limite tienda a 1 que el hecho de que la sucesion sea

constante igual a 1. El limite de la sucesi6n constante iguala 1es 1. @@

2.6. ;Como solucionar las indeterminaciones?

No existen reglas generales que nos permitan resolver los limites indeter-

minados; no obstante, se pueden dar algunas indicaciones.

2.6.1. Método general

Suponemos que tenemos el término general z,, = h(n), donde h(z)

esta bien definida para z lo bastante grande.

Si lim h(z) existe, entonces lim z, = lim h(x).

Tr—00

T— 00

El método no se puede aplicar si aparecen expresiones de la forma (—1)",

n! o sumas en las que el nimero de términos depende de n. @@

Siel lim A(z) no existe, entonces el lim z,, puede existir o no. 0
n—oo

xTr—00

Ejemplo 2.6.

n—oo

1
Calculemos el lim nsin (7)
n

1
Observemos que lim n =ocoyque lim sin (7) = 0. Es un limite de la forma 0 - oo y,
n

n—oo

por lo tanto, indeterminado.

Calculamos el limite pensando en que la variable es continua, y lo transformamos en un
limite de la forma % para poder aplicar la regla de LHopital:

1
lim zsin (7)
x——+o00 X

sin (%)
lim — =
x—+00 =
x
cos (3) (=32) _
lim ———F—— =
x—+o00 -7z

1
lim cos (f) =cos0=1.
r—+oo X

L. . . . 1
Puesto que el limite existe, tenemos que lim nsin <7) =1.
n

Ejemplo 2.7.

Consideremos el lim (n +(n+1)+...

n—oo

n— oo

+ 2n). Este limite no se puede calcular por el

método general, ya que la cantidad de sumandos del término general depende de n.
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Ejemplo 2.8.

Consideramos el lim sin(27n). Aplicamos el método general y el lim sin(27z) no exis-
xTr— 00

n—oo

te, mientras que sin(27n) es 0 para todo n. Por lo tanto, el lim sin(27n) = 0.

n—oo

2.6.2. Caso 0° y oo’

Queremos calcular lim z¥%*. Suponemos que lim z¥» = [; si tomamos
n—oo n—oo

logaritmos neperianos en cada miembro de la igualdad, obtenemos que:

lim y,Ilnz, =Inl,
n—oo

de donde tenemos que:

’ nlin;o Yn IN T,
— en—

En tal caso, s6lo tenemos que resolver la indeterminacion del tipo 0 - co.

Ejemplo 2.9.

a
Calculemos lim nnZ2.

n— oo

1 .
El lim n=ocoyel lim — =0, lo cual quiere decir que el lim nn* esla de forma oo?

n— oo n—oo N n—oo

y, en consecuencia, indeterminado.

lim ynlnz,

Aplicamos el hecho de que | = en—0o° a nuestro caso:
. 1 . Inn
1 lim —Inn lim —-
lim 7’L"L2 = en—oo n = en—0o0 n2
n—oo

P o0
Observamos que ahora tenemos un limite de la forma — que ya se encuentra en la forma
o0

general; por lo tanto:

1
. 1 1 . s 1
lim — =1 T—llmi:l -5 =0
n—oo M r—oo T z—00 2T z—00 2T
. 1 0
De esta manera, lim nn? =e¢’ =1
n—oo

2.6.3. Caso 1

Este caso necesita algo de justificacion. Comencemos por la sucesion:

1 n
Ty = (1 + ) .
n
Se puede demostrar que la sucesién z,, = (1+ %)n es acotada y creciente

y, por lo tanto, tiene limite. El valor de este limite recibe el nombre de

namero e.
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Es decir:

En general, si {z,, } es una sucesion de nimeros reales tales que lim z,, = oo,

n—oo

1 Tn
entonces lim (1 + ) =e.

n—oo ,’L‘n

Conversion de la indeterminacion 1 a 0 - co

Si lim z, =1y lim y, = oo, entonces:

n—oo

lim (z, —1)yn
lim z¥" = en—o0
n—oo n

Ejemplo 2.10.

Calculemos:
Lo EN\"
lim <“+> ,a>0yb>o0.
n—oo 2
opbw 141
Calculamos lim 22" — 27 - 4 y lim mn = oo; por tanto, es de la forma 1°°.
n—oo 2 2 n—oo
Aplicamos:
lim (zn —1)yn
lim a:ﬁ“’ = en—o ;
n—oo
entonces:

n—o00 2

1 1
N 1\ n lim M_l n
. (a" +b") n— oo 2
lim _ =e .

Para calcular el limite cambiamos la n por x:

1 1 oz ;
z bz -1
lim ar+br 1)z = lim 2% =

1 1
awIlna+bw Inb

xr—00 2

1 1
_ %ﬂb:lnmb’

1 1 n
w4 bn —
de donde tenemos que lim (ﬁ) =enVeab — /g ).

n—oo
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2.6.4. Criterio de Stolz

Hasta el momento hemos estudiado situaciones donde era posible pasar al

caso general.

El criterio de Stolz resulta Gtil especialmente para determinar el limite
de sucesiones en las que aparecen sumas de términos que se incremen-

tan con n.

Criterio de Stolz

Sean {z,} e {y,} dos sucesiones donde {y, } es monotona creciente

o decreciente e y,, # 0 Vn € IN tales que:

lim z, = lim y, =0
n—oo

n—oo
o bien:
lim g, = oco.
n—0o0
Tnit1l — Tn

Si existe A = lim
" n—=0 Yntl — Yn
que lim =™ =\

n—00 Y

€ R U {—o0, 400}, entonces tenemos

Ejemplo 2.11.

12 22 . 2
Calculando lim u, vemos que {n3} es creciente y que lim n® = ooy,
oo

n— oo 7'L3 n—
por tanto, podemos aplicar el criterio de Stolz:

, 124224+ .+ (n+1)2—-(124+22+...+n?) . (n+1)2 1
m ; P = mm —F = —.
n— o0 (n+1)3 —n3 n—oo 3n2 +3n+1 3

2.6.5. Desarrollo en polinomio de Taylor

Supongamos que queremos calcular nILH;O n!sin (). En este caso no pode-
mos definir una funcién de « y aplicar la regla de LHOpital porque contiene
una expresion n!. Cuando nos encontramos ante este problema, podemos
utilizar desarrollos en polinomio de Taylor en = = 0. Esta técnica so6lo es

aplicable si el error que tenemos tiende a 0 cuando n tiende a co.

Observamos que el desarrollo en polinomio de Taylor de la funcién sin z
cuando z esta proxima de 0 es:

3 CC5

T 7
sing =2 — 5 + = +O(z").
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Si f(z) es una funcion tal que lim LZ) existe y el limite es finito, entonces
T

z—0

decimos que f(x) = O(z") (se lee “f(x) es del mismo orden que z*"").

Ejercicio 2.8.

Calculad los siguientes limites, si es que existen:

n 2 4n3 4+ 8n —1
a) lim ("+“) . b) lim — o lim o tsn— 1
n—oo \ 1 + b n—oo N+ 2 n—oo Tn3 +6n

! 1424 Inn!
d) lim . e) lim T2 Ftn f) lim 2"
n—oo N n—oo 5n2 n—oo lnn"
V4204 4 n! 14224+ 40" Vn!
@ lim —tEF An hy lim 2t nt i) lim
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3. Series de numeros reales

Consideremos n nameros reales a, ..., a,, la suma de los cuales es a; + - - -
+a,. Una manera mas compacta de presentar esta suma es mediante la

notacién siguiente:

n
E a; .
i=1

Recordemos algunas de las sumas finitas mas conocidas:

n n

Conn41) =, nn+HD)N+2) n(n+1)\°
S = (;{21: (+6)(+)YZZSZ<(2+))'

i=1

El problema es qué sucede si en lugar de tomar un namero finito de tér-
minos, tomamos un namero infinito. Este problema se lo plantearon por
primera vez en la antigua Grecia, y fue Zen6n quien lo formulé indirecta-

mente.

Aquiles trata de alcanzar una tortuga en movimiento que le lleva cierta ventaja. Durante
el tiempo invertido por Aquiles en llegar a la posicién donde se encontraba la tortuga,
ésta ha realizado un pequefio desplazamiento. Asi, cuando Aquiles recorre la distancia
que le separa de la posicion que ocupaba la tortuga, ésta ya ha vuelto a desplazarse. De
este modo, Aquiles nunca llegara hasta la tortuga.

Imaginemos que la tortuga decide esperar a Aquiles; en tal caso, éste tendria que recorrer
la mitad de la distancia que lo separa de la tortuga, después la mitad de la mitad, y
asi sucesivamente; en consecuencia, Aquiles nunca llegaria a la posiciéon de reposo de
la tortuga. Ante este concepto de regresion infinita, llegaremos a la conclusién de que
Aquiles nunca hubiese podido empezar su desplazamiento y, por tanto, el movimiento
es imposible.

Observad que este razonamiento se basa en la posibilidad de fraccionar
el espacio (o el tiempo) en intervalos tan pequefios como queramos. Las
matematicas que modelan la realidad admiten posibilidades como ésta, 1o
cual llena de sentido los conceptos de continuidad y de célculo infinitesi-
mal. Desde un punto de vista matematico, un segmento es infinitamente
divisible, mientras que un alambre no lo es. El segmento matematico es
un modelo que permite estudiar la realidad fisica, no una copia fiel de la
realidad, motivo por el cual nos resultara Gtil a la hora de estudiar pro-

blemas relacionados con cuerpos materiales (cuerdas vibrantes, cuerpos
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rigidos, etc.). Por otra parte, nos va a proporcionar el modelo del tiempo

y el espacio como un continuo.

Realmente, el movimiento es observable. Los filésofos Aristoteles y Berg-
son han distinguido entre la posibilidad ideal de fraccionar de manera
indefinida el espacio y el tiempo, y la posibilidad de hacerlo realmente. Si
lo consideramos desde este punto de vista, la paradoja de Zen6n no es tal

paradoija.

Sin embargo, ya podéis suponer que esta manera de hacer las cosas no acaba
de convencernos, ya que significaria, entre otras cosas, tener que cambiar

las matematicas, puesto que no modelarian la realidad que vemos.

Admitimos la posibilidad de fraccionar de manera indefinida el tiempo y

el espacio, lo cual nos conduce a la introduccion del concepto de serie.

Para evitar encontrarnos con dos cuerpos moviéndose, supondremos que
la tortuga estéd parada a una distancia de una unidad de Aquiles. También
supondremos que Aquiles esta situado en el centro de coordenadas y que
se mueve con una velocidad uniforme v. Observamos que Aquiles tarda ;-
para llegar a una distancia de A; = § unidades de la tortuga. Para recorrer
la mitad de la distancia que separa a Aquiles de la tortuga (3 unidades), el

tiempo es -. Y asi sucesivamente.

Si denominamos 4, el punto de partida y A4,, los puntos donde se sitGia
Aquiles sucesivamente, la distancia que ha recorrido Aquiles cuando se
encuentraen A, es1—-, y el tiempo que ha necesitado es 5-+5i-+. . .4 51—

;Cuanto vale esta suma?

No olvidemos que Aquiles se mueve a una velocidad constante (v) y, de-

1

bido a que la distancia recorrida es 1 — 5,

tenemos que el tiempo que ha

necesitado Aquiles es 7,, = 1 (1 — ). Por tanto:
L S IS WO
0 22y T 2y w 2n )

Cuando n tiende a infinito, tenemos que la distancia tiende a 1 y el tiempo
que tarda Aquiles en atrapar a la tortuga es 1. Observad que Zen6n no
tuvo en cuenta que la acumulacion indefinida de cantidades (espacios o
tiempos) puede tener como consecuencia una cantidad finita (es decir, un
numero). Debemos a Eudoxo y Arquimedes la primera formulacion de la
idea de que cantidades finitas se alcanzan por acumulacion de cantidades
infinitas. Sin embargo, hasta la llegada de Euler no se llevara a cabo su

formulacion completa.
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3.1. Concepto de serie

Sea {a,} una sucesion de ntmeros reales. Consideramos la sucesion aso-

ciada {5, } de sus sumas parciales:
Sp=a1+as+ -+ an.

Se conoce como serie la pareja formada por las dos sucesiones {a,,} y {5y },

que representaremos mediante el simbolo:

[e%S)
E Q.
n=1

Una serie es convergente si converge la sucesion de sus sumas par-
ciales, y denominamos suma de la serie el limite de la sucesion de

sus sumas parciales, que representamos mediante el simbolo:

o
g Q.
n=1

Si una serie no es convergente, se denomina divergente.

Observad que una serie es un tipo muy particular de sucesion.

3.2. Series geométricas

Al empezar el apartado ya estuvimos viendo esta serie que se conoce por
serie geométrica de razén ken > k™. Sila n empieza a partir de 0, se trata

delaseriel +k+k2+ -+ k" +---

Partimos de la sucesion de las sumas parciales hasta el término n; en tal
caso:

Sp=1+k+k+- - +k"

La ventaja de hacer sumas parciales es que podemos multiplicar y sumar

de la manera tradicional. Por tanto:

Sp = l4+k+k+- +Ek",
kS, = k+k2+k3 4.+ k"L

Tras restar ambas expresiones, tenemos:

kS, — S, = k"t — 1.

Notacion

El simbolo > a,, denota

oo

E an, donde ng es un
n=ng
ndmero natural.
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Por tanto:
Ertlt —1

Sn:
k—1

Puesto que la serie es el limite de las sumas parciales, nos encontramos con

oo
o ; 1
que esta serie converge si |k| < 1y su limite es E k' = 1 %
i=0

e DPara|k| > 1, el limite de la sucesion de sumas parciales tiende a infinito.

e DPara el caso k = 1 tenemos que:
Sp=1+1+1+---+1=n+1.

Por tanto, la sucesion de sumas parciales tiende a infinito.

e Para k = —1 nos encontramos con que:
Sp=14+(1)+1+(-1)+---+(=D1".

Entonces, si n = 2k, tenemos que S, = 1; si n = 2k + 1, obtenemos que
Sar+1 = 0. Por tanto, la sucesion de las sumas parciales es oscilante: en
algunas ocasiones es 0 y en otras es 1. En este caso, dado que la sucesion

no converge, la serie es divergente.

Convergencia de la serie geométrica segtin los valores de k:

o0

Z ki es convergente si k| <1

P divergente  si|k|>1

Ademas, si k| < 1 su suma es

1-k°

Ejemplo 3.1.

(oo}
Calculemos Z k™ con |k| < 1.

n=m

Escribimos primero la suma parcial hasta el término n con m < n; entonces:
Sp =k + E"H 4 B2

De esta forma:

Sn = K™+ ETT 4R kT
kSp = kMLt pmdd g gt
Restando ambas expresiones, tenemos:
kS, — Sy = kT — k™,
que permite escribir:

kn+17k‘m
Sp=—
" kE—1
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Si pasamos al limite cuando n tiende a infinito, tenemos:

i=m

Este ejemplo nos permitira ilustrar el siguiente teorema:

La insercion o la supresion de un namero finito de términos en
una serie convergente no influye en su convergencia, pero si en su

suma.

Si se afiade o se suprime un namero finito de términos en una serie

divergente, ésta contintia siendo divergente.

Observamos que hemos conseguido llegar al estudio completo de la serie
geométrica: tenemos la capacidad de determinar su convergencia y, en

caso de que sea convergente, también podemos calcular su suma.

La serie geomeétrica es convergente. En este caso, si |k| < 1:

o0

T k™
Zk =

i=m

A la hora de estudiar una serie, nos planteamos dos preguntas fundamen-
tales:
a) ;Cuando es convergente una serie?

b) Si la serie es convergente, ;jcual es el valor de su suma?

3.2.1. La sucesion «, debe tender a cero

Si una serie es convergente, entonces la sucesion {a,} debe tender a O.
Si {a,} tendiese a una constante K, entonces la sucesion de las sumas
parciales, para n grande, se comportaria como nK. Esta sucesiéon no se

encuentra acotada, de manera que la serie es divergente.

Si > a, es convergente, entonces lim a, = 0.

n—oo
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El hecho de que lim a, =0 no implica que ) a,, sea convergente. 0

n—oo

Esto significa que la condicion lim a, = 0 es necesaria pero no suficiente.
n—oo

Como veremos en el siguiente apartado, existen series cuyo término gene-

ral tiende a 0 pero la serie diverge.

Este criterio resulta inatil si lo que queremos saber es si una serie es diver-

gente: s6lo hay que ver que lim a, # 0.
n—oo

Ejemplo 3.2.

Vamos a estudiar si existe alguna posibilidad de que la serie # sea convergente.

. 1
Ya que lim — = 0, entonces puede ser convergente O no.

Ejemplo 3.3.

Ahora estudiaremos si hay posibilidades de que la serie Z n sea convergente.

Puesto que lim n = oo, podemos asegurar que es divergente.
n—oo

Ejercicio 3.1.

Determinad de entre estas series cudles pueden ser convergentes:

a)y b b) > L. )Y np.

Nota: Podéis usar que lim a, =0< lim |an| =0

n—oo n—oo
3.3. La serie armonica generalizada

Si una serie converge, entonces los nimeros a,, deben tender 0, cuando n
es grande. Podemos encontrar ejemplos de sucesiones {a, } en los que la

serie no converge, aunque:

lim a, = 0.
n—oo

Consideramos ahora la misma paradoja que la de Zenon, suponiendo que
la velocidad decrece gradualmente, de manera que Aquiles necesita 7" mi-

: 1 T : i 1 3 T 3 : 3
nutos para ir de 1 a 3, 5 minutos para ir de 5 a 3, 3 minutos para ir de 3

7 T : : 1 1
a gy, en general, -~ minutos para ir de 5= a ;.

La serie infinita que vemos a continuacion representa el tiempo total que

necesita para la carrera:

T T
T4+ 4+ 4 ...
—|—2+3+ +

S
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En este caso, la experiencia fisica no sugiere ninguna “suma” obvia o na-

tural para asignar a esta serie, de ahi que sumemos de manera matematica.

Podemos ver como se comporta la serie:

1+1+1+ +1—|—
2 3 n

sumando sus términos con la ayuda de un ordenador. Entonces observa-
remos que a partir de un término determinado, la suma acumulada deja de
crecer. Y esto sucede porque, a partir de un momento dado, los términos
que se acumulan son tan pequefios en comparaciéon con la suma ya acu-
mulada, que el namero de digitos que muestra el ordenador no refleja el
incremento que se produce en la suma. Este hecho puede inducirnos a
pensar que la llamada serie armonica es convergente; sin embargo, no es

asi.

Para comprobar que una sucesion (en este caso, la de las sumas parciales)
no converge, s6lo hay que ver que alguna de las subsucesiones no conver-
ge. Consideramos la sucesion indicada por las sucesivas potencias de 2,
kn, =2" con n = 1,2... El razonamiento que seguiremos se lo debemos al

matematico francés Nicolas de Oresme (s. XIV):

1 1 1 1
Sk, = 1+2+3 4 +——
= 1++<1+ > +( ‘+1>>
2 3 on=1 41 on
. 1+1+(1+ ) +(1+ ):
2 4 on on
— 1_|_1+1 _|_1 E
2 2 2 Ty

Es evidente que Sk, se hace tan grande como queramosy que, por lo tanto,

> 1 es divergente.

La generalizacion de la serie armonica es:

1

npbP

y se denomina serie armoénica generalizada.

Convergencia de la serie armonica generalizada en funcion de los

valores de p:

Z 1 os convergente Ssip > 1
np divergente sip<1
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3.4. Propiedades generales de las series
Las propiedades de mayor relevancia que verifican las series son éstas:

1) Siafiadimos o suprimimos un ntmero finito de términos que sumen A4,
la serie nueva tiene el mismo caracter que la primera. Si la primera serie es
convergente y su suma es S, entonces la suma de la segunda serie es S+ A,

que modifica la suma pero no el caracter de la serie.

2) El caracter de una serie no cambia si multiplicamos por un ntimero

k # 0. En este caso: i ka, =k i ap

n=1 n=1
o0 oo
3) Si Z an 'y Z b, son series convergentes con limites S; y S, entonces
n=1 n=1

D (an+bn) = 81 + 5.

n=1
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4. Series de términos positivos

4.1. Definicion

Una serie es de términos positivos si el término general es siempre positi-
vo, es decir, a,, > 0 para todo valor de n. Los criterios que se siguen hacen

referencia a las series de términos positivos.

4.2. Criterios de comparacion

A continuacién vamos a explicitar un par de criterios que, de hecho, ya

hemos utilizado.

Comparacion por diferencia
Dadas dos series Y a, v >_ b, tales que a,, < b, Vn si n > ny:
a) Si Y a, diverge, entonces > b,, diverge.

b) Si b, converge, entonces > a,, converge.

Ejemplo 4.1.

1
Demostremos que ) | 5 €s convergente.

_1

Puesto que o ;)

< 5=y > 5 es convergente, entonces y es convergente.

_1
271

Ejemplo 4.2.
1 .
Demostremos que Z Ta1 e divergente.

Debido a que

1 1 1 ; 1 .
w1 Y > = es divergente, entonces > —=—7 ©s divergente.
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Comparacion por paso al limite por division
Si tenemos dos series > a, ¥ > by:

Lo a
a) Si lim b—" < o0y Y. b, converge, entonces > a, converge.
n—o0 n

b) Si lim Z—” # 0y > b, diverge, entonces » a,, diverge.

Ejemplo 4.3.
1
Demostremos que y | 57— es convergente.

Observamos que:

Alser Y~ oL convergente, entonces » | 21— es convergente.

A la hora de estudiar el caracter de una serie es conveniente simplificar su

término general.

Ejemplo 4.4.
1 n
000 (+(4))
Probamos que Z o es convergente.
n=1

1\" \"
Cuando n — oo, podemos ver que (1 + f) —eyquel+ (—5> — 1. Por tanto, el
n

término dominante es 27,

L

5w tenemos:

Si comparamos el término general de la serie con

1 1 n 1 1 n
(+5)" (1+ 3
1 n 1 n
lim 2n — lim (1 + 7> (1 + <77) ) —e.
n— oo 1 n—0o0 n 2

Puesto que % es convergente y el limite del cociente es finito:

es convergente.

4.2.1. Criterio de Pringsheim

A estas alturas ya hemos estudiado dos series de terminos positivos: la serie

geométrica y la serie armoénica generalizada.
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Supongamos que ahora queremos estudiar la convergencia de una serie
de término general a,. Aplicamos el criterio de comparacién por paso al

limite con la serie armoénica generalizada.

Recordemos que la serie armoénica generalizada verifica:

Z 1 o convergente sip>1
np divergente sip <1

. 1 L .
Sib, = — lo Gnico que tenemos que hacer es calcular el lim n”a,. Me-
n n—o00

diante el criterio de comparacion de la division tenemos:

1
1) Si lim nfa, < coy . — converge, entonces > a, converge. (Donde
n—oo n

1 p .
> — converge sOlosip>1.)
n

2) Si lim nPa, #0y > b, diverge, entonces »_ a,, también diverge. (Don-

de > % diverge sip < 1.)

Criterio de Pringsheim
a) Si lim n’a, < coyp > 1, entonces ) a, converge.
n—oo

b) Si lim nPa, #0y p < 1, entonces > a,, diverge.

Observaciones

1) Resulta especialmente atil cuando tenemos expresiones del tipo n®.
Por este motivo serd conveniente aplicar infinitésimos que transformen

las funciones en expresiones polinomiales.

2) El namero p se elige, en general, como la diferencia de grados entre el

denominador y el numerador.

Ejemplo 4.5.

n -+ 2

Estudiemos el caracter (la convergencia o la divergencia) de Z B3 snn
n - sSImn

La funcidén seno estd acotada cuando n — co. Puesto que el numerador es de grado 1y
el denominador grado 3, entoncesp =3 — 1 = 2.

Comprobémoslo:

2 1+ 2
lim n2— "2 gim n_ 1
n—oo n3+3-sinn  n—oo 1+ 3snn
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L. _ n+ 2
Puesto que el limite es finito y p = 2 > 1, entonces tenemos que Z # es
n3 + 3 -sinn
convergente.

Ejemplo 4.6.

Estudiemos el cardcter (la convergencia o la divergencia) de Z 12—2"

El criterio general es igualar las potencias del numerador y del denominador. Por este
motivo, tendriamos que escoger p = 2.

Calculemos el limite:

El limite es co y p = 2 > 1. Por lo tanto, el criterio no decide.

Si escogemos p = 1, entonces:

Inn Inn
lim nl—2 = lim —.
n—oo n n—oo M

Calculamos este limite aplicando la regla de L’'Hopital al limite de la funcién asociada:

1
. Inx L'Hopital _. =
lim —2% 2P lim £ =0.
r—oo T z—oo 1
Por lo tanto: !
nn
lim n' =1 — =0
n—oo n n—oo 1N

Debido a que el limite resulta 0y p = 1, el criterio no decide.

P 1
Pero nadie esta diciendo que las p tengan que ser enteras. Escogemos p = 1+ 5 entonces:

1+%1nn: . Inn

lim n im —— =0.

n— o0 n n—0o0 no

El limiteesOy p = 1 + 5 > 1. Ahora estamos en condiciones de aplicar el criterio de

. . R Inn
Pringsheim y, por tanto, la serie ) | —- es convergente.
n

4.2.2. Criterio que proviene de la serie geométrica

Ya hemos encontrado un criterio que utiliza la serie armoénica generaliza-
da como modelo. Sin embargo, recordemos que teniamos otra serie, la
geomeétrica, que verifica:

0o .
Zki o convergente si|k| <1
pr divergente  si |k| > 1

({Cuando podemos afirmar que una serie se comporta como la serie geo-

meétrica?

Observemos que el término general de la serie geométrica es a, = k™ y
recordamos que al desarrollar el tema de sucesiones ya habiamos estudiado
diferentes formas de determinar que una sucesion en el limite se comporta

como k".
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. . . Ap+1
Una primera manera de decirlo es: lim Uas

n—oo (O

el limite a, 41 = ka,, y que, por tanto, se comporta como si fuese a,, = k.

= k. Esto quiere decir que en

Dado que la serie geométrica es convergente si k < 1, entonces tenemos que

> ay esconvergente. Analogamente, si k& > 1, entonces ) a,, s divergente.
El caso k =1 es dudoso.

Aplicad este criterio a la serie armoénica generalizada.

Criterios del cociente y de la raiz

(o9)
Dada la serie Z an tal que a,, > 0 Vn € IN, suponemos que
n=1
a
lim —~
n—00 Un—1

= ) (cociente) o bien lim {/a, = A (raiz). Entonces:
n—oo

o0

a) Si \ < 1, la serie Z a, €s convergente.

n=1

b) Si A > 1, la serie Z a, es divergente.

n=1

c) Si A = 1, el criterio no decide.

Es conveniente aplicar el criterio del cociente cuando hay expresiones de

la forma £™ o n!.

Es conveniente aplicar el criterio de la raiz en caso de que haya expresiones

de la forma n".

A veces es conveniente sustituir n! por e”" n" v/27rn (férmula de Stirling).

Ejemplo 4.7.

o0
Determinemos para qué valores de p > 0 la serie g np™ converge.

n=1

Si queremos aplicar el criterio del cociente, antes tenemos que calcular el limite:

an41 n+1 o

1 n+1
lim lim % =p lim

n—oo Aan n—oo np” n—oo

p.

Por tanto, la serie es convergente si 0 < p < 1y es divergente sip > 1. Parap = 1, el
oo

criterio no decide. Sin embargo, para p = 1, la serie es E n. Puesto que el término
n=1

general no tiende a 0 ( lim n = oo), tendremos que para p = 1 es divergente.

n—oo

La serie converge si 0 < p < 1y diverge sip > 1.
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4.2.3. Criterio de la integral

Consideremos una funcion y = f(z) decreciente Vx > ng; entonces, como

podemos ver en el grafico del margen: y=10
n n !
D fk) < [ f(x)da.
k=2 1 l
of =
Por lo tanto:
s "o Suma por defecto
S Fm < fa)de 2
k=2 1
Analogamente: B yero
n n—1
[ rae< Y s |
k=1 0.5
Puesto que la integral y las series estan encajonadas, se puede afirmar que  °|" 7 2z 3 4 5 s
la serie y la integral tienen el mismo caracter. Suma por exceso

Criterio de la integral

Sea y = f(x) una funcioén tal que f(z) > 0y decreciente para = > ny.

o0
Entonces,z f(k)y [° f(z) tienen el mismo caracter.

k=1
Ejemplo 4.8.
1
Vamos a determinar el caracter de la serie Z .
n-lnn

n=2

PR . . 1 .
El término general de la serie se establece a partir de f(n) = o por lo que tiene
n-nn

sentido definir la funcién real f(z) = prm Observad que solo nos interesa lo que pasa
Trinx
en el infinito, motivo por el cual el extremo inferior es siempre arbitrario.

o !
= lim = lim Inlnz|; = lim Inlnc—1Inlna = oo
. Tz  coco [ xzlnz e—oo c—o0

')

Dado que la integral es divergente, tenemos que la serie E también es divergen-

n-lnn
n=2
te.

Ejercicios

4.1. Estudiad la convergencia o la divergencia de las siguientes series:

= n = n—+1 = 1 = | sinn|
_ b . _ d .
2) Z (4n — 1)(4n — 3) ) — 2n © Z Vnt+1—+/n ) Z n?
n=1 Téo—l no_ol n=1

> 1 _n2 12 > n
0N 3 o by

n=1 n=1 n=1
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e}

(e o)
. 2" +1 B n"
1)23"+1' ])Zﬁ'
n=1

n=1

4.2. Determinad para qué valores de = > 0 las series que tenemos a continuaciéon son

convergentes:
o0
T
n
a) E na™. b) E e
n=1

4.2.4. Estimacion del error

Uno de los problemas con que nos encontramos a la hora de estudiar series
es que tenemos la capacidad de determinar si convergen, pero en caso de

que converjan es bastante dificil determinar con exactitud cudl es su suma.

En la préctica, s0lo nos interesa determinar la suma con una cierta preci-

sion y, para hacerlo, sumamos un namero finito de términos. Es decir,

[e's) k
queremos calcular Z ay y, en lugar de esto, calculamos Z a,; entonces,
n=1 n=1

el error que cometemos es:

00 k 00
Err, = E Ay — E a, = E -
n=1 n=1

n=k+1

Pero si escribimos a,, = f(n) y f(x) es una funcion positiva mondtona

decreciente, se tiene que:

> an < / f(x)da, e
k

n=k+1

ya que el valor de la integral es el drea delimitada por la curva y el eje X,

y la suma de la serie es la suma de las areas de los rectangulos. PR

Cuando a,, = f(n) y f(z) es monotona decreciente, entonces:

oo k e} oo
Erry, = Z ap, — Z an = Z an < / f(z)dz.
n=1 n=1 k

n=k+1

Ejemplo 4.9.

oo
. . 1
Consideremos la serie E =
n
n=1

1) Demostraremos que es convergente.

2) Aproximaremos el valor de la suma de la serie utilizando los cinco primeros términos
y aportaremos una estimacion del error.

n+2
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3) Si queremos calcular la serie con un error menor que 10~8, ;cudntos términos ten-
driamos que sumar?

1) La serie es convergente porque es la serie armoénica con p = 2.

2) Lasuma de los cinco primeros términos es:

1 1 1 1 1 5269
Ss =gt 2209 46361111,
sTi T e TR T e T2 T 360

Para calcular el error aplicamos que:

Rl e}
1 1
Errs = E 3 < / ﬁd:r.
n=6 5

Solo tenemos que calcular la integral:

oo c
1 1 1|¢ 1 1 1
—dz = lim —dr= lim ——| = lim —— + - = - =0,2.
5 z2 e—oo [ x2 c—soo Tls c—oo ¢ 5 5
1
por lo tanto, E 3 =15+0,2.
n=1

3) Sinos piden la cantidad de términos que tenemos que sumar para que el error sea
menor que 0.5 - 10~8, tendremos que calcular en qué momento la cota del error es
menor que esta cantidad. Por lo tanto:

oo c
1 1 1€ 1 1 1
Err, < —de = lim —2dx = lim ——| = lim — — - = —.
n c—oo | c—oo  Tlp ec—oom €M

Si queremos que Err, < 1078, entonces £ < 1078, de donde tenemos que n > 108.

En los ejemplos que hemos visto hasta ahora se ha supuesto que la funcién
f(z) era decreciente para xz > 1. Se podria hacer exactamente lo mismo en
caso de que f(x) fuese decreciente cuando = > a. En tal caso, se deberia

imponer que n > a.

Ejemplo 4.10.

oo
Nos proponemos demostrar que la serie E ne” " es convergente y determinar el nimero

n=1
de términos que hay que sumar si queremos calcular la serie con un error menor que 0,1.

Partimos de f(z) = xze~* y observamos que f/(z) = —(z — 1)e~7; llegaremos a la con-
clusion, entonces, de que la serie es decreciente si z > 1. En este caso:

St o
E ne " < / ze Pdz.
n=2 1

Calculamos la integral por partes:

c
=2¢ 1

c
lim / ze ¥dr= lm —(z+1)e””
i 1

c— 400 c— 400

Si queremos determinar el niimero de términos que necesitamos para calcular la integral
con un error menor que 0,1, tenemos que utilizar la cota de la integral. Sin embargo, para
que podamos aplicarla necesitamos que ésta sea decreciente; por tanto, s6lo podremos
acotar la cola para n > 1.

Calculamos cuando:
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Aplicamos la cota del error: 3.5e+06
3e+06

2.5e+06

0 oo
Z ie”t < / ze Pdx = (n+1)e” ™. 20406
n

. 1.5e+06
1=n-+1
Te+06

Como se ve, sOlo es necesario que determinemos para qué valor de n tenemos que 500000
0

(n+1)e ™ <0,1. 20 40 , 60 80 100
Gréfico de los términos de la
Si ahora damos valores a la n vemos que para n = 3(3 + 1)e™2 = 4e~3 = 0,19915 y para sucesion (n + 1)e™ ™

n=4(4+ 1)e % =5e7% = 0,091578 < 0,1. Por lo tanto, n > 4.

Ejercicio 4.3.
Para las siguientes series, calculad:
1) La suma de los cuatro primeros términos.

2) El error que cometemos al aproximar la serie por la suma de los cuatro primeros
términos.

3) Cuantos términos tenemos que sumar si queremos un error menor que 0,01.

1 =1 1
a)zﬁ b)ZnQ—i-l' C)Zn2+n.
n=1 n=1 n=1

El criterio de la integral nos ha permitido calcular las sumas y acotar los
errores a partir de una integral impropia. Sin embargo, se podria hacer lo
mismo si, en lugar de acotar por una integral, lo hacemos por una serie

que sabemos sumar.

n

Suponemos que a; < b; Yy > ng. Sea S, = Z a;; entonces:

i=0
oo n oo oo
Err, = E a; — E a; = E a; < E b;.
i=0 i=0 i=n+1 i=n+1

El problema de utilizar este criterio viene dado por la dificultad de encon-

trar b;.

Ejemplo 4.11.

Calculamos el valor de la serie Z il

n=1

g con un error menor que 0,01.

Para calcular el valor aproximado de la serie, sumaremos los n primeros términos; por
este motivo tenemos que calcular a partir de qué valor n, Err,, < 0,01.

1 1 .
Observamos que 1 + 2™ > 2"y, por lo tanto, Trom < —. Asi pues:

+2 2n’
=~ 1 1 ! 1
_ S on+1 _
Errn= Y o < Y p=T =
i=n+1 i=n+1 2

En caso de que queramos que Err, < 0,01, impondremos que 2% < 0,01. Por tanto,
n > log, 100 = 11100 — 6,643856189. Esto significa que n > 7.

! 1
Por lo tanto: S~y = 0,7567075575 ~ 0,76.

2n 41
n=1
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Ejercicio 4.4.

Calculad el valor de la serie Z

n=1

"
(n+1)27

con un error menor que 0,01.
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5. Series alternadas

5.1. Concepto de serie alternada

Hasta el momento hemos estudiado series de términos positivos. Cuando
las series tienen términos positivos y negativos, su estudio resulta mucho
mas complicado. En esta parte del modulo sélo vamos a estudiar con
detalle un tipo de series que tienen términos positivos y negativos, es decir,

las series alternadas.

Una serie es alternada, si es de la forma:

Z(—l)"an con a, > 0 Vn.

Una forma de simplificar su estudio es definir un nuevo concepto: el de

serie absolutamente convergente. Observacién

Si una serie > an es
absolutamente convergente
. . entonces »  a,, también es
Una serie »  a,, es absolutamente convergente si > |a,| es conver- convergente.

gente.

Observad que Y |a,| es de términos positivos. Su convergencia se estudia

mediante los criterios del apartado anterior.

Ejemplo 5.1.

(="

n!

oo
Queremos demostrar que la serie E es convergente.

n=1

Para verlo, estudiamos su convergencia absoluta. S6lo tendremos que demostrar, en este
oo

. 1
caso, que la serie g — es convergente.
n:

n=1
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Por este motivo, aplicamos el criterio del cociente, asi:

a L 1

. n . 1 .

A= lim = lim 45— = lim — =0.
n—oo Unp—1 n—oo — n—oo M

1 . .
Puesto que X < 1, entonces Z — es convergente; asi, la serie es absolutamente conver-
.

oo

—1)" 3

gente y, por lo tanto, E ( ') también es convergente.
n

n=1

A continuacion presentamos la herramienta que nos permitira estudiar las

series alternadas:

Teorema de Leibniz

Si tenemos una sucesion a,, monétona decreciente de términos po-

oo

sitivos, entonces: la serie Z(—l)"an es convergente si, y solo si,
n=1

lim a, = 0.

n—oo

Ejemplo 5.2.

(1"

Estudiamos la convergencia de la serie E
n

n=1
oo

. 1 .
Observamos que esta serie no es absolutamente convergente, porque E — es divergente.
n

n=1
Intentamos aplicar el criterio de Leibniz.
Observamos que el término general de la serie es a,, = % Definimos f(z) = %; es una
funcién decreciente porque f/(z) = —z% < 0. Y, puesto que lim o= 0, entonces es
n—oo
convergente.
Ejercicios

5.1. Determinad cudles de las siguientes series convergen y cuales no:

o0 o0
sinn (—=1)™ + cos 3n
9D LD
n=1 n=1
S~ ()" (D"
C . d —
) Z n?2 ) Z In(n + 2)
n=1 n=1
5.2. Decid cudles de las siguientes series son convergentes y cudles son absolutamente

convergentes:

oo

D D Y D S

n=1 n=1 n=1

La gran ventaja que nos aportan las series alternadas es que podemos cal-

cular con mucha facilidad la suma aproximada de la serie.
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Criterio de Abel

o0
Si la serie Za” es alternada, |a,| es decreciente y lim a, = 0. Si
n—oo
n=1
o0
S = Z an, entonces:

n=1

k
Erry = Zan — S| < |agt1]-
n=1

O, dicho de otra manera, si s6lo sumamos los & primeros términos, en-
tonces el valor hacia donde tiende la serie dista de esta suma el valor del

primer término que negligimos.

Ejemplo 5.3.

—1)™
Calculamos Z Q con un error menor que 0,001.
n
1 . 1 -1 .
Observamos que [an| = f(n) = —. Si f(z) = 3, f'(z) = — y, en consecuencia, es
decreciente para x > 0. Puesto que lim f(n) = 0, por el teorema de Abel tenemos que
n—oo

la serie converge.

Si aproximamos la serie por la suma de los primeros n términos, entonces Err,, <

n+1 ’
1
Siqueremos que Err, < 0,001, en tal cason+1 > 0001 de donde tenemos que n. > 999.
(D" X~ (D"
Por lo tanto, E =~ § — = —0,6936474306.
n n
n=1 n=1

Ejemplo 5.4.

. . -n" . .
Consideremos la serie g # ;Para qué valores de p converge la serie?
n.

n=1

. —1)"p" . . - e
Dado que lim # = 0, si queremos aplicar el criterio de Leibniz, tenemos que
n—oo n.

7
ver que a, = p—‘ es decreciente. Debido a que en esta serie aparecen expresiones n!, no
podemos aplicar el test de la derivada. Dado que aparecen expresiones n!, para ver que

. Gn41
an+1 < an sOlo tendremos que comprobar que 2t < 1. Pero:
n

pn+1
An+1 _ nt1l P
an pzii n+1

n!

a
En caso de que n > p, entonces It < y, por lo tanto, la serie alternada es convergente
n

para todo p.
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Ejercicio 5.3.

Considerad las series que tenéis a continuacién:

a) Z(—l)"% b) Z(—l)”ln%
n=1 n=1

1) Demostrad que las series son convergentes.

2) Calculad S; y determinad el error que cometemos al aproximar el valor de la serie
con Sy.

3) Determinad el niimero de términos que necesitamos si queremos calcular la serie con
un error menor que 0,001.
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6. Series de potencias

En una computadora somos capaces de definir sumas y productos, de ahi
que los polinomios estén definidos y se puedan calcular. Sin embargo,
supongamos que queremos calcular ¢* o sinz. En general, el problema
con el que nos encontramos es como podemos aproximar una funcion,
f(z), para un polinomio, 7, (z); ya hemos visto antes la solucién a este

problema, y ésta consiste en desarrollar un polinomio de Taylor.

L@ =3

7!
i=0

Si en lugar de sumar n términos hacemos que n tienda a oo, tendremos una

serie de la forma:

oo

T(x) = /(a)

=0

(z—a)
il

Ante todo esto, es probable que nos preguntemos si f(z) = T'(x) o, dicho
de otro modo, si el valor de la funcién y de la serie coinciden para cual-
quier valor de z. Intentaremos responder a esta pregunta a lo largo de este
modulo; aunque estamos en condiciones de adelantar que la respuesta, en

general, es no.

Ejemplo 6.1.

a
Nos disponemos a determinar la serie de Taylor de la funcién e 22 para a = 0.

a1 2 _ 1
Observamos que f(0) = lim e =2 = 0. Calculamos f/(x) = —e «?;entonces:
x—0 x

1 3 1
1 A _ 3 1 SeyA L
. _ 1 . 3 L’'Hopital . P . L’Hopital
lim —e€ z2 = 2 lim % = 2lim —%— =3lim % =
x—0 T x—0 ezZ x—0 —2%61'72 x—0 ezZ
L’Hopital -4 3 x
Opita . 22 _ . -
S i T T g
—I—sem ex

En general, se puede deducir (jaunque no es necesario que lo hagais!) que f™ (0) = 0Vn

y, por tanto, T'(z) = 0, que no es igual a f(z) = e =2.
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6.1. Concepto de serie de potencias

Una serie de potencias es una generalizacion de un polinomio de Taylor.

Una serie de la forma ) a,,(z — a)™ se denomina serie de potencias.

(o9}
Observemos que Z z" es una serie de potencias donde a =0y a,, = 1 para

n=1

todo n. No olvidéis que esta serie es la geométrica y su suma es T si

—x
|z < 1.

Dada una serie de potencias, nos preguntamos para qué valores de z la serie
converge. No obstante, tenemos un problema: la serie que obtenemos no
tiene por qué ser alternada ni de términos positivos, motivo por el cual

estudiaremos su convergencia absoluta.

oo
La serie que estamos considerando es Z |an|lz — a|™ v, al ser de términos
n=1
positivos, podemos aplicar el criterio del cociente y asegurar convergencia
.. |a
si lim | ’ |z —al < 1.
n—oo an
. a . .
El lim " | se conoce como radio de convergencia y se denota
n—oo an+1
por R.

Siz e (a — R,a+ R), entonces la serie es absolutamente convergente.

A continuacion aparecera enunciado el resultado mas importante que re-

suelve el problema de la convergencia de una serie de potencias.

Siz € (a— R,a+ R), entonces T'(z) = f(x).

Ejercicios

6.1. Calculad el radio de convergencia de las series que tenéis a continuacion:

o0 n o0 n o0
T z"
a) E —. b) E —. c) E nz".
n n!
n=1 n=1 n=1



© FUOC » P01/75005/00104 55

Sucesiones y series

6.2. Calculad para qué valores de z la serie es absolutamente convergente:

DY Y oS ey
n=1 n=1

n=1

n)
Una serie de potencias muy importante viene dada por a,, = £ nfa) . En este

f(a)
nl

oo
caso, la serie Z = (x — a)" recibe el nombre de serie de Taylor.

Ejemplo 6.2.

Calculamos la serie de Taylor de f(z) = e* cuando a = 0. Observamos que f™ (z) = e*
para todo n y, por tanto, f)(0) = 1. Asi pues, la serie de Taylor de la funcion e* es

"

n!’
n=0

6.2. Propiedades de las series de potencias

En este apartado veremos algunas propiedades de las series de potencias
que nos van a permitir determinar sumas de series que serian dificiles de

encontrar sin estas herramientas.
6.2.1. Derivacion de una serie de potencias

Consideramos la serie 3 a,(z —a)™ con radio de convergencia R > 0
y sea f(z) para z € (a — R,a+ R) la funcién hacia donde converge la

serie de potencias.

Entonces, la serie > na, (z —a)"~! con radio de convergencia R con-

verge hacia f'(z) siz € (a — R,a + R).

Ejemplo 6.3.

1 1
Calculamos la serie de potencias de la funcibon ——— a partir de f(z) = .
(1—=x)? 1—=x

Partimos de:

1 o0
f(z) = = E ™, si|z| < 1.
1—=x
n=0

Derivando los dos lados, tenemos:

DuES
171:
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Y si reordenamos los términos tenemos:

oo

1 n
[ = Z(n—i— 1)z™.

n=0

6.2.2. Integracion de una serie de potencias

Consideramos la serie a,,(xz —a)™ con radio de convergencia R > 0

y sea f(x) paraz € (a — R,a + R) la funcidén hacia donde converge la

an

serie de potencias. En tal caso, la serie (z — a)"™! con radio

n+1
de convergencia R converge hacia [ f(s)ds siz € (a — R,a + R).

Ejemplo 6.4.

1
Calculamos la serie de potencias de la funcién In(1 + z) a partir de f(z) = 1 .
— X
Partimos de:
1 oo
J@)= === a"silal <1.
n=0
Y cambiamos x por —x; entonces:
1 oo
_ .\
=D
n=0
Integrando en cada lado tenemos:
T o0
1 xn+1
ds = -1
A 1+s # Z( ) n+1
n=0
o0
gnt1
In(1 —Inl = -1
n(l4a)~In DD
n=0
oo
xn+l
In(1 = -1
n(1 +z) >0
n=0
Ejercicios
6.3. Partiendo de f(z) = ﬁ, calculad el desarrollo en serie de Taylor de f(z) = arctan z.

6.4. Calculad f 01 ¢*”dz con un error menor que 0,001, utilizando la serie de Taylor de

flx) =e®.
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7. Los numeros complejos

Muchos de los fenémenos relacionados con senales son mas faciles de

explicar mediante los nameros complejos que con los nimeros reales.

Desde el siglo XVI hasta el XVIII, uno de los problemas principales con el
que se han encontrado las matematicas ha sido el calculo de las raices de

un polinomio.

Los babilonios ya conocian la solucién de una ecuacioén de segundo grado,
expresada de la siguiente forma: 2% + ax + b = 0. Las raices del polinomio
2? 4+ az + b vienen dadas por la formula:

—a++vVa?—4-b
5 .

T12 =

Esta solucion presentaba un problema: en algunas ocasiones daba raices
sin sentido. Por ejemplo, si consideramos el polinomio z? + 2z + 2 = 0,

aplicando la féormula anterior obtenemos:

2422 4.2 24+£+/-4 —-24+2/-1
T12 = B) = 5 = 5 =—-1+v-—1.

El valor /—1 carece de sentido en R y, por tanto, estas soluciones son
imposibles. A partir de la grafica observamos que la funcién no tiene

ninguna raiz.

A pesar de todo, algunos matematicos empezaron a utilizar raices de la
forma a+by/—1, muy a menudo como divertimento, sin que esta actividad
tuviese ninguna utilidad. Para simplificar la notacién, introdujeron el
simbolo j en lugar de /-1 y lo denominaron parte imaginaria, ya que

no existia en el mundo real. Asi pues, j es tal que j2 = —1.

Seguro que os estaréis preguntando por qué continuaron trabajando con
el simbolo j. Pues bien, el tnico motivo era que, mediante este simbolo,
eran capaces de encontrar las raices de un polinomio de tercer o cuarto

grado.

F] ) i W i i

Gréfica del polinomio 22 + 2z + 2

Nota

El nGmero imaginario j se
denota en algunos libros
mediante <.
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Cardano descubri6 la solucion de los polinomios de tercer grado. Consi-

deramos un polinomio de tercer grado de la forma z3 + a2 + a1z + ao.

Para determinar sus raices, efectuamos algunos calculos:

a1 a% ai1as — 3agp ag
9= -5 = o

3 37 " 6 97’ s1,0= \/T £V +r2

Entonces, las raices x1, x2 y x3 son:

as s1+8 as V3 .
= —_ - — — :I: e - .
T1 = 81+ S 3 T23 5 3 5 (s1— $2)J

Cuando as = 0, esta formula se puede escribir de una manera mas com-
pacta.

En primer lugar hacemos: PERY

d=\37+73

dondea =a;yb=ap

Entonces, las raices z1, x5 y 3 vienen dadas por:

s by e
2 338

b
Y

Atencién, a primera vista parece que aparezcan cuatro raices, pero solo
habra tres, ya que dos de ellas siempre estan repetidas. (Recordad que un
polinomio de grado n tnicamente tiene n raices.)

Ejemplo 7.1.
Aplicamos la féormula de Cardano para el polinomio:

22 —6z+4=0.

. . P 2 3
Calculamos primero el discriminante, d = 4/ % + 55

42 (-6)?
d= 1+7(27) =Vi-8=+—4=2/-1=2-j

Las raices vendran dadas por x = £/ 73 +d— # Sustituyendo cuando tomamos
33/-L+d

los dos signos positivos:

4] 4 -6

. —2
r=4)—=+2f = {24+ 2 - .
2 J 33 *%+2j J \3/*2+2j

Todavia no podemos calcular raices ctibicas, pero observad que (1 + j) = 1434352 +53,

y puesto que j2 = —1, obtendremos que j3 = —j. Por lo tanto, (1 +j)3 =1+43j-3—7=

=-2+2jydeaqui, 1+j= /—2+2j. Laraizes:

it =

Ll T2 2 15 _ ., 20-))
X = + _—— = + _ -
T T 1—j42

Il
-
+
+
~
I
<,
|
-
+
+
=

=1+j+1—-j5=2

Podéis comprobar que = = 2 es una raiz de x® — 6x + 4 = 0.

Sucesiones y series
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Asi, hemos encontrado una raiz real mediante ntimeros que no tienen
ningn sentido real. Esta aplicacién practica nos hace que entendamos el
hecho de que algunos matematicos mantuviesen el interés por los nameros

complejos.

Ejercicio 7.1.

Calculad las raices de 22 + 42 + 5 = 0.

7.1. Los numeros complejos

A pesar de que hemos operado con los nameros complejos, todavia no los

hemos definido, y tampoco hemos especificado cuales son sus operaciones.

Un ntmero complejo es una pareja de nimeros reales (a, b) que es-

cribiremos z = a + bj.

El namero a recibe el nombre de parte real del nimero z.
El namero b se denomina parte imaginaria del ntmero z.

El conjunto de todos los nimeros complejos lo denotamos por C.

Dado un ntmero complejo, z = a + bj, definimos la funcioén parte real,
Re(z), como la parte real del niimero complejo, Re(z) = Re(a + bj) = a.
Del mismo modo, definimos la funcién parte imaginaria, /m(z), como la

parte imaginaria del namero complejo, Im(z) = Im(a + bj) = b.

Si un ntmero complejo es de la forma z = a+0- j = a, es un nimero real;
si, por otra parte, el nimero complejo es de la forma z = b - j, recibe el

nombre de niimero imaginario.

7.2. Suma y producto de nameros complejos

La suma se construye sumado por separado las partes reales y las imagina-

rias.

La suma de dos nameros complejos z; = a + bj y 22 = ¢ + dj viene

dada por:

214 22 = (a4 b)) + (c+ dj) = (a+¢) + b+ d)j.
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Dado que estamos sumando reales, nos encontramos con que la suma de
los nimeros reales complejos tiene las mismas propiedades que la suma de

los niumeros reales.

Para el producto de nimeros complejos pediremos que se satisfaga la pro-

piedad distributiva, con la condicién de que j2 = —1.

El producto de dos nimeros complejos z; = a+bj y z2 = c+dj viene

dado por:

21+ 20 = (a+b7) - (c+dj) = ac+adj +bcj +bdj> = (ac—bd) + (ad+bc)j.

Ejemplo 7.2.
Calculamos la suma y el productode z1 =1+ 25y z2 = 2 + 3j.
z14+20=00+2§)+(2+35) = (14+2)+ (2+3)j =3+ 55.

z1 20=(14+2j) - 2+437)=(1-2—-2-3)+(1-34+2-2)j = -4+ T7j.

Ejercicio 7.2.

Calculad la suma y el producto de:
a)z; =1+2jy2 =2+ 3j.

b)z1 =1—-2jyz=2—j

Q)21 =—1+43jyz=1+4j.

7.3. Conjugacion

En el caso de los nameros complejos, podemos definir una operacién adi-

cional que recibe el nombre de conjugacion.

Si tenemos el nimero complejo z = a + bj, definimos el conjugado
de z, z de esta forma:

Z=a—bj.

Ejemplo 7.3.
Efectuamos el calculo de z = 1 + 2.

S6lo tenemos que aplicar la definicién z = 1 — 2j.
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Las propiedades de la conjugacion son las siguientes:
1)z==z
2) 21 + 23 =71 + Z2.

3)71 -z =71 %2

Ejercicios

7.3. Calculad los conjugados de:
a) z = 2+ 3j.

b)z=1-2j

7.4. Calculad los resultados de las siguientes operaciones cuando z1 =1+ 7, z0 =2+ j
y 23 =14 2j:

a) z1 + 22 + 23.

b) z172 + z3.

Si un ntmero complejo z verifica:

a) z = z, entonces z es un nimero real.

b) Z = —z, entonces z = bj; z = bj - z es un namero imaginario.

Demostracion

a) Partimos de z = a + bj e imponemos que z = z; entonces, a —bj = a+ bj. Por lo tanto,
puesto que b = —b, es necesario que b = 0.

b) Partimos de z = a + bj e imponemos que Z = —z; entonces a — bj = —a — bj. Por
tanto, puesto que a = —a, es necesario que a = 0.

Ejercicio 7.5.

Utilizando las propiedades de la conjugacion, comprobad que si p(z) es un polinomio
real que tiene una raiz z, entonces z también es raiz de p(z).

Podemos dividir dos nimeros complejos mediante la conjugacion.

Ejemplo 7.4.

Calculamos la divisién % siendo 21 =142y 2z =2+ 3j.
22

Multiplicamos el numerador y el denominador por el conjugado del denominador. En-
tonces:

A _mm_ (142) (2-3) 1222 (=350 (-3 +2:2) _8+j

20 7z (2+37) - (2—37) 22 4 33 13
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Para dividir dos nameros complejos, se multiplican el numerador y

el denominador por el conjugado del denominador.

Ejercicios

7.6. Calculad:

_ Lo
a) L. b) ;ﬂ.ﬁ

7.7. Calculad el namero inverso de:

345 2j
a) =5 b) 3755

i\ 2
7.8. Encontrad la parte real e imaginaria de z = (%) de dos formas diferentes:

a) calculando primero la division y b) calculando primero el cuadrado del numerador y
del denominador.

Por altimo, podemos definir el médulo de un namero complejo:

El mo6dulo de un nimero complejo z = a + bj, que acostumbra a

escribirse |z|, es:
|2 =Vz -z = Va2 + 2.
Algunas propiedades del médulo son:
1) Re(z) < |z|.
2) Im(z) < |z|.
3) |z1 + 22| < z1| + |22
4) |21 - 22| = |21][ 2]

5) Si A € R, entonces |A\z| = |A||#].

7.4. La forma polar de un namero complejo

Hasta mediados del siglo XIX, los nimeros complejos eran una herra-
mienta matematica que se tenia que explicar. La fundamentacién de los
numeros complejos se debe, de manera independiente, a Carl Friedrich
Gauss (1777-1855) y a William Rowan Hamilton (1805-1865), quienes pro-
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pusieron la definicion actual de los nimeros complejos como una pareja
de nameros reales (a,b) que podemos escribir a + bj y que satisface ciertas

propiedades. (a,b)

] o)
Con esta expresion tenemos que cualquier punto del plano de coordenadas

se puede identificar con un namero complejo.

Entonces, el modulo es la distancia del punto (a,b) al origen de coorde-
nadas. Si interpretamos los nimeros complejos como puntos del plano
real, se pueden representar mediante la norma del vector y el angulo
respecto del eje X. Es decir, podemos escribir un namero complejo
z=ua+bj comoa =rcos¢yb=rsing. SOlo tenemos que escribir r y ¢ en

funcion de a y b.

Para calcular r, elevamos al cuadrado a = 7 cos ¢ y b = rsin ¢ y los sumamos.
Asi:

a? 4+ b? = (rcos¢)’ + (rsing)® = r? (sin® ¢ + cos® ¢) = r®.

. . . s (a,b)
Puesto que r se refiere a un radio y es un ntimero positivo, tenemos que el

radio r = va? + b2.
|z]=\/a?+b?

Para encontrar el valor de ¢ expresamos el cociente £ en funciondery ¢; (0.0

entonces:

b
a rcosd

rsing

tan ¢.

b
Por tanto, ¢ = arctan <)
a

Si a = 0, entonces la division no tiene sentido. En este caso, ¢ = 5 sib>0

y¢:—gﬁb<&

La funcidén tan z es w-periddica, mientras que las funciones sin z y cos 2 son

2m-periodicas. Por lo tanto, el resultado correcto seria ¢ = arctan (> o
a

b . .
bien ¢ = arctan | — | +x. Es decir, tenemos dos posibles angulos, pero s6lo (@b)
a

uno de ellos es correcto. Si tomamos la convencién de las calculadoras:

—g < ¢ < g, entonces cos ¢ > 0. Por tanto, si a > 0, el valor del angulo f r=Va?+b?

. b . . . .
sera ¢ = arctan (), mientras que si a < 0, el valor del angulo sera ¢ =
a

= arctan <Z> + . g
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La forma polar de un namero z = a + bj viene dada por:

Z=Tcos¢+ jrsingo

donde:

arctan — si a>0
a

b .
r=V@tRyé= arctana+7r si a<0
sia=0y b>0

(ST

sia=0y b<O0

Ejemplo 7.5.

Calculamos la forma polar de z = 1 + 2j.

En primer, lugar calculamos el radio r = v/12 + 22 = /5, y puesto que a = 1y es positiva,
2
entonces ¢ = arctan (I) =1,107148718.

La forma polar resulta indicada en especial para calcular el producto de dos

ntmeros complejos.

Calculamos el producto z; = a+bj = r1(cos g1+ +jsing) y zo =a+bj =
= ro(cos ¢y + jsings). Para hacer esto, so6lo necesitamos las formas tri-

gonométricas que vemos a continuacion: cos(¢; + ¢2) = €os ¢y cos pa—

—sin ¢y sin g y sin (41 + ¢2) = sin ¢y cos o + cos ¢y sin ¢a.

21-20 = 1r1(cosg + jsingy) - 1o (cos o + jsings) =
= 71172 (cos ¢1 + jsingy) - (cos g + jsinga) =
= 1172 (COS 1 COS o — sin @1 sin Po) + j (sin 1 cos o + cos @1 sin ¢g )=

= 7172 (cos (¢1 + P2) + jsin (1 + ¢2)) .

El producto de los nimeros complejos z; = a + bj = r1(cosd; +

Jjsing1) y z2 = a + bj = ra(cos ¢o+ +jsin ¢g) es:
z1 - 29 = r1ra(cos(P1 + P2) + jsin(p + ¢2)).

Es decir, se multiplican los médulos y se suman los argumentos.
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Ejemplo 7.6.

Calculamos el productode z1 =1+ jy 22 = —% + j@, utilizando la forma polar.

También calculamos la forma polar de z;. Elradioes r; = V12 + 12 = V2. Puesto que el
término real es positivo, entonces:

® ¢ (1) tanl = —
— arctan — — arctan = —.
! 1 4

2
Calculamos la forma polar de zo. El radio es ro = (%)2 + (73) = i + % =1.

Puesto que el término real es negativo, entonces:

V3

¢2 = arctan % + 7 = arctan (\/§) + 7=
2

Y ahora, para calcular el producto, multiplicamos los radios y sumamos los argumentos.
Por lo tanto:
z1-22 = rirz(cos (¢ + ¢2) + jsin (¢1 + ¢2)) =
ﬂ-l(cos(%—‘—%) +jsin(§+4§)) =
\/i(cos(llg—;) +jsin(119—27r)):%( 1)—1—]% (—1—\/5).

-

7.5. La forma exponencial de un namero complejo

Parece que la forma polar tiene pocas ventajas, pero es un paso intermedio
para la introduccién de la forma exponencial. El uso de esta formulacion
ha simplificado todos los problemas que tienen que ver con funciones

periodicas.

Z . z e x 7 ; 1
Ya sabéis qué es ¢*, donde x es un namero real; pues bien, ahora veremos

qué es e*, donde z es un nimero complejo.

Para resolver este problema utilizaremos los polinomios de Taylor, asi que
partimos de la funcion f(z) = e¢” con = real. La serie de Taylor de ¢” cuando

a=0es:

e i
DI
e = -

1!
1=0

Esta serie es convergente para cualquier valor de z, y para comprobarlo

solo tenemos que calcular el radio de convergencia:

™"

. . |

lim = lim —
X

n—oo :L’nJrl n—oo

(n+1)!

Por tanto, nos encontramos con que la serie es siempre convergente y que

su suma es e”.
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Es razonable definir la exponencial de un nimero complejo de la misma

manera que en el caso real:

=)

Es posible tomar su parte real y la imaginaria:

Analogamente para la parte imaginaria. Dado que ambas series son aco-
tadas, tenemos que son series no divergentes y, por lo tanto, podemos

agrupar los términos como queramos.

La funcién exponencial compleja verifica:

ef1 22 — o122

Y si utilizamos esta propiedad tenemos:
eI = eaebi

Ya sabemos calcular la exponencial de un ntimero real; en tal caso, ahora
sOlo nos quedara saber la manera de calcular la exponencial de ntimeros

imaginarios puros.

P - i(]b

i=0
_ S @07 (Gb)* | (5b)! _
= 14 (jb)+ o1 + 3] + m +--=
b2 3 b4
= 1+(jb) - o gyttt
b2 bt b6 b B b7
= cosb—&—jsmb.

A partir de este resultado se puede demostrar una de las igualdades mas
sorprendentes, aquélla que relaciona elementos tan diferentes como el
simbolo j, el nimero e y el nimero n. Esta igualdad recibe el nombre

de formula de De Moivre.

e*™ = 1, que también se puede escribir /™ 4 1 = 0.
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Comprobacion
Partiendo de la igualdad e/® = cosb + j sin b cuando b = 27; entonces:

e?™ = cos(2m) 4 jsin(2r) =14 5-0 = 1.

La forma exponencial de un namero complejo z = a + bj es:
z=rée ¢,

donde r = va? + b y ¢ es el argumento del nimero complejo.

La forma exponencial presenta una indeterminacion, ya que si z = re/#+27%J

con k entero, entonces z = rel 12051 = rei®e27ki = pei®1k = rei®, 0

Dados dos nameros complejos zj, 25, entonces z; = 25 Sir; =3y

1 = ¢ + 2km, para algn k € ZZ.

La forma exponencial resulta especialmente ventajosa para el calculo efec-

tivo de potencias de nameros complejos.

Ejemplo 7.7.

Calculamos (cos x + j sin z)™.

n
V. ue cos jsinz = el®, cosx jsinz)? = (e’ = T =
Observamos que +3j J . Por tanto, ( + 7 )" ( ]z) njz

= cosnx + jsinnx.

Ejemplo 7.8.
Calculamos 2190 sj z = 1 + 5.

Expresamos z; en la forma exponencial:

1) Calculo del radio: r = v/12 + 12 = /2.

1
2) Calculo del argumento de z. Ya que a = 1y es positiva, tenemos ¢ = arctan (7) =—.

Asi,z = v/2¢7 T,

100 100, 5 ; o . s
Entonces, 2100 = /27" "e!0097 — 250¢25j7; para simplificar el calculo utilizaremos la
férmula de De Moivre:
L1000 950,2:12jm+jn _ 950,2:12)m jn
950 (62~]7r) P -
= 29912 =2%0 (cos 7 + jsinw) =

250 (—145-0) = —250,
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Ejercicios

7.9. Caleulad (cos (75) +jsin (75)) ™.

7.10. Encontrad los niimeros complejos tales que z = i

7.11. Calculad la parte real e imaginaria de los nimeros siguientes:

5w ;

x x . x . 3w
a)edd, b) 2e47 + 3e57. C) e2137, d) etlea .

7.12. Escribid en forma exponencial:

a)\e/—;(l—j). b)3(cos%+jsin%). C)5(cos%+jsin%)-5(cos%+jsing>.
7.13. Sea z = I Calculad 22 y 24.

5

7.6. Los numeros complejos y la electricidad

En este momento es muy probable que os estéis preguntado cual es la

utilidad de los niimeros complejos en el mundo de los nameros reales.

A finales de 1893 surgi6 su primera gran aplicacion practica, de la mano de
un ingeniero de General Electric, Charles P. Steinmetz, mientras estudiaba

la corriente alterna.

Si la corriente es continua (como por ejemplo, la que proporciona una pila
o una bateria), entonces el voltaje es constante (V). Este voltaje acelera
los electrones, que crean una corriente de intensidad (/) en un medio de
resistencia (R). Como es natural, estas cantidades se tienen que relacionar
de alguna manera:

V=I-R

En el caso de las corrientes alternas, la relacién no parecia estar tan clara,

y lo podemos comprobar leyendo las propias palabras de Steinmetz:

“El voltaje empieza en cero hasta un maximo; entonces, la funcién decrece hasta cero y
el voltaje decrece hasta un minimo con el mismo valor que el maximo anterior, y vuelve
a crecer hasta cero. Y asi, vuelve a empezar.”

Por lo tanto, en todos los calculos de corriente alterna, en lugar de utilizar
un numero real, el investigador tenia que trabajar con complicadas fun-
ciones que dependian del tiempo necesario para representar la corriente
alterna. Asi, la teoria de la corriente alterna era tan complicada que el

investigador no pudo llegar demasiado lejos.

La idea de representar la corriente alterna mediante un ntmero complejo

fue la solucion del problema de la corriente alterna. Asi como la teoria de
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la corriente continua utiliza el algebra de los nameros reales, la teoria de

la corriente alterna utiliza la de los complejos.

La idea de Steinmetz se basa en el siguiente hecho: supongamos que tene-
mos un motor que genera un voltaje oscilante; en tal caso, V' se representa
en notacion exponencial compleja por su modulo, que es el maximo volta-
je que puede generar el motor. Asociamos la intensidad (/) de la corriente
alterna con un ntmero complejo; su moédulo es la maxima intensidad de
la corriente y el argumento de j describe el desfase con el voltaje que su-
fre la corriente al circular por el circuito. Por este motivo, el voltaje y la

intensidad tienen un desfase que depende del circuito.

El circuito mas sencillo esta constituido por una resistencia (que disipa
energia), una bobina (que crea un campo magnético) y un condensador
(que acumula carga eléctrica). Asi pues, podemos representar la resistencia
mediante un ntmero real R, la capacitancia por X y la impedancia de la

bobina por X;,.

Lo que se observa en un circuito es que la resistencia no produce desfase

entre el voltaje y la intensidad. Si el circuito en cuestion esta constituido

por un unico condensador, se produce un desfase de " entre el voltaje y

la intensidad; y si el circuito s6lo tiene una bobina, se produce un avance
s

de 7.

Para explicar estos fenémenos se introduce una resistencia compleja:

R=R+ (X. - Xo)I.
Entonces, la descripcion de la corriente alterna viene dada por la expresion:

V=I-R.

Finalmente, podemos decir que el maximo voltaje es el producto entre la

maxima intensidad y el namero real \/R? + (X, — X¢)2.

Esto justificara el hecho de que en un circuito donde los términos entre
las bobinas y los condensadores no se compensan sea necesario un mayor
gasto en el voltaje, si queremos conservar la misma intensidad de corriente.
Las empresas de ahorro energético utilizan este método con la intencion

de que la factura de corriente eléctrica disminuya.

1 ] ¥ L ¥ i

Circuito con una resistencia

NN

s —

a

Circuito con una bobina

\/

i e =

Circuito con un condensador




© FUOC ¢ P01/75005/00104 70 Sucesiones y series

Solucionario

1.1.
a) El término general tiene que ser tal que en los impares obtengamos 1 y en los pares —1.
Por lo tanto, z,, = (—1)*+1.

b) Observamos que =1 = 1, que 2 = 4 = 22 y que z3 = 32. Por tanto, el término general es

Tn = n2.

1 1 P P
c) Observamos que z1 = 1, que z2 = 57 que z3 = 3 Asi, el término general sera z,, = %

d) Observamos que x1 = 1 = /1, z3 = v/2, x3 = v/3, x4 = 2 = +/4 Por lo tanto, el término
general es z, = \/n.

e) Suponemos que la sucesion viene dada por z,, = @; entonces, y, = 2,4,6,8,10,12,14 ...
z

n
Por lo tanto, y, = 2 - n. De manera analoga, z, = 3,4,5,6,7,8,9..., que tiene por término

2n
generalzn:n+2yxn:n—fz.

1 1 1 1
f) Observamos que z1 = 1, que z2 = 5 quezs = - =——,que sy = — =

’ , por
6 2.3 94 2.3.47°P

P 1
lo tanto, el término general es —-
.

es acotada. Por lo tanto, la idea sera encontrar una
1

n < n -+
n+1 " n+4+1

1.2. Queremos demostrar que x,, = mn
n

expresion en funcién de n mayor que esté acotada. Entonces, z,, = = 1. Por

lo tanto, z, < 1.

1.3. Para demostrar que x,, = n2 no es acotada, tenemos que ver que para todo valor K existe
un n tal que x, > K. Puesto que x,, = n2, tendremos que calcular cuando n? > K, cosa que
sucede cuando n > [V K].

1.4. Observamos que los términos z3, = n + 1y, en consecuencia, para todo valor de K
siempre hay un valor n tal que n + 1 > K. Asi pues, z,, no es acotada.

1.5. Partimos de z; = 1y realizamos algunas iteraciones para comprobar como se comporta
1

la sucesion. zo = 5 T3 = 1 Por lo tanto, parece que la funcién esta acotada por 1.
. x 1
Suponemos que z,, < 1y demostramos que es cierto por induccion z,4+1 = ?" < 5 < 1.

Asi pues, x,, estd acotada por 1.

1.6. Se nos pide que probemos que =, < z,+1. Tenemos que ver que v/n < v/n + 1. Como
lo que tenemos son términos positivos, podemos elevar al cuadrado sin que esto produzca
una variacion en la desigualdad. Por lo tanto, n < n + 1. Esta desigualdad es cierta para
cualquier valor de n y, en consecuencia, =, = y/n es decreciente.

1.7. Calculamos los primeros términos de la 0,1, 0, %, 0, % y observamos que z2n,+1 = 0y

Ton = % Por lo tanto, la sucesién no es creciente ni decreciente.

1.8. Queremos demostrar que =, < z,+1. Si sustituimos por el término general, tenemos:

Nt (D4t < (Al (1) +1) 4 t2(nt1)
n <, 2n+1)+2(n+1)
n ; 2n +1+2n + 2
0 é 3n+3

Por tanto, z,, es creciente.

1.9. Observamos que si z < 0, entonces x,, cambia de signo en funcién de si n es par o impar.
Esto quiere decir que la sucesién no es mondtona.

Para z = 0, la sucesion es constante 0.
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Estudiamos ahora si la sucesion es creciente para = > 0:

?
Tn+1 > Tn,
xn+1 ; "
?
T > 1

Dividimos por 2™ y la desigualdad no cambia de signo, ya que = > 0.

Por lo tanto, la sucesién es monoétona creciente si > 1, es monoétona decreciente siz < 1y
para z = 1 es monotona porque es constante e igual a 1.

1.10.
a) Podemos ver que el término general viene dado por z,, = h(n) = 1/n; asi pues, la funcién
seria h(z) = /z, que tiene sentido en los nameros reales si > 0. Si calculamos la derivada

tenemos b/ (z) = F, siempre positiva y, en consecuencia, x, es creciente.
x

b) No podemos aplicar el criterio porque en la expresion aparece (—1)™.
¢) No podemos aplicar el criterio porque tenemos una suma que varia término a término, ya
que depende de n.

1.11. Vamos a empezar por la parte més sencilla: no es mondtona, y para demostrarlo,
calculamos los primeros términos de la sucesion 0, 3, %, g, %, % .... Parece que los términos
pares son mayores que 1y los impares, menores que 1. Si esta premisa fuese cierta, la sucesiéon

no seria monotona.

_1)2n . .
Calculamos z2,, = 23:_7:11)12)"“ = 2ol — 14+ 2 Esto quiere decir que 2, > 1.
2n414(—1)2"+1 2n 2

Calculamos z2n+1 = Esto significa que zap4+1 < 1.

201+ (- 02T T 2ng2 T -7

Vemos que la sucesion esta acotada. Los términos pares siguen la férmula z2, = 1 + ﬁ

Puesto que n > 1, entonces 2n —1 > 1y, en consecuencia,% <2V z2, < 3;los términos

2
impares, la formula z9, 41 =1 — ﬁ < 1. Asi pues, la sucesion esté acotada por 3.

1.12. En primer lugar damos unos cuantos valores a la n: =, = 2,2, %, % .... Parece que la
sucesion es decreciente, y al ser de términos positivos, la cota inferior es 0. La cota superior
es 2, yaque x, > xnt1 Y, pot lo tanto, zg > x, para todo n, como ahora comprobaremos.

Para ver que es decreciente, tenemos que demostrar que z,+1 < z,. Sustituyendo por la
definicion de z,, tenemos:

2n+1 ? on
(n+1)! = nl
2 ?
< 1
n+1 =
?
2 < n+1
?
1 < n

Puesto que la Gltima desigualdad es cierta, tenemos que la sucesién es decreciente.

2.1. Partimos de:

TP S G
x = - =4+ -4 .
" 2 4 2n
2 2ol yol "
T = — 2 — . .
" 2 T4 2n
_ 1 (="
2xn, = 2—1+§+~~~+2n71.
Sumamos la primera expresion con la tercera:
_ (="
3, = 2+ on
—_1)"
2+ )]
€T = 2"
" 3

="
2n

Observamos que tiende a 0 cuando n tiende a oo, asi que parece que z,, tiende a %
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2.2. Podemos ver que, en cada paso, los triangulos se vuelven mas finos. Por lo tanto, el
area tiene que tender a cero. Sin embargo, si lo queremos hacer de una manera mas formal,
calculamos primero el area del triangulo.

El 4rea del tridngulo isosceles de lado 1 y de dangulo a viene dada por:

b-h 2sing-cosg  sina

A= —
2 2 2 .

2%, Ty = %sin (21")
La funcién seno tiende a 0 cuando z tiende a O y, por lo tanto, tenemos que z,, tiende a 0.
Si queremos ver hacia déonde tiende la sucesion z1, 2z2, 4z3 ..., representamos de manera
graficalos casosn =1, n=2yn =4:

Puesto que z,, es el area de un tridngulo is6sceles de lado 1 y angulo

Por lo tanto, la sucesiéon parece comportarse de la misma manera que la sucesion de Ar-
quimedes, pero en este caso parece tender al drea de un cuarto de circulo. Asi, 2"z, parece
que tiende a 7.

("

2.3. Consideramos la sucesion z,, = 5
n

a) Si queremos que |z, | < 0,1, so6lo tenemos que sustituir z,, por su valor, con lo cual tenemos
1
que — < 0,1, de donde se deduce que n > +/10 = 3,16... Por lo tanto, n > 4.
n

b) Si queremos que |z, | < 0,1, s6lo hay que sustituir z,, por su valor. En este caso tenemos
1

que — < 0,01, de donde se deduce que n > /100 = 10. De este modo, n > 11.
n

¢) En general, si queremos que |z,,| < € es necesario que - < ¢, de donde se deduce que

w2
n> /1 =316 Asi, N> [\/I] +1

2.4. Un ejemplo de sucesion {z,} que sea divergente y tal que {|z,|} sea convergente, es la
sucesion de término general z,, = (—1)".

2.5.
1) Estudiamos si la sucesion {z,} es monotona creciente o decreciente. Si definimos zn,

1

entonces h(y) = xv, que tiene sentido y es derivable. Si calculamos la derivada, tenemos
1

h(y) =xv In x;—zl Vemos que h/(y) > 0 si —in(z) > 0y esto es cierto si z < 1.

Esto significa que la sucesién es creciente si z < 1y decreciente si « > 1.

=l §1

a=il
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2) Estudiamos si la sucesion {z, } es acotada.

a) Siz < 1, tenemos que ver que la sucesion estd acotada superiormente. Observamos que
siz < 1, entonces ¥/z < 1y, de este modo, z,, < 1.

b) Siz > 1, tenemos que ver que la sucesién estd acotada inferiormente. Observamos que
siz > 1, entonces ¥/z > 1y, en consecuencia, x,, > 1.

3) Estudiamos ahora la existencia del limite de {zy, }.
a) Para z < 1, la sucesion es creciente y acotada superiormente. Por lo tanto, tiene limite.

b) Para z > 1, la sucesion decreciente y es acotada inferiormente. Por lo tanto, tiene limite.

4) Calculamos lim z% o= L.

n— oo n— oo

Aplicamos que z¥ es una funcién continua y entonces:

, que sabemos que existe y que denominaremos [: lim

. 1
lim —
xn—oo 1 — l
2 = 1
1 = 1

Por tanto, lim %/z = 1 con independencia del valor de x.

n— oo

2.6.

1) Demostramos que x, > v/2. Aplicamos induccion. Es cierto para n = 1. Suponemos que
si n < k, entonces z, > v/2. Demostrémoslo ahora paran =k + 1.

Partimos de x4 = % (mk + %) y queremos probar que x, > /2. Observamos que la
funcién que estamos estudiando es f(z) = % (a: + %) y queremos averiguar como es su

imagen. Calculamos la funcién f'(z) = % (1 - x%) Vemos que la derivada se anula para
x = ++/2, y puesto que los z;, > 0, entonces solo tendremos que estudiar lo que sucede para
x = /2. En este punto encontramos un minimo; por lo tanto, f(x) > f(v/2) = v2siz > 2.

Asi pues, por hipotesis de induccion xy, > V2, x4 1 = f(x) > V2.

2) Lasucesion es decreciente y acotada inferiormente, por lo cual podemos afirmar que tiene
limite.

3) Calculamos lim z,, que sabemos que existe y, en consecuencia, lo denominaremos .

n—oo
1 2 .
Entonces, | = = lim z, = lim zp41 = lim — (xn + —) Si tenemos en cuenta que
n—oo n—oo n—oo 2 n

1 (ac + %) es una funcién continua:

2
I = = lim zy, + —
n—oo lim x,
n— oo
1 2
;o= L z+—)
5 (147
20 = 1242
2 = 2
Puesto que los z,, > 0, entonces [ = \/5.
2.7. " "
a) Estudiamos la sucesion = ——+ ———+---+ ———, y observamos que =
) " o n2+1+n2+2 n?+n y que f(z)
= es decreciente, ya que f/(z) = ——— < 0. Asi:
n?+z yaque f'(z) (n? + )2
L . sil<k<
n.
n24+n " n24+k " n?24+1
Por lo tanto:
n n n n n
< + +-+ <
nn2+n - n24+1 nZ242 n24+n - nn2+1
2 2

lim — lim x, lim ———
n—oo TL2 + n n—oo n—o0o TL2 + 1

IN
IN
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Para encontrar los limites dividimos arriba y abajo por n? :
7L2 ’)’L2
lim 22— < lim z, < n
n—oo 1 ‘g" n—oo n—oo nZtl
n n
. 1 . . 1
lim I < lim =z, < lim —
n—»ool—i—; n—o0 n— o0 l+n—2
1 . 1
< lim z, < ——
140 n—oo 140
Por lo tanto, lim z, = 1.
n—oo
. 1 2 n
b) Estudiamos la sucesion z,, = -t 5ttt .
n®4+1 n=4+2 n‘+n
. T n? ) " )
Definimos f(z) = ———, entonces f'(z) = —5 3 quesiempre es positiva y nos permite
ns+x (n? +x)
asegurar que f(x) es creciente.
Por lo tanto:
1 < 1 " 2 " " n n
n? +1 - n?241 n2+42 n2+n n2+n
2
n
lim < lim x, < lim
n—oo ’I’L2 + 1 n—oo n—oo ’I’L2 + n

Para encontrar los limites dividimos arriba y abajo por n?:

n

2
li n lim x <
n—oo N2+l T ot T
n
1
lim a0 T < lim z, <
n—oo 1 + by n— 00
0
_— < lim z, <
140 n—oo

Por tanto, el criterio del bocadillo no permite decidir cual es el valor del limite. Volvemos a
aplicar el criterio, esta vez haciendo una acotacién mas fina. Acotamos inicamente el divisor

, que es decreciente. Entonces:

n2+k
1 2 n 1 2 n
s < +- 4+ <
n24+n n2+n n?2 +n n2+1 n24+2 n?2 +n
1 2 i n n
- n241 nZ41 n2+4+1
14+24--+n 1 2 n
< + 4o —
n2 +n - n?241 n?242 n2+4+n
1+24--+n
- n?2 41
. 1
Aplicamosque 1 +2+4---+n = % :
14+24... 14+24+...
42+ 4n o g, < LPEEoAR
n2+n n— oo n24+1
1 1
et l) < limoz, < 2MotD
2(n2 +n) n—o0 2(n? +1)
1 1
7n(n +1) < lim z, < im 771(” +1
n—oo 2(n2 + TL) n—oo n—oo 2(n2 + ].)
Dividiendo por n? arriba y abajo, tenemos:
n? +n . n? +n
im — lim z, <
n—oo 2n2 + 2n T n—oo T nooo2n2+42
1+1 1+ L
lim Z < lm z, < lim z
n n
1 1
LO < lim z, < LO
240 n—oo 240
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1
Por lo tanto, lim z, = —.
n—oo 2

c) Para encontrar las cotas aplicaremos el hecho de que el sinz es una funcién acotada:

—1 <sinx < 1.
1 sinn

o < < g
n
. —1 A sinn A 1
lim — < lim < lim —
n—oo N n—oo N n—oo N
sinn
0 < lim < 0,
n—o0 n
. sinn
de donde tenemos que lim —— =
n—oo N

d) Para encontrar las cotas aplicaremos el hecho de que cos z es una funciéon acotada:
—1<cosz <1.

—1-1—-...—-1 cosl+cos2+4...4cosn 1+14...41
— T~ < oz, = < ——
n? - n?2 - n?

— 1 2+...
-n < ap = cos 1+ cos2 + + cosn < n
n? n? n?
-1 1 1
-1 < oz, = cos +cos2—2&- + cosn < 1
n n
1 2+ ...
lim — < lim @y = lim 281108 2+ feosn g L
n—oo M n—oo n—oo n n—oo 1
1 2+...
0 < lim z, — lim cosl+ cos2 + + cosn < 0

n— oo n— oo 7L2

Por lo tanto, lim z, = 0.

n—oo

e) Para encontrar las cotas aplicaremos el hecho de max £ = B3XZ y que min £ = WLZ  por
Y min y Yy max y
lo tanto:
— _1\n
n—1 - xn:n—i—( 1) - n+1
n+1 - n + cosn - n-—1
—1 —1)" 1
lim 2 < lim zn = lim nt (=) < lim 2PL
n—oon+ 1 n— oo n—oo M + cosn n—oon — 1
—1)n
1 < lm an= lm 2EEDT oy
n—oo n—oo T+ COST
de donde tenemos que lim z, = 1.
n—o0
2.8.
. n+a\" . . . .
a) El lim s es de la forma 1°°; asi, aplicaremos la férmula de la exponencial.
n—oo n
Entonces:
. n+a . a—1b
n+a\” lim n -1 lim n
lim ( ) — en—oo n+b — en—oo n+b/) — ca—b,
b) El lim es de la forma f, y, en consecuencia, dividimos arriba y abajo por la
n—oo N o0

maéxima potencia, que es n2.

’ wZ . 1 1
= e lim 5 5~ = -~ =00.

4n3 -1
OFl lim 28—l

n— oo 7TL3 + 6n

potencia, que es n3.

es de laforma —; en tal caso, dividimos arriba y abajo por la maxima
oo

4n3+8n71 4+ 8 1

3 = _ L
lim dn”w8n ol lim —% — = lim —22 _n° — 4
n—oo Tn3 4+ 6n n—oo 7"37?6" n—oo 7T+ 7% 7
mn

d) Este limite involucra n! y n"; aplicamos la férmula de Stirling:

n! 2mn _
lim — = lim ——— = lim e "V27wn.
n—oo N n—oo n n—oo
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El limite es de la forma 0 - co y aplicamos el método estdndar:

1
1L’Hopital 1
lim e~"v/Zrs = var lim Y2 VHR o BVE o lim —0
T— 00 rz—o0 e’ r—oo et r—00 2\/569:

!
Finalmente, podemos decir que lim 2o

n—oo N

e) Como que aparece una suma que varia con n, aplicaremos el criterio de Stolz:

R 14+24---+n 1 . 142+ +(n+1)—(1+2+---+n)
lim ————— = - lim =
n—oo 571,2 5 n—oo (TL + 1)2 - ’I’L2
1 . n+1 1 . n+1 1
=- lim ————— = - lim = —.
5n~>oon2+2’n+1fn2 5n~>oo2n+1 10

1
f) Para solucionar lim ln

n—oo 1N

aplicamos el criterio de Stirling:

nmn !

Inn! In (n"e‘" 27m)
lim = lim —— = = lim
n—oo InnN" n—oo Innn n—oo nlnn

nlnn —n + %ln(27rn)

Aplicando el método general tenemos:

y zlnx —x + % In (27x) L'Hopital Inz + i ) Inz 1

im = = lim =

z—00 zlnz z—oo 1+ 1Inz z—oo l+Inz  2z(1+Inz)
In(n!

Para finalizar, podemos decir que lim n(n!) =1

n—oo Inn”

g) Aplicamos el criterio de Stolz:

. 4214 +n! . V4204 (n+ 1) = (U +214 - +nl)
lim —m— = lim =
n—oo TL! n—oo (TL+1)'—TL'
1! 1
= nm DY g =1.

1

n—oo (n+ 1)! —nl! n—oo 1 — Py

h) Puesto que hay sumas donde el nimero de términos aumenta con n, aplicamos el criterio
de Stolz:

N R 14224 ()T (1422 4 0"
im ——— = lim =
n—oo nm n—oo (n + 1)"+1 —nn
1)n+1 1
_ lim %: lim —_— =
n—oo (’I’L + 1)77‘ —nn n—oo | — W
7 1
- n
1— lim n

n—oo (n + 1)”+1

Observamos que el grado del numerador del limite es n y el del denominador es n + 1; por
lo tanto, el grado total seria —1 y el limite, 0.

Maés formalmente, puesto que n + 1 > n:

n n 1
lim — < i < lim — =0.
n—oo (TL + 1)n+1 n—oo N 1 n—oo 1N

n

Y puesto que z,, > 0, por la regla del bocadillo tenemos que lim S ——
n— oo (n =+ 1)7L+1
Finalmente:
1422+ 4nn 1
1 = - =1.
n—o00 nm . n
1— lim

i) Apliquemos la formula de Stirling:

s n _ _12n
. Vn! . \/ ne=m\/2mn . ne 1 %/2mn . _12n
lim — = lim ———— = lim — = lim e V2mn =
L o L lim — In(27x) Lo L
=e ! lim V2mn =e ler—oo 2z =e e =e .

n—oo
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3.1.
a) Teniendo en cuenta que k™ >> n” para todo r y para todo k con k > 1y que

+oo sik>1

lim k" = 1 si k=1
n—oo
0 sio<k<1
resulta,
e +oo S% [b] > 1
lim — = 0 si bl =1

n—oo N

0 si b < 1
'

b
y, por lo tanto, lim — =0y, s6losi |b] < 1.

n—oo N

En definitiva:

Z b { si |b] < 1, entonces es posible que la serie converja
n

si |b] > 1, entonces la serie diverge

b) Para calcular el limite del término general aplicamos que n! >> k™ para todo k con k > 1
y, razonando como en el apartado a):

b'n/
lim % =0, Vb.

n—oo 1.
bn
Por lo tanto, Z - es posible que converja para cualquier valor de b.
n:

c) Recordemos que:

oo sip>0
lim nP = 1 sip=0
n— oo .

0 sip<O0

Por lo tanto:

Z » si p < 0, entonces es posible que la serie converja
n
si p > 0, entonces la serie diverge

4.1.
a) Dado que tenemos un cociente de polinomios, aplicamos el criterio de Pringsheim. Puesto
que el numerador tiene grado 1 y el denominador, grado 2, entonces p =2 — 1 = 1.

n 1
Calculamos el lim n—m — = —, uesto que es finito = 1, tenemos que la

noe " (dn —1)(dn —3) 4’7 Puested yp q
serie es divergente.

b) Dado que tenemos una expresion del tipo k™, aplicamos el criterio del cociente:

1
. ap . il Con41 1
lim = lim ——— = lim = —.
n—oo Anp—1 n— oo (”71)j1 n—oo 2N 2
2m—

Debido a que el limite es menor que 1, tenemos que la serie es convergente.

c) En primer lugar, eliminamos la diferencia multiplicando arriba y abajo por el conjugado.

N 1 R 1 VRFl+ve N -
2 TR T L T v T v 2

El término general de esta sucesion no tiende a 0, sino que lim vn + 1+ /n = oo. Por

n— oo

tanto, la serie es divergente.

(oo} oo
. i 1 .
d) Apliquemos el hecho de que |sinn| < 1. Asi, E Lr;n' < E — - Y esta serie es
n n

n=1 n=1
convergente, ya que es la armonica generalizada con p = 2. Por el criterio de comparacién

o0
. . sinn
por diferencia tenemos que E |72 es convergente.
n

n=1
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e) Apliquemos el criterio de Pringsheim. Si ponemos p = %, entonces el limite da infinito y,

por lo tanto, tomaremos p = %:

i H Inn i s Inn Inn 0
m nd —— = m n = m —— =0,
n— oo nyn+1 n— o0 n/n n— oo n%
v 1
donde hemos aplicado que lim vntl_ 1
n—o0 \/ﬁ

f) Apliquemos el criterio del cociente:

2
—n
. an . ne . n 22 .
lim —— = lim = lim M=% — im e

—2n+1 -0
n—oo Ap—1 n—oo (n — 1)@*("*1)2 n—oo N — 1 n—oo

Puesto que el limite es menor que 1, la sucesién es convergente.

g) Puesto que aparecen factores del tipo n! aplicaremos el criterio del cociente:

n? 1

. an .
lim = lim —— = —.
n—oo Ap—1 n—o00 27L(27’L - 1) 4

Puesto que el limite es menor que 1, la serie es convergente.

h) Al aparecer el factor n™, aplicaremos el criterio de la raiz:

lim Ya, =

n—oo o n—oo \/7
Y como que el limite es menor que 1, la serie es convergente.

i) Apliquemos el hecho de que lim el 1ydeque lim 2l

n—oo n—00 2n

=1.

2"+ 1

37 +1
n=1 n=1

métrica de razon k = % y, por lo tanto, la serie es convergente.

(e o] oo
; . an L : .
Entonces, el caracter de las dos series E y E S0 coincide. Esta es una serie geo-

j) Puesto que hay factores n™ y n!, aplicaremos la formula de Stirling.

En tal CaSO,Z Z Z . Aplicando el criterio del cociente o
nte="/2 V2

de la raiz, tenemos que >\ =ey,en consecuenc1a la serie diverge.

4.2.
a) Apliquemos el criterio del cociente:

nx™

. an . .
lim —— = lim T =7 lim
n—oo Qn—1 n— oo (TL — 1).72n_ n—oon — 1

=x.

La serie es convergente si z < 1y divergente si z > 1. Si z = 1, entonces la serie es Z n, que
es divergente porque el término general no tiende a 0.

b) Apliquemos el criterio de la raiz:

lim Ya, = lim z_ 0.
n—o0 n—oo M
La serie es convergente siempre.
4.3. 1 3
a) Observemos que la derivada de f(z) = — es f'(z) = ——;, de donde deducimos que
€T x

la funcidén es siempre decreciente. Por este motivo, para acotar el error podemos aplicar el
criterio de la integral.

Vemos que Sy = 1+ 55 + 55 + 55 = 1,177662037. El error viene dado por la expresion que
tenemos a continuacion:

1 > " 1" 1
Erry = E — < —dx = lim —dr = lim ———| = — =0,03125.
n3 4 3 n—oo [, 3 n—0o0 222 4 32
n=>5
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oo

Por lo tanto, E ig =1,177662037 £ 0,03125.
n
n=1

Si queremos saber el nimero de términos necesario para que Errn < 0,01, entonces aplicamos
la cota de la integral:

~ 1 1
Err, < —dr = — < 0,01,
" _/n 3 2n2

de donde tenemos que n > = 7,071. Esto quiere decir que n > 8.

0,02

1 2
b) Observamos que la derivadade f(z) = ——es f/(z) = m de donde deducimos

22 +1 @2+ 1)2’
que la funcién es decreciente para z > 0y, por tanto, podemos aplicar el criterio de la integral
para acotar el error.

Observamos que Sy = B 3_ 1 + 7 :_ 1 + PP :_ il + YE :_ 1 = (0,8588235294. El error viene da-
do por: Erry = Zs n21+ I < /400 :1:21+ 1dx = arctan :O = g — arctan4 = 0,244978663.
1
Por lo tanto, Z Y =0,9+0,4.
n=1

Si queremos saber el nimero de términos necesario para que Err, < 0,01, entonces aplica-
mos la cota de la integral:

oo

1

Erry, < de = = _ arctann < 0,01,
. T2+l 2

de donde tenemos que n > tan <g — 0,01) =99,99666664. Esto significa que n > 100.

1 2¢ + 1
c) Observamos que la derivada f(z) = — es f/(z) = ————,
) q @) = s I @ =
que la funcién es decreciente para z > 0y, en consecuencia, podemos aplicar el criterio de
la integral para acotar el error.

de donde deducimos

1 1 1 1 .
Observamos que Sy = T + 2 13 + 213 + v 0,8. El error viene dado por:

E i LI N S Tl LI Iz +1)[;
g — = e z =1Inz — In(z =
4 n2+n — 4 22+ s T z+l 4

= In5—1In4 =0,223143551.

oo
1
Por lo tanto, E Ty =0,8+0,3.
n n

n=1

Si queremos saber el nimero de términos necesario para que Err, < 0,01, entonces aplica-
remos la cota de la integral:

o0
1 1
Err, < 5 dr=In(n+1)—Inn=1In <i> < 0,01,
, ITotT n

de donde tenemos:

n+1
< 0,01
n
1
14+=- < 0,01
S 1
n [
0,01 _ 1

n > 99,50083417

Esto significa que n > 100.
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4.4.
n 1
Observemos que < 1y, por lo tanto, —————— < —. Asi pues:
d n+1 VP (n+41)2m 27 P
o0 . oo 1 1
7 on+1
E = - < — = = —
T n Z (i+1)21 Z i 1_% on

In 0,01
2—1" < 0,01. De aqui deducimos quen > §1(; 3 =
= 6,643856189. Esto quiere decir que n > 7.

Siqueremos Erry, < 0,01, imponemos que

7
Asi pues, S ~ Z ﬁ = 0,6066871280 = 0,61.
n=1

5.1.
a) Estudiemos la convergencia absoluta de estas series.

oo
sinn | sinn| 1 1 L.
= < —, y puesto que E — es armoénica con p = 3, es convergente. Dado
n3 3 3 "3
n=1
oo

. sinn
que la serie es convergente, entonces E —-es absolutamente convergente.
n

n=1

. Si aplicamos el criterio de Pringsheim

b) ‘(—1)" +c053n‘ _|(=1)™ + cos 3n|

n?2 +n n2 +n n?2+n
— (=1)™ + cos 3n

2 es convergente.
n<+n

para p = 2, deducimos que la serie Z

n=1

(="

n2

oo oo
- Ly E ! 1 E =" bsol
C) =7 uesto que ) es convergente, resulta que 3 es absoluta-

n=1 n=1
mente convergente.

=n"

1
= Aplicando el criterio de Pringsheim con p = 1, se deduce que
In(n + 2)

a ln(n+2)'

o0
1
E ——— es divergente. Por lo tanto, no es absolutamente convergente.
In(n + 2)
n=1

1
Estudiamos si podemos aplicar el criterio de Leibniz. Observamos que f(z) = m
n(xr
1 1
es decreciente, ya que f’ =—————— < 0. Ydado que lim —— =0,
ya que J'(z) (z+2)In(z +2) d et In(n + 2)

(="

o0
entonces tenemos que E es convergente.
In(n + 2)

n=1

5.2.
a) Si tomamos el término general con valor absoluto, obtenemos la serie armoénica con p = %:

o0

1
E 7 y, por tanto, es divergente. Entonces, la serie no es absolutamente convergente.
n

n=1

Apliquemos el criterio de Leibniz. Si definimos f(z) = 7, tenemos que es decreciente.
x
o0
Puesto que li ! 0, tenemos que (D" es convergente
u ue lim — = u ver .
que s que ) NG &
n=1
=~ 1
b) Si tomamos el valor absoluto del término general obtenemos la serie E Ry que es
n n
n=1
: 1

convergente. Por ejemplo, si aplicamos Pringsheim con p = 3, entonces lim »n® =1.

n—o0 n3 + n

(="

n3 +n

Puesto que la serie es convergente, entonces g es absolutamente convergente.

n=1
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o0
P . . 1 .
c) Si tomamos el valor absoluto del término general, el resultado sera la serie E —- Apli-
n:

n=1

|~

P . . an 2! 1 .
camos el criterio del cociente y tenemos que lim = —7— = — = 0. Esta serie es
n—oo An—1 p—] n

3

. —1)"
Convergente Yy, en consecuencia, E % es absolutamente Convergente.
n:

n=1
5.3.
oo
27TL
a) Para ver que Z(—l)" —— es convergente aplicaremos el criterio de Leibniz. Observamos
n
n=1
2—n 1 . p
que a, = — = —— y, por tanto, que lim a, = 0. S6lo tenemos que ver que a, es de-
n n2n n— 00

creciente. Puesto que tenemos expresiones de la forma x™, es conveniente que demostremos
Ap41 .
ue —— 1:
q o <

n4+1 n2" n

1
= = — <1
an (n+ 127+l n4+12

1
<7
2

Segun el criterio de Leibniz, la serie es convergente.

— L4 1 = _0,4010416667.

El valor de Sy = f% + 13 8}3 164

1 _

El error viene dado por el primer término que no sumamos y, por tanto, |Erry| < === =

=0,625-10"2.

Si queremos calcular para qué valor de n el error es menor que 0,001, s6lo tendremos que
imponer:

|Errn| < < 0,001.

1
(n+1)-2ntl
Hay que resolver la inecuacion (n + 1)27+! > 1.000. Comprobad que para n > 7 el error es
menor que 0,001.

o0
b) Para ver si Z(—l)" In ! es convergente, aplicaremos el criterio de Leibniz. Observamos
n=1 "
que ap = In l, que tiende a co. Por este motivo no podemos aplicar el criterio Leibniz y no
podemos aseTgLurar nada sobre la convergencia o divergencia de la serie.

6.1.
1 1
a) Ya que a, = —, entonces R = lim an_ gy 2R 1.
n n—oo Anp41 n—oo n
1 1)!
b) Ya que a,, = —, entonces R = lim M = lim n+1=o0.
. n
c) Ya que a, = n, entonces R = lim =1
n—oo M + 1
6.2. L 0
a) Observamos que a,, = —; entonces, R = lim Jr' - = oo; por lo tanto, para todo valor
n: n—oo n:
de z, la serie es absolutamente convergente.
1 1)1 1 1 1 1
b) Yaquea,, = ——,entonces R = lim w = lim 2 + lim n(n+1) =
nlnn n—oo nlnn n—oo N L Inn
1 1 1 1 1
In(n +1) @+l oy = o,

= lim . Aplicamos la forma estandar lim T
n—oo lnn r— 00 nr Tr— 00 - rx—oo T + 1

= 1. Por lo tanto, R = 1; entonces, la serie es absolutamente convergenfe para z € (2 -1,
24+1) =(1,3).

c) Puesto que a,, = n, tenemos que R = lim
n—oo 1 + 1
absolutamente convergente para z € (—1 —1,—1+ 1) = (-2,0).

= 1. Asi, R = 1; en tal caso, la serie es
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6.3.

oo
1 . .
Observemos que = E z™. Realizamos el cambio de z por —z2; entonces:
n=0

1—z

[eS)
L — n,.2n
s 72(—1) 22,
n=0

Integrando en cada lado:

x oo
1 x2n+1
—ds = -1H"
/0 s2+1 Z)( ) 2n+1
n=
i 2n+1
arctanz = E (=" x .
‘ 2n +1
n=

6.4.
Partimos del desarrollo de e®:

Por lo tanto:

0 n=o0 n=0

Observamos que esta serie es de términos positivos y no es alternada. Por lo tanto, tenemos
que encontrar una férmula para el error. En este caso calculamos el término complementario
de Lagrange:

Cc'n.«‘ﬁl

nooi
T
e’ = E .7+65 )
il n—+ 1!
i=0

donde ¢ € (0,z). Puesto que = € (0, 1), tenemos que ¢ € (0,1). Ademas, e* es creciente, asi
que nos encontramos con que e < e. En consecuencia:

n .

Tt Z.n+1
et < — te——0.
7l n + 1!

i=0
Cambiando z por z2, tenemos:

- il (n+ 1)

=0

Integrando entre 0 y 1 tenemos:

1 n
2 1 1
Tdx < .
/0 ¢ m_zi!(%—&-l)+e(n+1)!(2n+3)
1=0

Por tanto, si queremos un error menor que 0,001 tenemos que imponer
Dando valores a la n, obtenemos que n > 5.

T @aTsy < 0,001

7.1. Para calcular las soluciones de x2 + 42 + 5 = 0, utilizaremos la formula que proporciona
las raices de un polinomio de segundo grado:

—4+£V42 4.5 —4E£/—4 —4+25
2 o 2 n 2 B

T12 = —2+7.

7.2.

a)Sizy = 142jy2z2 = 2+3j, entonces z1 +2z2 = (14+25)+(24+35) = (1+2)+(243)j = 3+5j
yelproductoes z; - z0 = (1+2j) - (2+3j) =(1-2—2-3)+j(1-34+2-2) = -4+ T7j.

b)Siz = 1-2jyzy = 2—j, entonces z; +z2 = (1—25)+(2—j) = (1+2)+(—2—-1)j =3-3jy
el productoes zi-zo = (1-25)-(2—7) = (1-2—(—=2)-(—1))+5(1-(=1)+(—2)-2) = 0—55 = —5j.
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C)Siz; = —143jy 22 = 14+4j, entonces z1+z2 = (—1+435)+(14+4j) = (—1+1)+(3+4)j = 7j
y el productoes z1 -z = (—1+3j) - (1+45) = ((-1)-1—-3-4)+4((-1)-4+3-1) = —-13— .

7.3.
a)z=2-3j.
b)z=1+2j.
7.4.

a) Utilizamos las propiedades del conjugado para simplificar los calculos; entonces z = 21+
422 + 23 = z1+22+23 = z1+22+23. Sisustituimos z1, z2, z3 por los valores correspondientes
tenemos: z = (1+7)+(2+7)+(1+25) = (1+5)+(2—5)+(1+25) = (1+2+1)+(1-142)j =
=4+ 2j

b) Simplificamos primero la expresion; entonces z = z12 + 23 = Z122 + 23 = Z122 + 23. Y si
ahora sustituimos z1, z2, z3 por los valores correspondientes, tenemos: z = (1 + j)(2 + j)+
+14+2)=010-5HC+H+1+2) =0 -2-(-1) - D+l -1+(-1)-2)+(1+2j) =
=B-7)+0+25) =@+

7.5. Un polinomio de grado n se escribe p(z) = ap +a1z+- - -+ anx™. Sea z la raiz; entonces,
0 =p(z) = ap+aiz+- - -+anz™. Calculamos p(z) = ap+a1z+: - -+a,z"; puesto que los a; son
reales, entonces a; = @;. Portanto, p(z) = ag+a1z+---+anz" =ao + a1z + -+ anz” = 0.

7.6.
I B B N S LR B
A2=TG =THT S T sz

. S5 . . 5.2 .
b) z = 1425 _ 1425 2—j5 _ 2—=j+4j—2j ,4+53J.

245  2+j 2—j 22412
7.7. ,
iy — 3tJ 1_ J _ _J 3= _ 3j=j° _ 143j
alSiz= S5, entonces - = 3= = o i—r = sy o
L2 1_ 2445 _ 2 4 _ 1 —1-J -
b)Slz_—2+4j,entonces S = =ty = 2= t2=—j+2
7.8. L
Queremos calcular z = (%) )
i QA B B R o 5 o A o o i D By B e N
a) En primer lugar calculamos ladivision. Seazy = 1= = =555 = —~151— = — 1717 =
= j. Dado que z = 2}, tenemos que z = j2 = —1.
. . i\ 2
b) Calculamos primero los cuadrados del numerador y del denominador: z = (}f?) =
— Li2jag? _142j-1 25 g
T 1-25+452 T 1-2j—1 T —2j .

7.9. Escribimos el nimero z = cos (1) + jsin (l) en forma exponencial. Por lo tanto,
J

. .
2z = el 13; en tal caso, 220 = 2071z = ¢

7.10. Escribimos el namero z en forma exponencial; asi, z = red?. Si sustituimos z = %,

el resultado es rei® = Tsﬁ. De este modo, re=7¢ = %e—jd’. Igualamos los médulos y los

argumentos: los argumentos son iguales siempre y, si los moédulos son iguales sélo si, r = %

0, lo que es lo mismo, r? = 1, de donde tenemos que r = 1y r = —1. Sin embargo, el moédulo
es positivo, lo cual hace que » = —1 no tenga sentido.
7.11.

a) A partir de la formula del exponencial tenemos:

j,cos<5l)+~sin(5l),_i_i'
- 1) 1) B B

¥

[

b) La suma es mas facil de calcular en su forma cartesiana: 247 4 3e67 =2 (% + y%) +
+3 (§+j%) = (\/§+ %) +(V2+3) i

¢) Mediante el uso de las propiedades de la funcién exponencial obtenemos e?+37 = e2.¢37 =

= e? (cos 3 + jsin 3).
d) Utilizando las propiedades de la exponencial:

&5 37, iy 3T : .. .
etlesd =e1lt 3 = ¢™ —cosm+jsinmr=—-140-5=—1.
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7.12.
2 2
a) Sea z = 575 (1 — j). Para escribirlo en forma exponencial, calculamos primero el modulo
2 2 2 2
y después el argumento: r = (%) + (\6/5) = Vet = e? Puesto que la parte real es
2
positiva, entonces ¢ = arctan ( 6‘2/5) = —arctan1l = —7. Por lo tanto, z = e2. e iF =
. V2
=277,

b) So6lo tenemos que recordar como se relacionan la forma polar y la exponencial:

™ s s
3 - isin— )| =3e’ 7.
(cos4+]sm4) e

c) Escribimos los dos nameros en forma exponencial: z; = 5 (cos % +jsin %) = 5e6 vy

zg:5(cos%+jsin%) =5e3.

s s 27 &
Porlo tanto, z1 -z =5-€6 -5-€2 = 25e3 :*275 +j25§/3'

7.13. Empezamos por escribir el nimero complejo en forma exponencial. Para hacerlo,
calculamos el médulo y después el argumento:

1\2 1\2 Vi
r= — 4+ (— =vi=1
() + (%)
1
Al ser positiva la parte real positiva, ¢ = arctan [ 4% | = = arctan1 = 7 - De esta manera,
V2
tenemos que z = e/%. Y ahora ya podemos calcular las potencias 22 y z4: 22 = ¢¥% =

=el% :cos(%) +j sin (g) =0+j=j.2%= ¥ = eim =cosm+jsinm=—-140-7=—1

Glosario

Conjugado de un nitmero complejo: nimero complejo con la parte imaginaria cambiada
de signo.

Limite de una sucesion z,,: valor al que tienden los términos de una sucesion. De manera
formal, el limite de una sucesion es z si para todo e > 0 existe un entero N tal que |z, —z| < €
sin> N.

Nuamero complejo: pareja de nimeros reales a (parte real), b (parte imaginaria) que escri-
biremos como z = a + bj.

An,
An+41

Radio de convergencia: es el lim ‘ ’ y se denota mediante R.

Serie: pareja formada por las sucesiones {a, } y {Sn}, donde a,, es el término general de una
sucesion y sy, es el término general de la sucesion de sumas parciales. Se presenta mediante
el simbolo > an.

Serie absolutamente convergente: serie tal que la serie del término general con valor
absoluto es convergente.

Serie alternada: serie de término general (—1)"a, con a, > 0 para cualquier valor de n.
Serie de potencias: serie de término general a, (z — a)™.

Serie geométrica de razon k: serie de término general k™.

Serie armoénica generalizada: serie de término general Tlp

Sucesion convergente: existe el limite de la sucesién y ademas es finito.

Sucesion de nimeros reales: aplicacion h de los nimero naturales N, en el conjunto R
de los nameros reales: h(n) = xn,.

Sucesion divergente: sucesion no convergente.

Sucesion acotada: existe un nimero real K tal que todos los términos de la sucesion se
encuentran en el intervalo (- K, K).
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Sumario

A lo largo de este m6dulo se han introducido las sucesiones de nimeros reales que nece-
sitibamos para definir el concepto de serie o suma de los términos infinitos de una sucesion.
Tanto en un caso como en el otro, hemos presentado aquellos criterios que nos iban a facilitar
el estudio de su convergencia y, en el caso pertinente, el valor del limite. Para finalizar, se
han definido las series de potencias a partir de los polinomios de Taylor y se han establecido
sus propiedades basicas.

El altimo apartado consiste en una breve introduccion a los niimeros complejos.
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