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Capitulo 1

Matrices

1.1. Algebra de Matrices

Informalmente, una matriz es un arreglo rectangular de nimeros dispuestos horizon-
talmente en filas y verticalmente en columnas.
Una matriz se dice racional, real o compleja segiin sea el conjunto en el que se encuentren
los nimeros del arreglo o elementos de la matriz (coeficientes de la matriz).
Mids precisamente una matriz de orden m X n con coeficientes reales, es un arreglo rec-
tangular de niimeros reales, con m filas y n columnas.

a;x Q2 A1n
Q21 Q22 - (57
A= Amxn = : : = [aij]an
L Am1 Am2 - Amn i

Convencionalmente usaremos letras maytsculas para denotar matrices indicando su orden
o formato con subindices. Dado que el texto se trabaja principalmente con matrices reales,
no se indica el conjunto numérico en el que se define la matriz, salvo los casos que requieran
para mayor claridad de un desarrollo.

El elemento situado en la fila 7 y columna j de una matriz cualquiera, se describe como
a;j. Asf la fila 7 de A es

[ail Qiz - am]

y la anotamos f;(A). Del mismo modo, la columna j de A estd dada por

a4
a2

Ami
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y la anotamos ¢;(A4). Cuando sea necesario, usamos la notacién ¢;;(A) para indicar el coefi-
ciente ij de la matriz A o simplemente a;;.

El conjunto de la matrices de orden m x n con coeficientes en K lo anotamos M,,,(K).
Si m = n entonces las matrices se dicen cuadradas de orden n y el conjunto de todas ellas
se denota por M, (K), si los coeficientes son nimeros reales entonces denotamos M,, ., 0
simplemente M,

Definicién 1 Dos matrices A, xn Y Bpxq se dice que son iguales si y sélo si m =p, n =g,
yai;="bjconi=1...,m;j=1....n

Ejemplo 1 Notemos en los ejemplos siguientes, las matrices dadas son distintas:

1 3
a) | 2 —1 | # l ; _i) } , ya que la primera tiene orden 3 X 2 y la seqgunda 2 X 2. Fllas
0 O

~ tienen diferentes ordenes.

(1 -1 0 0 -1 0 .
b) 5 3 4]#{2 3 4},ellas son distintas pues a;; = 1 # 0 = byy

Ejemplo 2 En cada caso hallar a,b,c y d, constantes reales, tales que

2) [a2+2a —1]:{ -3 —1}7%%

b 2 l14+a 2
2—c+1 d 3 2c
b){ c+2d 1]{6 1}’6”M2
a?+2a+b —1 a?+1 2c
)[a—i—b—i—c 2 [T b a |
Desarrollo.
| a®+2a —1 -3 -1
a) Sl|: b 2]_{1+a 2}entonces
a*+2a = -3
-1 = -1
2 = 2
b = 1+a
las igualdades a estudiar son
(1) a*+2a = -3
(2) b = 1+a

De (1), a> +2a+ 3 = 0, luego a = —1 +iv/2 con i> = —1, o sea a y b en C pero
la igualdad se estudia en los nimeros reales, entonces la solucién es vacia, pues no es
posible encontrar a y b en R que satisfagan las igualdades (1) y (2).
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| A—c+1 d 3 2
b)Sl{ c+2d1]_{6 1},entonces
1) —c+1 = 3
(2) d = 2c
(3) c+2d = 6
(4) 1 =1

Si d = 2¢ entonces reemplazando en (3) tenemos 5¢ = 6, luego ¢ = g
cumple la igualdad ¢ — ¢+ 1 = 3, pues (2)2 —2+1=2.

cuyo valor no

Asi no hay ¢ y d que cumplan la igualdad matricial (b) pues el sistema formado por
las ecuaciones (1),(2),(3) y (4) tiene solucién vacia.

[ a*+2a+b —1 a®+1 2¢ .
c) Si atbie 2|7 6 d . En este caso se tiene:
(1) a*+2a+b = a*+1
(2) a+b+c = 6
(3) -1 = 2c
(4) 2 = d

De (4) d =2, de (3) ¢ = —3 reemplazando en (2) y simplificando (1) obtenemos:

(5) a+b= 2

(') 2a+b= 1

restando (17) la ecuacién (5) nos queda a = —%. Reemplazando en (5) se tiene que
b = 12. Por lo tanto a = —%; b=12, c = —%; d = 2 son las constantes reales que
satisfacen la igualdad matricial c).

Definicién 2 Sean A=la;j| y B = [b;;] matrices de orden m x n, entonces la suma de A y
B es la matriz de orden m x n definida por:

A+ B = [(lij + bl]]

. o 2 3 4 B 3 -3 —4
Ejemplo 3 SZA—[_l . 1} yB—[_1 0 _71 entonces

B 2+3 3+(=3) 4+(—-4) | _ 50 0
A+B_{(—1)+(—1) 7+0 1+(—7)}_{—2 7 —6}

Nota. La matriz nula de orden m x n, denotada por 0,,,x, es una matriz compuesta sélo de
ceros, o sea, O, = [a;;] con a;; = 0 para todo 7,j. Toda vez que se indique la matriz nula
sin especificar su orden, debe entenderse definido por el contexto.

De la definicién se deduce que dos matrices pueden sumarse solamente si son de igual
orden.
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Definiciéon 3 Sean c en R y A en M,,y, entonces
c-A=A-c=c-ay]

es llamado el producto por escalar.
En particular, si c = —1 y A = [a;;] entonces (—1) - A = [—a;j], denotada por —A.

Proposiciéon 4 Sean A, B, C' cualesquiera en M,,«,, y ¢,d € R entonces:
1. (A+B)+C=A+(B+0().
2. A+ B=B+ A
3. A+0=A.
4. A+ (—A) =0, matriz nula de orden m x n.
5. c(A+ B) =cA+cB.
6. (c+d)A=cA+dA.

Definicién 5 Sean A,,x, = [aij| y Buxq = [bij| definimos el producto de A y B como la
matriz

A-B= [Cij]qu donde c;; = Z ikbrj -
k=1

Ejemplo 4 Dadas las matrices

1 7 3 1 2 0 81
S ERS R R )
Determinar una matriz X en Msys tal que
2A+ X — BC = 09y3.
Desarrollo. Calculemos primero
2A+X —-BC = 0 Sumando Inverso Aditivo
—2A+4+2A4+X —-BC = 0-2A Cancelando
X—-BC = =24 Sumando Inverso Aditivo y Cancelando
X = BC-2A

Ahora tenemos que
1 7 3 2 14 6
2A2{—154}{—2 10 8]
1 2 0 8
pe = o ][]

Asi, obtenemos
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Ejemplo 5 Sean A, B en M. Determinar el valor de verdad de la proposicion

00 00 0 0
ap=[5 5] = (a=[0 o] ve=100))
Desarrollo.

Basta tomar A = { 8 _? } y B = [ (1) 18 1 . Ambas diferentes de la matriz nula y

A - B = 0. Luego la proposicién es falsa en general.

Observaciéon. El producto de dos matrices A - B sélo es posible cuando el nidmero de
columnas de A es el mismo que el nimero de filas B.

No hay ley conmutativa para el producto matricial, en general AB # BA, puede ocurrir
que AB est4 definida pero no BA, o que estando ambas definidas, éstas sean diferentes.

. 1 =3 |1 10 1
Ejemplo 6 SeanA—{z 1} yB—{l V2 W]

AB:{l—?,Hl 10 1}:{—2 10—3\/51—37r}

2 1||1 V2« 3 20+V2 24

BA = [ L1l [ I =3 } no estd definido. Luego no tiene sentido pregun-
1 \/5 & 42x3 2 1 2x2 '

tarnos por la propiedad conmutativa.

. 1 =3 [1 10
Ejemplo 7 Sean A = ]yB—[l \/ﬁ}

2 1
1 -3 1 10 —2 10 —3v2
AB_{2 1“1 ]_[3 20+\/§}y
1 10 1 -3 21 7 .
BA_[l \/5] {2 1]_[1+2\/§ _3+\/§].Enestecaso, existen AB y BA,
pero son diferentes.

Observacion. Para que dos matrices A y B sean sumables y multiplicables es necesario que
sean cuadradas y de igual orden.

Por otra parte para que estén definidos los productos AB y BA la condicién general es
que las matrices sean de orden m X n 'y n X m.

Definicién 6 Decimos que las matrices A y B conmutan si y sélo si
AB = BA

Definicién 7 Llamamos matriz identidad o unitaria de orden n a la matriz cuadrada de
orden n definida por

10 - 0

o1 .- 0 1 st 1=
I=IL,=Pg=]. . . dondeé,-j:{ 0 si it

00 1

El stmbolo 4;; es llamado “Delta de Kronecker”.
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Teorema 8 Si cada suma y producto indicado existe, se cumple:
1. A(BC) = (AB)C.
2. (A+ B)C = AC + BC.
3. DIE+F)=DE+ DF.
4. Al, = A, I,,A= A, donde A es de orden m X n.

Ejemplo 8 Dadas A, B, C' y D matrices cuadradas del mismo orden n tales que AB =1 y
CD = B. Resuelva la ecuacion matricial

(B+C)D—BX =C+B

Desarrollo.
(B+C)D-BX = (C+B Por distribucién,
BD+(CD-BX = (C+B Reemplazando,
BD+B—-BX = (C+B Sumando inverso aditivo,
—BX = (C+B—-BD—-B cancelando,
—-BX = (C-BD multiplicando por -1,
BX = —-C+BD multiplicando por izquierda por A,
A(BX) = A(BD-C) Distributividad y Asociatividad,
(AB)X = (AB)D - AC Reemplazando,
IX = ID-AC Identidad.

Asi, obtenemos
X=D-AC
Corolario 9 Sean A y B matrices tales que AB existe entonces:

1. El coeficiente ¢;;(AB) de AB es el producto matricial de la fila i de A y la columna j
de B, es decir,

cij(AB) = [i (A) - ¢; (B).
2. La columna j de AB es el producto matricial de A y la columna j de B, es decir,

CJ(AB) =A- Cj (B) .

3. La filai de AB es el producto matricial de la fila i de A y B, es decir,

fi(AB) = f; (A) - B.

Definicién 10 Si A es una matriz cuadrada de orden n. Se define, por recurrencia, la
potencia de una matriz

A = T,
AL = AR A con ke N
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Observacion. Nétese que para definir potencia no es necesaria la propiedad conmutativa,
sin embargo, la propiedad asociativa es imprescindible

Ejemplo 9 Dada la matriz A = [ (1) 1 ] , entonces podemos calcular sus potencias
10
0 _
o=t

A
v o]

# a3 20 2100

AP = A2 A=1-A=A

Ejemplo 10 Dada la matriz A = [ _} 1 } , entonces podemos calcular sus potencias
1 0
0 _
2= 1]
12
A= -1 =1 ]
. | 1 2 1 27 | -1 0
AT = -1 -1 -1 -1 0 —1 |’

AP = A2 A=—I, - A=—A,
A* = A A=-—A - A=-A =1,

Definicién 11 Si A es una matriz cuadrada de orden n y p(x) = > 1", a;x" un polinomio
con coeficientes en K, entonces se define p evaluado en A como

p(A) = Z a; A’
i=0

Observacion.
Note que, en la evaluacion el coeficiente ag (término constante) se reemplaza por agl,,.
Esta definicién no es trivial, entenderemos su importancia en el ultimo capitulo de este

libro.

Ejemplo 11 Dada la matriz A = { é _f } y el polinomio p(x) = z3 + 3z + 1. Calcular
p(A).
Usando los cilculos obtenidos en el ejemplo 9 y reemplazando, obtenemos:
- 13
1 2 1 2

1 2] I

[0 -1 0 -3 0 1

_[5 8]

[0 =3
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1

Ejemplo 12 Dada la matriz A = [ 1

p(A).
Usando los resultados obtenidos en el ejemplo 10 y reemplazando, tenemos:

_? } y el polinomio p(x) = 2° — 3% + 2. Calcular

r 5 2
1 2 1 2
p(A) = | _; _1] —3{_1 _1] + 21
[ o2 [30] [20
S .| 0 3 0 2
] 6 2
-1 4]

Definicién 12 Sea A = [a;;] una matriz cuadrada de orden n entonces:

a) A es una matriz diagonal si y sélo si a;; =0, si i # j. Escribimos

a1 0 0 e 0

O 929 O e 0

D[all,a22,&33,....,ann] = 0 0 ass 0
0 0 0 - ap |

b) A es una matriz antidiagonal si y solo si a;; =0 sii+ j # n+ 1. Escribimos:
[0 0 0 - ain ]

DS [an17a(n—1)27a(n—2)37 -‘-7a1n] = 0 0 A(pn—2)3 - 0

c) A es una matriz tridiagonal si y sélo sia;; =0si(i>j+16i<j—1).

d) A es una matriz triangular superior si y solo si a;; = 0 sii > j (o sea, todo elemento
bajo la diagonal principal es cero)

e) A es una matriz triangular inferior si y sélo si a;; = 0 si i < j (o sea, todo elemento
sobre la diagonal principal es cero)

f) Particularmente A es una matriz triangular estrictamente superior o triangular estricta-
mente inferior si y solo si (a;; =0 parai > j 61 < j), respectivamente.

Ejemplo 13 Las siguientes matrices las podemos clasificar, segun la definicion anterior
como:

L= es una matriz triangular inferior,

W = N
o O O
N O O
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0 -2 3
U=10 0 7| esuna matriz triangular estrictamente superior,
0 00
[ 1200
-1 0 3 0 L
A= 00 0 7 | csuna matriz tridiagonal en My.
| 0 0 21

Ejemplo 14 Sean A, B en M, matrices triangulares superiores.
Probar que AB es una matriz triangular superior.

Desarrollo. Sean A = [a;;], B = [b;j], AB = [c;] -
Debemos probar que

n
Cij = Zaikbkj =0si?> j
k=1

Sea ¢ > j tenemos
i—1 n
Cij = E @ikbrj + E ik bk
k=1 k=i

peroa; =0sik=1,...,(i—1), ya que A es una matriz triangular superior, luego la primera
parte de la suma es nula. También by; = 0 si k = ¢,...,n debido a que B es triangular
superior. Luego la suma (2) es nula.

De lo anterior AB es una matriz triangular superior ya que ¢;; = 0 si ¢ > j.

Ejemplo 15 Determinar para que matrices cuadradas se cumple la 1gualdad
A* - B?>=(A+ B)(A - B).

Desarrollo. Esta igualdad es verdadera, cuando las matrices A y B conmutan, ya que

(A+ B)(A— B) (A+ B)(A+ (-1)B)
(A+ B)A+ (A+ B)(-1)B
= A+ BA+ (-1)(AB+ B?)

= A’ - B*+ BA - AB.

Luego,
A? - B*=(A+ B)(A— B) <= BA— AB=0<+= BA = AB.

Ejercicio 16 Determinar la forma mds general de dos matrices cuadradas de orden 2 no
diagonales que conmuten.
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Desarrollo. Sean A = [ Z Z ]; B = { i 13,/0 } las matrices pedidas. Entonces

bz = ¢y (1)
AB=BA& < (a—d)y = bz —w) (2)
(a—d)z = c(lz—w) (3)

Como A y B son no diagonales, entonces b 06 c#0; y#062#0

Caso I Supongamos que ¢ # 0, luego en (1) tenemos que z # 0,de lo contrario, si z = 0
entonces y = (

a) Sia = d entonces r = w

Asi obtenemos que las matrices son
a ct Tzt
A= , B=
c a z x
donde a, x,t son nimeros reales cualesquiera, ¢, z son no nulos.

b) Si a # d entonces = # w ademés

r—w oz
:—:t
a—d ¢

luego z = tc y de (1) y = tb, ademds,
si usamos el cambio de variable © = a — d entonces tu = x — w

Resumiendo tenemos

= tut+w

matricialmente obtenemos

A:{u—ird b},B:{tuva tb]
c d te w

donde b, d, w son nimeros reales cualesquiera y ¢, u, c son no nulos.

o=

Caso II Si ¢ = 0 entonces b # 0, z = 0, y # 0. Si usamos el cambio de variable t =

Y

o

obtenemos y = tb ademads, si definimos u = a — d entonces tu = r — w, asi obtenemos

lu+d b | tutw b
=[5t e

donde d, w son niimeros reales cualesquiera y ¢, u, b son no nulos
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Resumiendo

A = la Ct},B:[‘T zt] cona,r,t €ER ¢,z€R"6
c a z

4 - lu+d b} B_[tu+w th

con b,c,d,w € R t,u e R
c d tc w

Definicién 13 Sea A una matriz de orden m X n

a) Trasponer una martiz A de orden m X n consiste en intercambiar sus filas por sus colum-
nas, respetando la secuencia. La matriz resultante se llama traspuesta de A, es de
orden n x m y se anota A'. Es decir, si A = [a;;] entonces A® = [a;;], donde el ele-
mento ubicado en la fila i y la columna j de A, aparece en la fila j y la columna i de
At

b) Si una matriz es igual a su traspuesta se dice simétrica.

c) Si una matriz es igual al inverso aditivo (negativo) de su traspuesta se dice antisimétrica.

Observacion. Una matriz A simétrica o antisimétrica debe ser cuadrada, por ejemplo:
I,, es simétrica;
0,, es simétrica y antisimétrica.

Observacion. Si A es antisimétrica, entonces los coeficientes de la diagonal principal de A
son todos ceros.

3 -3
Ejemplo 17 Sea A= | -1 7
V2 o1

Determinar la traspuesta de A y decidir si es simétrica o antisimétrica.

Desarrollo. La traspuesta esta dada por

y A no es simétrica ni antisimétrica.

Ejemplo 18 Determinar si las siguientes matrices son simétricas o antisimétricas.

2 -1 3
. B=| -1 7 2|;
3 2 1
0 —1 2
2. C' = 1 01[;
| -2 -1 0
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2 1
oo 2]

Desarrollo.
1. B es simétrica ya que B' = B.
2. C es antisimétrica ya que —C* = C.
3. D no es simétrica y D no es antisimétrica.

Ejemplo 19 Sea A en M, una matriz antisimétrica.
Demostrar que A tiene sélo ceros en la diagonal principal.

Desarrollo.
Sabiendo que A es antisimétrica, debemos probar que

Como A = —A', es decir,
[aij] = [—CL]'Z'] Vi € {1, ,n} Vj € {1, ..... ,n}.

El coeficiente a;; estd en la diagonal principal si y sélo si ¢ = j.
Para dichos coeficientes tenemos:

Qi — — Q4 Vi c {1, ...... ,n}

O sea

luego

Ejercicio 20 Demostrar que si A es simétrica y antisimétrica entonces A = 0,,.

Teorema 14 Sean A y B dos matrices de orden m x n y C' una matriz de orden n X q y
r € K entonces se cumple:

1. (AC)' = C'A".

2. (A+B)' = A"+ B

3. (rA)f =rA = (Ar);, rAC = A(rC) = (AC)r.

4. (AN =

5. La suma y producto escalar de matrices simétricas resultan simétricas.

6. El producto de matrices simétricas es simétrico si y solo si las matrices conmutan
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Definicion 15 Una submatriz de una matriz A, es una matriz que se obtiene a partir de A
eliminando algunas (no todas) filas y/o columnas.

Observacion. Las filas y columnas de una matriz son ejemplos importantes de submatrices
de ésta.

Ejercicios:

1. seanA:H H,B:{?’ 0},0:{‘? _glyp(a:):(:v—ii)(x—l).

a) Calcular p(A) y p(C).
b) Calcular AC%A

¢) Determinar el valor “a” tal que p(B) =0

2. seanA:“ H B:[i’ zl,yp(x):(x—él)(x—l).

a) Calcular p(A)
b) Calcular A2BA?

c¢) Determinar el valor “a” tal que p(B) =0

3. Dada las siguientes matrices

2 3 1 2 1 2 21
A=|4 2 3 1|,B=|1-123|,C=[1121]
20 2 -1 a 3.4 12

Encontrar el conjunto solucién de la ecuacién matricial , para cada valor de a en los

reales.
A-Ct'=B.C!

1.2. Inversion de matrices

1.2.1. Operaciones elementales

El estudio de las ecuaciones matriciales AX = Bcon A, xm; Xmxp; Bnxg €s de gran
utilidad en matemdticas aplicadas, pues ademds de la utilidad directa por saber resolver la
ecuacion, en la bisqueda de la solucién general, hay que enfrentar y resolver varios problemas
muy frecuentes y caracteristicos de los sistemas lineales.

La ecuaciéon AX = B, en base a lo que ya hemos estudiado tiene un método natural de
solucion, que consiste en hacer directamente el producto AX, asumiendo X como una matriz
de m x p variables o incégnitas distintas y proceder a igualarlo término a término con B, .
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Este método reduce o transforma la ecuaciéon matricial en p sistemas lineales cada uno de
ellos con n ecuaciones y m incégnitas.

Sin embargo es posible concebir otras alternativas de desarrollo para el mismo problema.
Una de estas, es tratar de modificar la ecuacion AX = B, transforméndola en otra, que sea
equivalente a la anterior, pero que sea mds simple o de desarrollo més evidente.

Particularmente importante es el caso en que A es cuadrada, pues pensando en forma
andloga a la resolucion de una ecuacién en una variable en R, tenemos que encontrar una
matriz A* de modo que cumpla con A* - A = [, y asi al multiplicar la ecuacién AX = B por
A*, obtenemos

A*AX = A*B
de donde
I, X = A"B,
o0 sea,
X =A"B.

En este desarrollo tenemos que A* es una matriz que actia sobre A, tal como lo hace a*

sobre a en R— {0}; en otras palabras, la matriz A* es la matriz “inversa” de A, respecto del
producto de matrices.

Precisamente, esta parte del texto, esta destinada a estudiar la inversa de una matriz A,
tanto en lo relativo a su existencia como a su determinacién o célculo.

Por otra parte, también nos interesa estudiar ciertas tansformaciones aplicables a las
matrices A y B que preservan (no alteran) el conjunto de las soluciones de la ecuacién
AX = B y que son de gran utilidad para resolver tanto Ecuaciones Matriciales de la forma
AX = B como Sistemas de Ecuaciones en general.

Definicién 16 Sean A, B en M,
a) Se dice que B es la matriz inversa de A en M, si y sélo si

AB=BA=1,

b) Una matriz se dice regular (invertible, no singular) si y sélo si existe la inversa de ella.

¢) Una matriz se dice singular si no es regular.
Notacién. Si A es regular, anotamos A~! para la inversa de A.

Proposicion 17 Si existe una inversa de A en M, ella es unica.
Demostracién. Sean B y H dos inversas de A, entonces
B=BI=B(AH)=(BA)H=1H=H

Asi obtenemos que
B=H

luego la inversa es tnica.
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Proposiciéon 18 Dada A en M,. Si existe B en M, tal que AB = I,, entonces BA = 1I,,.

La demostraciéon de esta proposicién se verd més adelante.
De acuerdo a esto para determinar A~! basta resolver una de las ecuaciones AX = I,, 6
XA=1,.

Observacién. No toda matriz de orden n tiene inversa.
a 0

Por ejemplo paran =2y A = 0

Supongamos que B = [ z j } es la inversa de A, tenemos que

BA =1,

T z a 0| | xza+zc O
y t ¢c 0| | ya+te O
luego BA # I,, para toda matriz B.

Mids adelante en M,, se demuestra: Si una matriz de orden n tiene una fila o columna
nula, entonces ella no tiene inversa.

pero

Ejemplo 21 Si A = [ _(1) ;} :

Verifique que A~ = { 3 —1 }

1 0
Solucién.
01 3 -1 B 3-0+1-1 (-=1)-0+0-1
-1 3 1 0 o 3-(-1)+3-1 (-1)-(-1)+3-0
B 1 0
= 01l
0 1 2
Ejemplo 22 SiA=| -1 3 0
1 -2 1
-3 5 6 T by
Verifique que A~' = | —1 2 2 |, y resuelva la ecuacion A | y | = | by |, para
1 -1 -1 2 bs
bl,bg,bg en R

Solucién. A les inversa de Asisélosi A-A ' =A"1.- A=1,
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5 6 0 1 2

2 2| |-1 30

1 -1 -1 1 -2 1

546 —3+5—12 —6+6

242 —1+46-4 —2+42

1-1  1-3+2 2-1
0 0

10|,

0 1

por lo tanto A~'es inversa de A. Ahora premultiplicamos por A~! la ecuacién

Asf obtenemos

A7'A

T bl
y =1 0b
z b3
T b1
y | =A7"| b
z b3

y luego asociando e igualando A=!- A = I, tenemos que

xz

Y
z

por lo tanto

-3 5 6 by
-1 2 2 b
1 -1 -1 b

—3by + 5by + 603
—by + 20y + 203
by — by — b
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Teorema 19 Si A y B en M, son regulares, entonces
1. A7Y es reqular y (A71)"! = A.
2. AB es reqular y (AB)™' = B7'A™!

Demostracion.

1. Sabemos que
AAT T =ATTA =1,

por lo tanto, la inversa de A~! es A, y también la inversa de A~ es (A*l)_1 , y como ella es
lnica tenemos,

(A7) =4

2. Como A y B son regulares entonces existen A~!, B~1.
Asi,
(AB)B'A™' = A(BB HA ' =AA" =1

y andlogamente B~'A~1(AB) = I, por unicidad de la inversa se tiene
(AB)™' = B7tA™L.
Observaciéon. Note que si A, B, C' son matrices regulares, entonces
(ABC) ' =C7'B7tA™!

b

Ejemplo 23 Dada la matriz A = [ CZ d

] en M. Determinar la matriz inversa de A, si

ésta existe.

Desarrollo. Supongamos que A™! =

x
Y y calculemos las constantes z, vy, z, w
w

z

{ a b } . [ Ty } = [ (1) [1) }por igualdad de matrices tenemos el siguiente sistema:

c d zZ w
1) ax+bz = 1
2) cx+dz = 0
3) ay+bw = 0F
4) cy+dw = 1
Consideremos los sistemas
M 1) ar+bz = 1 (I) 3) ay+bw = 0
2) cx+dz = 0 4) cy+dw = 1

En (I) Multiplicamos la ecuacién 1) por ¢ y la ecuacién 2) por a y finalmente restando a
la ecuacién 2) la ecuacién 1) obtenemos

adz —cbz = —c

(ad — cb)z = —c
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Repitiendo el proceso tenemos que multiplicar la ecuacién 1) por d y la ecuacién 2) por by
realizando la diferencia se tiene,

(ad — cb)x = d.

En (IT) procediendo de manera andloga obtenemos

(ad — cb)y = —b
(ad —cH)w = a

Si ad — bec = 0, la matriz original es nula, luego no tiene inversa.
Asi ad — be # 0 y podemos concluir

z oy | 1 d —b
2z w| ad—bc| —c a

a b1 d —b
{c d] _ad—bc[—c a}’
El ejercicio permite determinar una condicién necesaria y suficiente para que una matriz
de orden 2 sea invertible.
Lamentablemente el método empleado para matrices de orden n mayor que 2 no es
eficiente, ya que tenemos que resolver n sistemas lineales con n ecuaciones y n incégnitas.

Estudiamos a continuacién ciertas operaciones realizables a las matrices, semejantes a las
empleadas para resolver el sistema de ecuaciones lineales anterior.

de otra manera

Definicién 20 Dada una matriz A de orden n x m. Llamaremos Operaciones Elementales
Filas (OEF) sobre A a cada una de las siguientes operaciones con filas de la matriz A.

1. Denotamos Fj; al intercambio solamente de la fila ¢ con la fila j.
2. Denotamos F;(r) al reemplazo de la fila i por r veces la fila i, con r # 0.

3. Denotamos F;;(k) al reemplazo de la fila i por la suma de la fila i mds k veces la fila
J, con i # j.
4. Denotamos C; al intercambio solamente de la columna i con la columna j.

5. Denotamos C;(r) al reemplazo de la columna i por r veces la columna i, con r # 0.

6. Denotamos C;;(k) al reemplazo de la columna i por la suma de la columna i mas k
veces la columna j, con i # j.

Notacién. Si A, B son matrices de orden n x m y B se obtiene desde la matriz A efectuando
sobre ésta la operacién elemental E, entonces anotamos

AXB o AL B
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Ejemplo 24 Sea

-1 -2 -1 2
A= o 4 3 7
2 5 0 -1

ejemplifiquemos las distintas operaciones elementales

1 -2 -1 2
AoliQ) -6 4 3 7
2 5 0 -1
1 -2 -1 2
F51(-2) -6 4 3 7
— 0 9 2 -5
1 -2 -1 2
Fn (6) 0 -8 -3 19
— 1o 9 2 -5
_ 1 L -1 2
CQ(_?” 0 i—3 19
0 =2 2 -5

Observacion. A partir de la matriz identidad podemos formar las siguientes matrices no-
tables.

1000 1000
0100/ Cas(-2 0100]|
0010 — 2010 = B2
0001 000 1]

100 10 0]

01 0| ™2 01 0| = FE5(-2)

—

00 1 -2 0 1 |

100 10 0]

010 Fﬂ?) 6 1 0| = FEy(6)

00 1 001
1000 1 00 0]
01 00| Cy(=3) |0 -3 00| _ 1
0010 — 0o 010]| = P23
0001 0 00 1]



24 CAPITULO 1. MATRICES

que para el ejemplo anterior cumple con

-1 -2 -1 2 é ? 8 8 1 -2 -1 2]
0 4 3 7 o010 = |6 4 3 7
2 5 0 -1 000 1] 2 5 0 -1 |
1oo0][ 1 -2 -1 2] [ 1 -2 -1 2]
010 -6 4 3 7| = |-6 4 3 7
-2 0 1] [ 2 0 —1 | 0 9 2 —5 |
roo][ 1 -2 -1 2] [ -2 -1 2]
6 1 0 -6 4 3 7| = |-6 4 3 71
001][ 0 9 2 -5 0 9 2 —5 |
1 -2 -1 2 é _8 8 8 1 1 -1 2
-6 4 3 7 o 010l =10 1319
_ -9 _
0 9 2 -5 0 001 0 2 2 -5
finalmente
(1.0 0 100][-1 -2 -1 2 ! ? 8 8 é _8 8 8
6 10 010 0o 4 3 7 8
001 -2 0 1 2 5 0 -1 2010 0 010
L 0001 0 001
1 1 -1 2
0 1 -3 19
0 2 2 -5

Definicién 21 Una Matriz Elemental (ME) de orden n es la matriz identidad I,, luego de
efectuarle una operacion elemental fila y la anotaremos del siguiente modo

L%E; 1, ek 1" B

1

SO+ OO+ OO

0 010
it 00| =FEp
0 1
0
k
1

]

3

w

—

Ey

~
O =

O =R O OO OO
_ o O = OO = O
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Teorema 22 Sea A matriz de orden m X n, si denotamos por L(A) la matriz de orden m xn
resultante de actuar sobre A la operacion elemental L, se tiene

1. L(A) = E;; - A, donde L es Fj;.

2. L(A) = Ey(r)- A, donde L es Fi(r), r#0
3. L(A) = E;j(k)- A, donde L es Fi;(k).

4. L(A) =A-E;, dondeL es Cj;.

5. L(A)=A-Ey(r), dondeL es Ci(r), r#0
6. L(A) = A-E;i(k), donde L es C;;(k).

Observacion. El teorema anterior se puede generalizar del siguiente modo.

Teorema 23 Sean A, B matrices de orden m x n, si desde A se llega a B con operaciones
elementales filas o columnas, que enumeramos por orden de ejecucion, distinguiendo filas
de columnas, entonces existen Matrices Elementales filas Ey, Es,--- | E, de orden m x m y
existen Matrices Elementales columnas EY, EY, -+ | E" de orden (n,n) tales que

(EtEt—l T E2E1) A (EiEé T E;—1E;) =B

Observacion. En las condiciones del teorema anterior tenemos que existen matrices P, ()
tal que
PAQ =B

en los préximos teoremas se demostrard que estas matrices son regulares.
Teorema 24 Toda Matriz Elemental es reqular

1. B;' = E;

2. E;Nr) = Ey(r~), conr #0

3. E; ;' (k) = Eij(=k), coni#j

Observacion. Teniendo presente los teoremas anteriores tenemos que toda matriz que se
pueda escribir como producto de matrices elementales es regular.

Definicién 25 Sean A, B matrices en M,,xp.

1. Se dice que A es Equivalente por Fila a B st y solo si B se obtiene por un nimero

finito de operaciones elementales filas. en tal caso se denota por A -, B.

2. Se dice que A es Equivalente por Columna a B si y sélo si B se obtiene desde A por un
. . , c
numero finito de operaciones elementales columnas en tal caso se denota por A — B.
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3. Se dice que A es Equivalente a B st y sdlo si B se obtiene desde A por un nimero
finito de operaciones elementales en tal caso se denota por A — B.

Observacion.

A es equivalente por fila a B implica que existe una matriz regular P tal que PA = B.
A es equivalente por Columna a B implica que existe una matriz regular @ tal que AQ = B.

A es equivalente a B implica que existen dos matrices regulares P, () tal que PAQ = B.

Teorema 26 En M, la relacion ., tiene las siguientes propiedades:

F
Es reflexiva: Para toda A € M,,x, se tiene A — A

F F
Es simétrica: Para toda A, B € M,,x,. Si A — B entonces B — A.

F F F
Es transitiva: Para toda A, B,C € M,,»,,. Si A — B y B — C entonces A — C.

Teorema 27 Sea A en M,,.

F
1. Si A es equivalente por fila a la identidad, A — I,,, entonces A es producto de matrices
elementales.

2. Si A es producto de matrices elementales entonces A es reqular.

C
3. Si A es equivalente por columna a la identidad,A — I,, entonces A es producto de
matrices elementales.

4. Si A es equivalente a la identidad, A — I,, entonces A es producto de matrices
elementales.

5. Si A es regular entonces A es equivalente por fila a la identidad.
Corolario 28 Las siguientes proposiciones son equivalentes:

1. A es equivalente por fila a la identidad.
2. A es producto de matrices elementales.

3. A es reqular.

Corolario 29 Sean A, B matrices cuadradas de orden n.

1. Si A es singular y A iR B, entonces B es singular.

2. Si A es singular y A <, B, entonces B es singular.
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3. Si A es singular y A — B, entonces B es singular.

Demostracién. Por transitividad de la implicancia tenemos que

A es regular — A iR I,
lo cual es equivalente
A no es equivalente por fila I,, = A es singular.

Usando la simetria y transitividad de la equivalencia por fila tenemos que B no es equi-
valente por fila a la Identidad, luego B es singular.

Observacion. El teorema anterior nos entrega un método para determinar la inversa de
una matriz regular mediante operaciones elementales.

Construyamos una nueva matriz de orden n x (2n) dada por [A|[,] y realizemos sobre
ella las operaciones elementales necesarias para obtener a partir de Ala matriz identidad, es
decir

[Aln] — [1n|B]

entonces en B tenemos efectuadas todas las operaciones que se realizarén a A, y por lo tanto
BA=1,

luego
B=A"1

Si operamos por columnas, entonces el procedimiento es andlogo pero actuando sobre la

matriz de orden (2n) x n,dada por l } y recordando que la matriz elemental columna

L,
post-multiplica a A.

Atn no disponemos de un método que permite saber anticipadamente si una matriz es
regular o singular.

Teorema 30 Si A es una matriz de orden n con una fila o columna de ceros, entonces A
es singular.

Demostracion.
a) Supongamos que f;(A) =0 y como para cualquier B € M,, se tiene

fi(AB) = fi(A)B = 0B =0,

entonces AB # I,,, para cualquier B € M,,, por lo tanto A no es regular.
b) Supongamos que ¢j(A) =0 y como para cualquier B € M, se tiene

CJ(BA) = BC](A) = B0 = 0,

entonces BA # I, para cualquier B € M,,, por lo tanto A no es regular.
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Corolario 31 Sean A, B € M,,.
St A — B y alguna fila o columna de B es cero entonces A es singular.

Ejemplo 26 Las siguientes matrices son singulares

1 00
a) |00 0
000
1 20
b) |2 -1 0
1 90
1 2 -1
c) | -21 3
00 O

Ejemplo 27 Hallar, si existe, la inversa de A =

O~ -
—_ O N
O — O

Solucién. Usando Operaciones Elementales Filas, determinemos la inversa de A.

1 2 6|1 0 0 N 10 110 1 0
1 0 1/0 1 0 Fiy 0 1 2(0 0 1
001 20 0 1] R, 1 2 6|1 0 0
1 0 1/0 1 0] N 1 0 1]0 1 0
0 1 2(0 0 1 Fai(—1) 0 1 2(0 O 1
|1 2 6[1 0 0] my-2 L0 0 11 -1 =2
(1 0 1|0 1 0 N 10 0[-1 2 2
0 1 210 0 1 Fa3(—2) 0 1 0|-2 2 5
00 1|1 -1 =2 Fis(—1) 0 0 1 1 -1 =2
Luego A es regular y
-1 2 2
Al=| -2 2 5
1 -1 =2
1 2 3
Ejemplo 28 Hallar, si existe, la inversa de B= | —1 0 5
01 2
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Solucién. Usando Operaciones Elementales Filas, determinemos la inversa de B.

1 23[/1007] _ [123[100
-1 0 5|0 1 O 0 2 8|1 1 0
o1 200 1Mo 1 200 01
12 3[100]__[123|100
0 2 8|1 1 O 2 01 2|0 0 1
_012001_12028110
12 3|1 007 _, 10 —1]1 0 -2
0 1 270 0 11 py-2 (01 2700 1
[ 002 81 1 0] Fy(-2) LO O 4]1 1T -2
realizando las operaciones elementales F' 13(}1), Fi3(1), F53(—1) obtenemos
1 0 -1]1 0 -2 100 2 1 =2
01 200 1|—|010 -1 -3 2
00 4|1 1 -2 00 1| 3 1 —3
Luego B es regular y
5 1 5
1 1 T2
Bl=|- -1 2
1 1 _1
4 4 T2
1 2 3 4
Ejemplo 29 Hall , existe, la @ de C' = > 67 8
jemp allar, si existe, la inversa de C = 010 11 12
13 14 15 16

Solucién. Usando operaciones elementales filas, calculemos la inversa de C.

Usando el corolario anterior, concluimos que C' es singular.

3
-8
11

—24

1 2 3 4100 0 12
5 6 7 80100 — 0 —4
0 10 11 12 0 0 1 o | Fa(=5) |0 10
|13 14 15 16 0 0 0 1| ful=13) | ¢ —12
1 2 3 4 1000 12
0 —4 -8 —12 -5 100]| — |0 —4
0 10 11 12 0 0 1 0| Fy(-3) |0 10
[0 —12 —24 36 —13 0 0 1 0 0

3
-8
11
0

4
—12
12
—36

4
—12
12

0

29

— o O O
—_—o oo b—mm——

O = OO

Definicién 32 Una matriz E de orden m x n se dice Escalonada Reducida por Fila si y

sdlo si

1. El primer elemento no cero de cada fila (no nula) es 1 y la columna en que aparece es

columna de la matriz identidad I,, (los demds coeficientes de la colunma son ceros).
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2. Las filas nulas (si las hay) van abajo, es decir las primeras r columnas son no nulas y
las restantes m — r son nulas.

3. Si los unos, con que comienza cada fila no nula estdn en las posiciones

(1,C4),(2,Cy),- - (r,C,), entonces
Ci<Cy<---<C,

Observacién. Las matrices Identidad y Nula son siempre matrices Escalonada Reducida
por Filas

Ejemplo 30 Las siguientes matrices son ejemplos de Matrices Escalonadas por Filas.

1 2 30
1. | 0 0 0 1 | Aquitenemos Cy =1,Cy =4.
|00 00
(1.2 0 0 2
2 0 01 0 1| AguitenemosCy=1,Cy=3,C3=4.
| 00010
(01 -1 0 400
00 01200 ) B _ B
3 00 00015 Aqui tenemos Cy = 2,0y = 4,5 = 6.
(00 00000

Teorema 33 Toda matriz A de orden m X n es equivalente por fila a una tunica matriz
FEscalonada Reducida por Fila E.

Demostracién. La prueba que damos es “constructiva”: desarrollaremos un procedimiento
ordenado para obtener la forma Escalonada Reducida por Fila de cualquier matriz no nula.

1) Consideremos aji, si a;; = 0, entonces consideremos, as;, asi, etc., hasta encontrar
algin a;; # 0.

Si ¢1(A) = 0 entonces consideremos a2, el primer elemento de la segunda columna, que
de ser cero nuevamente nos obliga a buscar en la misma columna algiin elemento no nulo. De
no enconstrarse algin elemento distinto de cero en la columna 2, repetimos el procedimiento
en la columna siguiente y asf sucesivamente hasta encontrar algin a;; # 0.

Tal elemento debe existir pues de lo contrario la matriz A seria nula.

2) Una vez localizado el primer elemnto a;; # 0 aplicando sobre A la Operacién Elemental
Fila F; (%) y luego si i # 1 realizamos Operacién Elemental Fila Fy; dejando asf un 1 en
la posicion (1, j).

3) A la matriz ya modificada se le aplica las siguientes Operaciones Elementales Filas
Fy1(—ak;), para todo k > i, con lo cual la columna j queda reducida a un 1en su primer
posicién y Oen todos los otros lugares.

4) A continuacién consideremos en las columnas siguientes el mismo proceso de busque-
da, es decir, a partir de la columna j + 1 y de la segunda fila. Si el coeficiente de la posicién
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(2,7 4+ 1) es nulo entonces reiniciamos el proceso indicado en 1), una vez encontrado el
elemento no cero aplicamos 2) y 3). Volviendo asi sucesivamente a 4).

Observacion. La demostracion del teorema anterior es programable fiacilmente en computa-

dor. El lector con experiencia en programacion , puede construir un diagrama de flujo de la
demostracion.

Ejemplo 31 Hallar la forma FEscalonada Reducida por Fila de la Matriz

O O O O
=N O
W w oy O
i C =)
N = D =
_ o O =
N = s =

Solucién. Seguiremos el procedimiento de la demostracién del teorema 33
Consideremos el orden de busqueda, el primer elemento no nulo es as. Aplicando las
Operaciones Elementales Filas Fg(%) y Fis obtenemos

013100 2 013100
0000T1T11 — 000011

0131101 fEY) 1000010 -1
0131212 a1 {o00021 o0

Seguimos buscando en el orden establecido, el primer elemento no nulo, este es as; = 1

013100 2 01310 0 2
000011 1 — 00001 1 1
000010 —1] FED 100000 -1 -2
000021 o F2=2 looo0oo0o0 -1 -2

El elemento ahora es azg = —1
01310 0 27 F-1) 013100 2
00001 1 1 — 000010 —1
00000 -1 —2| Fp(=1) 000001 2
00000 -1 2] Fp(-2) [0000O0O0 O

Asi la matriz Escalonada Reducida por Fila de A es

013100 2
000010 -1
000O0O0OT1T 2
000O0O0OO0 O

Corolario 34 Si A es de orden n y su Escalonada Reducida por Fila E, no tiene filas nulas
entonces ' = 1I,,.
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Observacion. Dada una matriz A de orden m X n podemos obtener su matriz escalonada
reducida por fila E, que tiene r filas no nulas, las cuales son columnas de la matriz I,,. Si
a F aplicamos Operaciones Elementales Columnas ocupando los unos de cada fila no nula,

entonces tenemos L 0
0 0 an'

Teorema 35 Si A es una matriz de orden m xn, no nula, entonces existe un entero positivo
r tal que
I, 0
A " :

Teorema 36 Si A es una matriz de orden n, entonces las siguientes tres proposiciones son
equivalentes:

1. A es reqular
2. A es equivalente por fila a la Identidad
3. A es producto de matrices elementales.

Demostracién. Solamente probamos que (1) implica (2).

Supongamos que A es regular, luego podemos obtener su matriz escalonada reducida por
fila F asociada a A.

Si E tiene una fila nula entonces E es singular luego por corolario 31 tenemos que A es
singular, lo que es una contradiccién.

Por lo tanto E no tiene filas nulas y por corolario.34 tenemos que A es equivalente por
fila a la identidad.

Teorema 37 Si A, B son matrices de orden m X n, entonces:
1. A es equivalente por fila a B si y sdlo si existe una matriz reqular P tal que PA = B.

2. A es equivalente por Columna a B si y sdlo si existe una matriz reqular ) tal que
AQ = B.

3. A es equivalente a B si y solo si existen dos matrices requlares P, () tal que PAQ = B.

4. FExiste una matriz P reqular de orden m tal que PA es Escalonada Reducida por Fila
de A.

5. 81 A # 0, entonces existen un entero positivo ry matrices P, Q) requlares tales que
I. 0
PAQ =
-l 0l

Teorema 38 Sean k,r enteros positivos tales que r < min{m,n}, k < min{m,n} entonces

Iy 0 — I 0 sty solosik=r
O 0 mXxXn 0 0 mXxXn y B
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Demostracién.
Slk—rentonces{o O} —[0 0] luego[o O] —){O 0] )
mXn mXxXn mXn mXn
Si [ ék 8 } — { ér } entonces por teorema existen matrices Py () regulares
tales que e e
I, O B I. 0
Plo ole - |v o]
Ik 0 _ [7- 0 -1
Ple ol =10 ole

Comparando columnas tenemos
PP Ly 0 _ | L 0 Q1 Q2
Py Py 0 0 0 0 Q3 Q4
PO | Q1 @
P 0 0 0
Supongamos k£ > r entonces n — k < n — r luego P; = 0, Ademéds P, tiene maés filas y
columnas que 1 y que () luego de la igualdad se concluye que P; al menos tiene una fila

nula. O sea, por Teorema 10 P, es singular.
Si P, es de orden k y singular por observacién del Teorema 11 sabemos que si F; es su

Escalonada Reducida por Fila, ademds F; es equivalente a [ és 8 } , con lo cual obtenemos

P P . I, 0 P

P Py 0 0 P
Luego P es equivalente a una matriz singular ya que tiene una columna nula, por lo tanto
P es singular lo que es una contradiccién.

Ahora supongamos k < r entonces ()2 = 0. Ademds (), tiene mas filas y columnas que
P, y que P, luego de la igualdad se concluye que (); al menos tiene una fila nula.

Q@ Q| _| & 0
@3 Q4 Qs Q4
Por lo tanto @) tiene una fila nula, luego @) es singular, lo que es una contradiccion.

Corolario 39 S5i A es una matriz de orden m X n no nula, entonces:

1. Existe un tnico entero positivo r tal que

I, 0
0 0
imwvariante de A, respecto de operaciones elementales.

2.5%A — B yA — entonces B — ér 0 }, es decir, “r’ es un
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Observacion. El Teorema 38 y corolario 39 constituye la culminacién del tema de equi-

valencia de matrices de nuestro texto, pues permite establecer que cada matriz A,,, tiene

asociado un entero positivo “r” tnico e invariante respecto de Operaciones Elementales.

Definicién 40 Sea A una matriz de orden m x n, se define el rango de A igual a r

(Rg(A) =) siy sdlo si A — [ éT 8]

Observacién. Haciendo uso de la definicién anterior podemos reescribir el teorema anterior.

Proposiciéon 41 Dada A una matriz de orden n

A es regular si y sélo st Rg(A) =n

Proposicién 42 Dadas A, B matrices de orden (m,n).

A — B si y sdlo si Rg(A) = Rg(B)
Ejercicios:

1. Dada las matrices

1 31 1 3 -1
A=12 5 3|, B=|2 2 8
1 21 1 2 2
Determinar la Inversa de A y B si existe.
2. Dadas las matrices
a1
1 9 1 1 2 2 —1
1 -1 2 1
Calcular la Inversa de A y B, si existe.
3. Sean
1 2 -1 2 3 121 -2 3
A=12 3 1 24|, B=1]23 21 4
34 -2 15 34 3 4 5

Determinar el Rg(A) y Rg(B).
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1.3. Determinante

Definicién 43 Asociado con cualquier matriz cuadrada A = [a;;] de orden n definimos el
determinante de A, por recurrencia, como el nimero obtenido del siguiente modo:

1. Sin =1, es decir, A = [a] entonces |A| = a

2. Sin > 1, entonces

11 Q2 -+ Aip
a21 Q22 -+  Q2n - .
Al=| T =) (=) ay Ay
. . . . j:l
anp1 Ap2 - Ann

donde |Ayj| es el determinante de la submatriz, de orden n — 1, obtenida desde A al
eliminar la primera fila y la j—ésima columna.

Ejemplo 32 Veremos los casosn =2 yn =3

ail aiz
1.

= Q11022 — Q12021
G21 QA22

ailz aiz2 Aais

2 o Q22 a23 21 Q23 21 Qa22
.| G21 G2 G23 | = G171 — 12 + a3

a3z Aa33 a31 ass a3; a3z

az1 aszz 33
= CL11(CL226L33 - a32a23) - 6112(61216133 - a23a31) + 013(a21a32 - CL316L22)

= 11022033 + Q12023031 + 13021032 — (11032023 — (12021033 — (13031022

ay 0 .- 0
. ‘ 0 agy --- 0

Ejemplo 33 Si A = Dlaj1, a0, , ] = . o ) entonces
0 0 --- ap,

|A|l = aj1a2 -+ - Gy
Teorema 44 Sea A una matriz cuadrada de orden n.
1. |A] = |AY.
Si todos los coeficientes de cualquier fila o columna son ceros, su determinante es cero.

Si intercambiamos dos filas o columnas, el determinante cambia de signo.

RIS

St multiplicamos por un nimero r todos los elementos de una fila o columna el deter-
minante queda multiplicado por r.

5. Si los correspondientes coeficientes de dos filas o columnas estdn en una razon
constante, el determinante es cero.
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Si expresamos cada coeficiente de una fila o columna como la suma de dos términos, el
determinante es igual a la suma de dos determinantes en cada uno de los cuales falta
uno de los sumandos de cada coeficiente de aquella fila o columna.

aq (05} as a; ag as a; a9 das
En particular: | by +c¢1 ba+co b3+c3 |=| by by b3 |+ | c1 c2 c3
dr dy ds di dy dj di dy ds

Si se sustituye cualquier fila o columna por la suma de ella mds k-veces otra fila o
columna, el determinante de la matriz no cambia.

|In| =1

|Fj| = |Cij| = —1; |Fi(r)] = |Ci(r)| = r; |Fij(k)| = |Cii (k)| = 1, con k,r escalares
cualesquiera (inclusive cero).

Corolario 45 Sean A una matriz y E1, Eo, matrices elementales, todas de orden n, entonces

~

2
3
4
5

|EAl = |Ev[|A] = [A][Er] = [AE, ]

|ELEs| = |Ey| | Ey| = | By | EL| = [Ex By

Al = — |Fj;A|.
|Al = | F;(k) Al
Al = L|E(r)Al.

Teorema 46 Sea A una matriz cuadrada de orden n. La matriz A es reqular si y solamente

si |A| # 0.

Demostracién. Sea A una matriz regular, por teorema 36

A: F1F2F3"'FS

Por corolario anterior tenemos

Al = [Fy] | Fof | Fs[ - - - | F]

Por teorema 44, el determinante de una matriz elemental es siempre distinto de cero. Luego
Al # 0.
Sea F4 la Escalonada Reducida por Fila de A, luego existe P regular tal que

PA = FEy
|PIA] = |E4|
|[Eal # 0,

y E 4 es la matriz identidad (de lo contrario E4 tendria una fila de ceros y |E4| = 0, lo que
implicarfa |A| = 0) asi PA = I, esto significa que A es una matriz regular.
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Teorema 47 Sean A, B matrices de orden n.

|AB| = |A|[B|
Demostraciéon. Sean A, B matrices regulares de orden n

Caso I Supongamos que A es regular por teorema 36

A=FFEF;---F

Por corolario tenemos

|AB| = |Fi||F||F5|---|Fy||B|
|AB| = |F1FyF3--- Fy||B]
|AB| = |A[|B].

Caso II Supongamos que B es regular, por teorema 36 tenemos

B=FFF...F

Por corolario obtenemos

[AB| = |Al[Fy| [F5] [Fy| - [F]
[AB| = [A[|F{F3F; - F]
|AB| = |A]|B].

Caso III Supongamos que A, B son singulares, entonces por teorema anterior las matrices
singulares tienen determinante cero. Sea 4 la matriz escalonada reducida por fila de
la matriz A con la ltima fila nula,

A=FFF;--- F.Fy.

Luego
|AB| = || [Fa| |F5| - - - | Fy| |EaB .

La tultima fila de E4B es nula, ya que

fu(EAB) = fu(E4)B =08 = 0.

Finalmente obtenemos que |E4B| = 0, y asf

|AB| = 0 = |A][B].
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Teorema 48 Sean i, ] dos enteros positivos tales que 1,7 < n, y A una matriz de orden n

entonces

n

D (1) Hay; | Ayl

k=1

|A]

j-ésima columna fija

n

D (1) ay | Ayl

k=1

i-ésima fila fija

Donde A, es la submatriz que se obtiene a partir de A al eliminar la i-ésima fila y la
k-ésima columna.

Ejemplo 34 Hallar |A| si

223 0
105 -1
A= -7 1 2 2
2 01 -1
Solucién. Desarrollando por la segunda columna
1 5 -1 23 0 23 0 23 0
Al =-2| -7 2 2|40 -72 2|—-1|{15 —-1|4+0] 1 5 -1
2 1 -1 21 —1 21 -1 -7 2 2
1 5 —1 23 0
==2|-72 2|-1|1 5 -1
2 1 -1 21 -1
=—2(=8) —1(—11) =27
Ejemplo 35 Hallar |A| via Operaciones elementales si
223 0
105 -1
A= -7 1 2 2
2 01 -1
Solucién.
16 0 -1 —4
= 1 0 5 -1
A
4] Fis(=2)| -7 1 2 2
20 1 -1
16 -1 —4
=—1 1 5 -1
2 1 -1
Fi3(1)
Fos(—5) 18 0 =5
= -1-9 0 4
2 1 -1
18 -5
—'_9 4‘—72—45—27
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Definicion 49 Dada una matriz A cuadrada de orden n, se define la matriz adjunta de A,
. i+j !
Adj(4) = [((=1)714,0),]
Teorema 50 Para toda matriz A de orden n se cumple
A-Adj(A) = Adj(A)- A=|A|I,

Observacion. El teorema anterior permite desarrollar otro método para obtener la inversa
de una matriz regular, llamado método de la adjunta.

Corolario 51 Si A es una matriz reqular entonces

JE.

= g AdA)

Ejemplo 36 Hallar, si existe, la inversa de A por método de la adjunta.

1
A= 0
2

S W N
[\

Desarrollo. Primero calculemos |[A] = (=34 0—-8)— (6 +0+0)=—-5#0

donde
3 2 0 2 0 3
C11 = 0 _1‘:—33012—— _9 _1‘:—4;613—' 9 0‘26;
2 1 1 1 1 2
021:—‘0 _1‘_2;622 ‘_2 _1‘_1;023——‘_2 0’:—4;
2 1 11 1 2
C31 = 9 _1'—17032 - 02‘——27033—‘0 3‘—3,
-3 -4 67" [-3 2 1
Adj(A) = 2 1 —4 = -4 1 =2
1 -2 3 6 -4 3
Luego

|
O QU | DNOUT | =

o
L
|
s
&
~—
~
S~—
|
Tloutkot|w
|
GUBO U N
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Ejemplo 37 Hallar, si existe, la inversa de A =

o> O R
o~ O
o

Calculemos su determinante

\A|—a“ 2}—0“} Hw[g é]—aQ—bQ
1
0

1 0 0 0 0
|A11| = 0 a = a |A12| = —‘ b a = 0; |A13| = ' b =—b
0 b b 0
|A21’——'0 a —O;‘A22|: cg a 202—52; ‘A23‘: cg O':Oa
0 b b 1 0
‘A31’— 10 _—b;‘A:’,z’:— 8 0’—03|A33‘—‘0 a':(l
luego
1 a 0 —b
Al R 0 a>—b 0 |,cona®—0b*#0
ar = —b 0 a

Observacion. El método de la adjunta es més conveniente para invertir matrices con ele-
mentos literales.

Ejercicios:

1. Dadas las matrices

I » 2 s 3
1 9 1 1 2 2 -1
1 -1 2 1
Calcular su Determinante.
2. Sean
1 2 -1 2 3 1 21 -2 3
A=12 3 1 24|, B=12 3 21 4
34 -2 15 343 4 5
Calcular el determinante de AB' y BA".
3. Sean
1 2 3 1 2 1 1 2 -1
A=1|2 3 4 B=|3 -1 2 C=| -1 -1 2
3 4 6 2 1 -3 1 5 2

Determinar la matriz Adjunta para cada una de las matrices dadas.
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1.4. Sistemas de Ecuaciones Lineales

Recordemos que K denota uno de los siguientes cuerpos R, C o Q.
Una FEcuacion lineal de n variables o incégnitas es una igualdad de la forma

a1r1 + aoxo + a3T3 + cooeennn.l. +apxy, =0
donde aq, as, ............ ,a, y b son constantes en Ky zq, x9,.......... , T, son variables en K.
Las constantes aq, ao, .......... ,a, son llamadas coeficientes de la ecuacién y las variables
L1, T2, cenennnn. , T, son las incognitas de la ecuacién.

Matricialmente la ecuacién puede escribirse

[al ag -+ an] |l =1[0].
Tn
El conjunto solucién S de la ecuacién, consiste de todas las n — uplas en K (o matrices

X en M,«1(K)) tales que al sustituir por sus componentes las respectivas incégnitas, la
igualdad es verdadera, es decir,

aq
S = (041,042,...,0471)6]]{” / [al g - an} :[b]
(79
o bién
aq o
S = € Mnxl(K) / [ a; Qs an, } = [b]
oy, o,

Un sistema de ecuaciones lineales de n variables, es un conjunto finito de ecuaciones
lineales de n variables cuyas incégnitas son comunes.
Asi entonces

A11T14+G12T2 + =+ * + Q1pTy = b

21014+ A22T2 + ++ + + G2, Ty = by

Am1T14+Am2T2 + -t apnT, = bm
o bién

11 A12 Q1n T by

Q21 A22 Q2n, X2 by
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es un sistema de m ecuaciones lineales de n incégnitas. Matricialmente se escribe como
Amsn + Xux1 = Bmx1, donde A es la matriz de coeficientes, B es la matriz constante y X
es la matriz incognita.
Otra forma de anotar un sistema de ecuaciones, es mediante una matriz aumentada, esta
es
[A|B]

mx(n+1)

donde A y B son las matrices anteriormente definidas.
El conjunto solucion S del sistema de ecuaciones lineales es la interseccién de los conjuntos
soluciones de las ecuaciones lineales que lo componen.

Asi,

S=5NSNSsN...NS,,

donde cada S; es el conjunto solucién de la i-ésima ecuacién del sistema.
Es importante destacar, que el conjunto solucién S de un sistema de ecuaciones lineales
puede ser descrito como sigue

(0%} a1
S = € Mn><1<K) / Amxn = Bm><1
(07% 7
o bién
631
S = (Ckl,"' 7an) e K" / Amxn :Bmxl
Ay,

Usamos indistintamente las dos formas adecudndolas a los desarrollos més cémodos del
sistema y a las particularidades del problema que se esté resolviendo.

Definicién 52 Diremos que dos sistemas de ecuaciones lineales son equivalentes si y sdlo
st tienen el mismo conjunto solucion.

Especial importancia tienen en el estudio de los sistemas de ecuaciones lineales, ciertas
transformaciones u operaciones elementales que pueden realizarse en ellos sin que se altere el
conjunto solucién, o sea, de modo que el nuevo sistema obtenido sea equivalente al original.

Teorema 53 Un sistema de ecuaciones lineales admite las siguientes transformaciones man-
teniendo (invariante) su conjunto solucion.

1. Si dos ecuaciones se intercambian.
2. Si una ecuacion es multiplicada por un escalar no nulo.

3. Si una ecuacion es reemplazada, por ella mds k veces otra ecuacion.
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Demostracién.

1. Inmediato, por la conmutatividad de la interseccion.

2. En este caso basta demostrar que la ecuaciéon multiplicada por el escalar no nulo tiene
el mismo conjunto solucién que la original, hecho que es directo por las propiedades de las
igualdades en K.

3. Dado el sistema

11214012T2 + *++ + A1 Ty = b
217140222 + ++ + + A2, Thy = by
Am1T14+Am2T2 + -+ AT, = bm

Consideremos la operacién elemental consistente en reemplazar la ecuacién j por la suma
de k veces la ecuacién ¢ més la ecuacién j. Puesto que todas las ecuaciones salvo la “j” son
las mismas en ambos sistemas (el original y el transformado), serd suficiente demostrar que
las soluciones de los sistemas de ecuaciones formados por las ecuaciones 7 y j de los sistemas
original y transformado son iguales, o sea, basta demostrar que si:

S es solucion de

1) an@i+ e + ajpx, = b;
2) 1T F + ajpx, = b;
y
Ss es solucion de
1) (e e + Qinx, = bl

3) l{?(lill'l + Qi1 + ...+ kain + Qjinln = lsz + bj

entonces S; = S,.
Por lo tanto la operacion realizada en el sistema no altera el conjunto solucién.

Observacion. Dada la correspondencia evidente entre las Operaciones Elementales Filas y
las operaciones elementales de equivalencia entre sistemas de ecuaciones de este teorema se
concluyen los siguientes corolarios.

Corolario 54 Dos sistemas de ecuaciones son equivalentes st sélo si tienen matrices au-
mentadas equivalentes por fila.

Definicién 55 Sea AX = B, un sistema de ecuaciones.

Diremos que un sistema es inconsistente st y sélo si su conjunto solucion es el conjunto
vacto.

En caso contrario diremos que el sistema es consistente.

MR

Ejemplo 38 Resolver
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Solucion. La matriz aumentada del sistema es

1 21 Fgl(_;2)121
2 1 3 0 -3 1

01 -1
Fo-2) [ 1 0 2
01 —3

Luego el conjunto solucién es

Ejemplo 39 Resolver
1 2 x| |1
2 4 y| |3
Solucién. La matriz aumentada del sistema es
1 2 1 |21 21
H
2 4 3 0 01
En este caso tenemos que la segunda ecuacion del sistema es

Oz +0y =1

que es una contradiccién.
Por lo tanto, el conjunto solucién es

S=¢

Ejemplo 40 Resolver los sistemas:
r+y—z =1 r+y—z =1
20 —3y+2z =2 20 -3y +22 =2
3r—2y+z =3 d3r—2y+z =0

Solucién. Se observa que ambos sistemas tienen la misma matriz de coeficientes pero difer-
entes matrices aumentadas

1 1 -1
A=12 -3 2
3 =2 1

Resolvamos el primero escribiendo paralelamente la matriz aumentada:

r+y—z =1 1 1 -1 |1
20 —3y+22z =2 2 -3 2|2
3r—2y+z2 =3 3 =2 113




1.4. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 45

hacemos Fy (—2) buscando la Escalonada Reducida por Fila de la aumentada

rry—z =1 1 1 —1]1
—by+4z =2 0 =5 410
dr—2y+z2z =3 3 -2 113
hacemos F3;(—3)
rty—2 =1 1 1 —1]1
Sy+4z =0 0 -5 4]0
By+dr =0 0 -5 40

hacemos Fsp(—1), Fp(F)

r+y—z =1 1 1 —-111
y—31z =0 01 —310
0 0 0 O 010
finalmente hacemos Fia(—1)
T — %z =1 1 —% 1
i, _ 1
0 =0 0 0 010
Ahora leemos las soluciones:
r =1+ %z T 1 %
Y :0+§z osea | y | =10 ] +z2 %
z ==z z 0 1
y el conjunto solucién es
1
1 z
S = 0|+z|z|lzenR
0 1

que geométricamente es una recta en R3que pasa por (1,0,0) con direccién (%, %, 1). La
variable z se dice independiente o libre (notese que en este caso solo aparece una sola variable
libre).

De inmediato notamos que no es necesario escribir las incégnitas x,y, z; el método es
buscar la Escalonada Reducida por Fila de la matriz aumentada, el sistema tiene soluciones
y tantas como z hay en R, o sea, para cada z en R que se use, el trio resultante es solucion;
luego hay infinitas soluciones.

Resolvemos el segundo sistema, hacemos los mismos pasos:

1 1 =117 Fu(=2) [1 1 —1] 1
-3 212 N 0 -5 4
3 =2 1|3 ] Fu(-3) [0 -5 4|3
1 1 -1 1 ]
Fya(—1) 0 -5 4| 0
H
0 0 0]-3]




46 CAPITULO 1. MATRICES

y llegamos sélo hasta aqui, puesto que al traducir la actual matriz aumentada a su forma
de sistema queda en evidencia que se busca un (z,y, z) que cumpla con las tres siguientes
ecuaciones:

r + y - z =1
— by 4+ 4z =0
Or + Oy + 0z =-3

No hay solucién (x,y, z) que las cumpla, asi, la solucién del segundo sistema es

T r+y—z =1
Sy = y [enR® 7 22-3y+2z =2|p =¢
z 3r—2y+z =0

Se observa que podriamos haber resuelto ambos sistemas al poner desde el comienzo:

1 1 —1]1]1 11
2 -3 21212 =101 -210]0
3 =2 11310 00

Puesto que al tener ceros en la tercera fila de la matriz de coeficientes y un valor distinto
de cero en la tltima fila de la quinta columna necesariamente tal sistema es inconsistente, o
sea Sy = ¢. Luego no considerando la quinta columna se sigue hasta hallar S.

Definicién 56 Dado el sistema
AX = B.
Diremos que el sistema es homogéneo si y sélo si B = 0. En caso contrario se dice que el

sistema es no homogéneo.

Observacién 1. Dado que

Amxn : 0m><1 - 0m><1

todo sistema homogéneo
Amxn : Xn><1 = Omx1

es consistente.
Observacion 2. Si A es regular entonces el sistema
AX =B

tiene solucién tinica dada por X = A~! - B, luego el sistema es consistente.
Esta solucién la podemos determinar usando el siguiente teorema.

Teorema 57 (Regla de Cramer) Sea A = [a;j], matriz de orden n, B en R" tal que
A = |A| # 0 entonces el sistema AX = B tiene tnica solucion X = (xq, ......... Tn) Y
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Ay
Ty = N 1=1,2,.....,n, donde
T

columna i ésima
a11 by Q1n
21 by Q2

an1 bn Apn

Demostracion. )
Si A = |A| # 0 entonces A~ = ZAdj(A)

X=A"'B= %(Adj(A))B
lego 25 = — F(Ad(A))B = — (b1 Ags + oo + by Ani) = A
uegox,—Az 1) _A 1415 T eeeennn nm_A i

Definicién 58 Llamamos a /A determinante principal del sistema de ecuaciones.

Ejemplo 41 Resolver por Cramer, si es posible, el sistema:

X1 — X9 + T3 =7
—$1+2JI2—J,‘3 =1
21]1—I2+173 =0

Desarrollo. La matriz del sistema es

1 -1 1
A= -1 2 -1/,
2 -1 1

cuyo determinante es [A] = (2+1+2) — (4+1+1) = —1 # 0, luego el sistema tiene tnica
solucion (z1, xa, x3),dado por

7 -1 1
=211 2 —1|=(-1)(13-6)=-7
0 —1 1
17 1
zo=-"L| -1 1 -1 |=(-1)(-13—(-5)) =8
2 0 1
1 -1 7
3= -1 2 1|=(-1)(6-27)=22
2 -1 0
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Ejemplo 42 Usando el método de Cramer (cuando proceda ) y el determinante principal del
sistema, discutir en qué casos existe minguna, una unica o varias soluciones para el sistema

ar+by+2z = 1
r+aby+z = b |cona,b reales.
r+by+az = 1

Encontrar las soluciones en cada caso.

Desarrollo.

A:

a

— = Q
SIS IS

1
1| =b(a*—3a+2) =bla—1)>*a+2)

a) Si A # 0 hay tunica solucién, estoesa # 1y b# 0y a # —2

y la solucién es (z,y, ) tal que

1 b1
b ab 1
|1 ba| a—abt+b-a
T A (a—1)2(a+2)
a 1 1
1 b 1
|1 lal  —24(a+1)b
4= A (a+2)(a—1)b
a b 1
1 b b
1 b1 a—>b
T A @-Da+2)

b) Si A =0, hay infinitas soluciones o ninguna solucién

Casoa=1

—

F

-1

—_ = =

b b
b 0
b 0

— =
—_ O =
o O =
O O =
O S

Luego, si b =1y a = 1 hay infinitas soluciones. Si b # 1 y @ = 1 no hay solucién.
Caso b= 0
1 0 0 0
0 0 a—1|-1
0 0 0 2

—

F

— = Q

0
0
0

Q = =

1
0
1

Luego si b = 0 no hay solucién.



1.4. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 49

Caso a = —2
-2 b 1 1 - 1 =26 110
1 —-2b 1 b 7 0 —3b 3|1+2b
1 b -2 1 0 0 0/2+b
Luego, si a = —2 y b = —2 hay infinitas soluciones. Si a = —2 y b # —2 no hay
solucion.
Resumen:

Sia#1,b#0ya# —2 entonces hay tnica solucién.

Sia =1y b=1 hay infinitas soluciones.

Sia=1y b+ 1 no hay solucién (conjunto solucién vacio).
Si b = 0 no hay solucién.

Sia = —2y b= —2 hay infinitas soluciones.
Sia=—2yb+# —2 no hay solucién.

Ejercicio 43 ;Es verdadero que si A es matriz de orden n y |A| =0, entonces AX =b no
tiene solucion? Justifique.

A continuacidn, se optimizan métodos que permitan encontrar el conjunto solucién de un
sistema de ecuaciones lineales (m x n), (m ecuaciones y n incégnitas). Para ello utilizamos
los corolarios del teorema 27, nos servimos de las operaciones elementales que preservan el
conjunto solucién, con el objeto de reducir los sistemas a otros equivalentes mas simples y
de los cuales pueda obtenerse su conjunto solucion.

Definicién 59 Liamamos Pivotear en la posicion (p,q) ( ap, # 0 ) a la matriz A = [a;;]
de orden (m x n), al proceso de aplicar Fp(ﬁ), Fip(—aig) coni # p parai = 1,2....... LM,
sucesiamente a la matriz hasta dejar su columna g como una columna de I,,. El coeficiente
ayq 7 0 se dice Pivote.

1 1 —-1|1
Ejemplo 44 Pivotear la matriz A en la posicion (2,3) donde A = 2 —4 212
-3 2 113
1 1 —-11|1 L 1 1 —1|1]
2 —4 2|2 | F Zii) 1 -2 1|1
-3 2 113 -3 2 13
Fi2(1) 2 —1 02 ]
— 1 -2 111
F3(—1) -4 4 0|2
Ejemplo 45 Resolver el sistema:
Ts + g =1
21’2 + 61’3 + 2I4 =4 en RG

T2 -+ 3[L’3 + Ty —+ Ts =
To + 3.1’3 + x4 + 21’5 + g =2
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Desarrollo. Consideremos la matriz aumentada, pensando en seis incégnitas x;

0000 T1T1]1 01310072
0 26 20014 . 0O 00O01T1]|1
013116011 0131101
0131212 01312112

Ahora pivoteando en la posicién (1,2), es decir, aplicando F3;(—1), Fy(—1) obtenemos

01310 0] 2 0131 0 o0f 2
00001 1| 1| |0 000/l 0]-1
00000 —1|-2 0 000 0 [1] 2
00000 —1/|-2 0 000 0O 0| O

Asi ya tenemos pivoteadas las columnas 2, 5, y 6.
Ahora las incégnitas correspondientes a columnas sin pivote son variables independientes.
Sean x1 = ki; w3 = ko; x4 = k3 asi:

Tog = 2—3]{?2—/{73
Ty = —1
Tg — 2

En términos matriciales:

U2 U3

T
T2
I3
Ty
Ty —
Te

+ ky +ky +ks3

N = OO NNO
DO OO0 O RS
oo, O RO

OO O = Wwo

donde k; son reales arbitrarios.
En este ejemplo x, = (0,2,0,0,—1,2) es una solucién particular del sistema.
El conjunto solucién resulta ser :

S = {.I'p + k’ﬂ)l + l{?Q’UQ + kg’l)g | k’l, k’g, kg en R} .

Existen tantas soluciones como trios de reales (ki, k2, k3). Por ejemplo si
(ky, kg, ks) = (V/3,—1,1) escogido arbitrariamente

T, +V3u — vy +vs = (V/3,4,-1,1,-1,2)
es otra solucién particular del sistema.
. Es (—8,3,0,—1,—1,2) una solucién del sistema?
Si, basta verlo en la Escalonada Reducida por Fila de la matriz aumentada, o si no hallar

$1:k1:—8
$3:k’2:0
1'4:]{'3:—1
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i Es(3,4,2,—1,0, 1) una solucién del sistema ?
No porque,
ki=x1=3ks =123 =2;k3 =14 = —1;

pero,

Observemos también, que la resolucién en R del ejercicio anterior exige usar una variable
x1 que no estd explicita en el sistema original. No escribir la primera columna (de cero) en
la resolucion, equivale a resolver en R® un problema diferente ya que se pierde un grado de
libertad (una variable independiente z1).

Ejemplo 46 Resolver

—I1 — I3 — 71'6 + x7 = 3

2.%'1 + 233'3 + 24 + 21’6 = 0

3]31 + xo + 3$3 - 4$6 = 2

Ty + 2:L'3 + x5 = 1

21‘1 + ) + 21‘3 — 11{23‘6 + T = 5
Desarrollo.

Para obtener la solucién de este sistema podemos realizarlo de dos formas distintas, la
primera de ella es buscar .la Escalonada Reducida por Fila de la matriz aumentada.
En este caso procedemos de la siguiente forma.

-1 0 -1 0 0 -7 113 1 0100 7T —1 | -3
20 210 2 010 00010 —12 2 6
3 1 300 —4 012 01 00 0 =25 3 11
1 0 2 01 0 01 00101 -7 1 4
i 21 2 00 =11 1 1|5 1L 01 00 0 =25 3 11
[1 01 00 7 -1|-31[1 000 -1 14 -2 | -7
01 00 0 —-25 3 11 01 00 0 —25 3 11
O 0101 -7 1 4 0010 1 -7 1 4
00010 —12 2 6 00 01 0 —12 2 6
i 00 0O0@O0 0 0 0 1L 00 00 0 0 0 0
Asi obtenemos
ry = —7+ZE5 - 14236 + 2{23‘7
To = 11 + 25$6 — 3$7
r3 = 4—w5+ Taxg — a7

Ty = 6 + 12ZL‘6 - 21’7
y realizando el siguiente cambio x5 = ky; x¢ = ko; x7 = k3 tenemos
I = —7+ kl - 14]€2 + 2/{33
To = 11 + 25]{32 - 3]433

ZL‘3:4—]€1+7I€2—]€3
Tq =64 12ky — 2k3
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En terminos matriciales obtenemos

T [ —7 1 —14 2
T 11 0 25 -3
X=|x4 | = 6 | + 5k 0 | + ko 12 | + k3| =2 | conk; € R
T 0 1 0 0
Te 0 0 1 0
| 27 | | 0] | 0] 0 |1

Un segundo método es pivotear la matriz aumentada original escogiendo los pivotes més
convenientes ( lo que equivale a realizar un cambio de variables para alterar el orden de las
columnas o variables en la matriz)

10 -100 -7 113 -1 0 -1 0 0 -7 [1]]3
20 210 20]0 2 0 2 0 2 010
31 300 —401]2 3[1] 3 0 0 -4 02
10 201 0011 1 0 2 0 o 0|1
2 1 2 00 —-11 1|5 O 0 O 0O 0 o0 0160
Si tenemos presente el siguiente cambio de variables solo como informacion
Y1 =27, Y2 =T4; Y3 =T2; Ysa=Ts
obtenemos que en este caso una matriz Escalonada Reducida por Fila.
Volvamos a las variables originales y usemos z, = ki; x3 = k; 6 = kj
Ty = 3+k]+ky+ Tk
vy = 0+ —2k) — 2k}, — 2k}
xy = 2— 3k} — 3k + 4k
en terminos matriciales obtenemos
[ 2y | [0 ] [ 1] [ 0] [ 0]
T 2 -3 -3 4
T3 0 0 1 0
X=|as |=|0|+k | -2|+Kk | -2|+k|-2]| cnkieR
x5 1 —1 -2 0
T 0 0 0 1
| 27 | 3 ] | 1] | 1] | 7]

El conjunto solucién estd descrito de distinto modo, lo que puede hacer pensar que son
conjuntos distintos, lo cual es falso. Lo anterior lo podemos comprobar realizando el siguiente



1.4. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 53

cambio de variables k; = 1 — kf — 2k}, ko = kb, ks = 3 + k] + kb + k% en

[ 2 ]| [ 7 [ 1] [ —14 [ 2]
X 11 0 25 -3
X3 4 -1 7 -1
Tyq = 6 + ]{31 0 + ]{72 12 + ]{33 —2
X 0 0 1 0

| x7 ] | 0] | 0] | 0] 1

Realizando el cambio de variables y sumando obtenemos

[ 2y ] [ 0+ Kk} + Ok} + 0k} ]
T 2 — 3k} — 3Kkh + 4k;
x3 0+ Ok} + 1k, + OK%

X4 = 0 — 6k] + —2k5, — 2k}
T 0+ Ok} + Ok, + 1k%

| 27 | i 3+ Ky 4 ky + Tky |

[ 2 ] [0 ] [ 1] [ 0] [ 0]
T 2 -3 -3 4
x3 0 0 1 0
ze | = | 0| +k | =2 | +ky| -2 | +ky| —2
x5 1 -1 -2 0
T 0 0 0 1

| 27 | 3] 1 1] 7

En la forma reducida de un sistema de ecuaciones lineales, pueden distinguirse dos
nimeros que estan asociados con las variables del sistema.

Uno de estos nimeros corresponde al nimero de variables que pueden ser despejadas
en el sistema simplificado, este es el nimero de pivotes usados en la matriz aumentada, lo
que es igual al nimero de filas no nulas de la Escalonada Reducida por Filas de la matriz
aumentada, en otras palabras el rango de la matriz aumentada.

El otro, es el niimero de las variables llamadas independientes o libres.

Asi tenemos la siguiente propiedad.

El mimero de variables o incognitas del sistema es igual al nimero de variables indepen-
dientes mds el niimero de variables despejadas.

Proposicion 60 Dados los siguientes sistema de ecuaciones
Ar=0; Ar=B
con Ay, = B, es decir, y, es una solucion particular del sistema no homogéneo entonces
{v / Ay=B}={p,+y / Ay=0}

Es decir, El conjunto solucion del sistema de ecuaciones lineales no homogéneo se obtiene a
partir de una solucion particular mas una solucion de la ecuacion homogénea.
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Demostracién. Sea S el conjunto solucién del sistema Az = B, con y, € S, debemos
probar la siguiente igualdad de conjuntos

S = {z | Azr=B}
= {z / z=y,+ycon Ay =0}
Primeros probaremos
{r ) z=y,+ycon Ay=0}CS
Sea x =y, +y con Ay = 0, entonces
Ar = Ay, +v)
= Ay, + Ay
— B+0
= B

luego =z € S.
Ahora probaremos la otra contencién

Sc{x |/ z=y,+ycon Ay =0}
Sea x € S, entonces apliquemos A al vector (z — y,)
Alx —y,) = Az —Ay,=B—-B=0
Luego, © — ¥y, es una solucién del sistema homogéneo, ademads
T =y, + (T = yp)

es decir,

re{r |/ x=y,+ycon Ay =0}.

Se recomienda al alumno verificar o comprobar que en los ejemplos anteriores, toda
solucién del sistema se puede escribir como suma de una solucién particular y una solucién
del sistema homogéneo, las que se pueden leer a partir de la escalonada reducida por fila del
sistema.

Teorema 61 Dado un sistema A, xnXnx1 = Bmx1 con E matriz FEscalonada Reducida por
Filas de A y
[A| B] = [E| Y],

entonces se cumple
1. Si Rg([E | b]) > Rg(E), entonces el conjunto solucion del sistema es vacio.

2. Si Rg([E | b]) = Rg(F) =r < n, entonces el conjunto solucion del sistema es infinito.
(Dicho de otra manera el sistema tiene infinitas soluciones).
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3. Si Rg(E) = Rg([E | b]) = n, entonces el conjunto solucién del sistema tiene un inico
elemento. (Dicho de otra manera el sistema tiene unica solucion).

Ejemplo 47 Dado el sistema
r+y—z =1
20 -3y +22 =3
3r—2y+az =0

Determinar a,b de modo que el sistema tenga infinitas soluciones y explicitelas.

Solucioén. La matriz asociada al sistema es

1 1 -1
A=12 -3 2
3 -2 a

y su determinante es —5a + 5, por teorema de Cramer tenemos que si —ba+5 # 0 el sistema
tiene tnica solucién.

Por lo tanto debemos analizar el caso —5a + 5 = 0, es decir a = 1
Consideremos la matriz aumentada del sistema con a = 1

1 1 —-111
2 -3 2|3
3 -2 1150
Cuya matriz reducida es
1 0 -1 6
3 9
01 =5 5
0 0 0|b—4
Como Rg(A) = 2, entonces tenemos:
2 si b=4
Ryg([A|B] =
3 si b#4
Si b # 4, entonces Rg(A) # Rg([A|B] y el conjunto solucién es
S=0¢

Si b =4, entonces Rg(A) = Rg([A|B] < 3 y el conjunto solucién es

S = y | € Msu1(R) 1+ 20—-3y+2z =3
Ea 3v—2y+z2 =4
[ 2] x 2 + 3t
= Yy € MSXl(R> / Y — —% + %t
s z t
T o6 1
5 5
= -1+ 3|t /) teR
| 0 1
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Definicién 62 Sea A matriz de orden m X n.
Llamaremos nicleo de A al conjunto solucion del sistema homogéneo Ax = 0. Anotamos

NA) ={z € Mypa(R) / Az=0}

Teorema 63 Dado el sistema de ecuaciones lineales con n incognitas Ax = b entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes.

1. Rg(A) =n
2. N(A) ={0}
3. {z / Ar=0>b}={z,}
Corolario 64 Sea A una matriz de orden n.

1. Las siguientes proposiciones son equivalentes:

a) Al £ 0
b) El sistema homogéneo Ax = 0 tiene unica solucion x =0

c) A es regular.
2. Las siguientes proposiciones son equivalentes:

a) Rg(A) <n
b) El sistema homogéneo Az = 0 tiene infinitas soluciones

c) A es singular
d) |A|=0

Método del Pivote:
Otra manera de obtener la solucién general de un sistema, es el siguiente:

1. Se pivotea la matriz ampliada del sistema
2. Se asigna el valor 1 a una variable libre y 0 a las restantes.

3. Se calculan las variables dependientes en base a los valores anteriormente asignados,
y se resuelve el sistema homogéneo, asi construimos un vector solucién y; del sistema
homogéneo.

4. Se asigna nuevamente el valor 1 a otra variable libre y 0 a las restantes y procedemos
como en 3.

5. Una vez que todas las variables libres han sido sustituidas por 1 en alguna oportunidad,
( como en 3), obtenemos k soluciones distintas y; donde k es el nimero de variables
libres.
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6. El conjunto solucién del sistema homogéneo se expresa entonces:
S={y/y=o1y1 + ays + .......... + agyk, con «; € R para todo i}

7. Una solucién particular del sistema no homogéneo se obtiene reemplazando por 0 todas
las variables libres.

Ejemplo 48 Resolvamos el siguiente sistema Ax = b, donde

1 [1] =7 0 02 =5 2
A= -2 0 81[1] 03 —6|; b=]10
0 0 9 o0[1] 4 -7 1

Solucién. La matriz estd pivoteada en las posiciones (1,2); (2,4); (3,5).

Sabemos que hay cuatro variables libres y tres dependientes del sistema Ax = 0.

Para determinar la primera solucion, le asignamos el valor 1 a la primera variable indepen-
diente y cero a las otras con ello obtenemos el vector v; = (1,a,0,b, ¢, 0,0), para determinar
los coeficientes que faltan resolvemos

Avt =0
Multiplicando tenemos.
1+a=0; 2406=0; 0+c=0

Asi obtenemos que
vy = (1,-1,0,-2,0,0,0)

Para determinar la segunda solucién, le asignamos el valor 1 a la segunda variable libre y
cero a las restantes con ello formamos el vector vo = (0,a,1,b,¢,0,0), para determinar los
coeficientes restantes, debemos resolver

Avh =0
Multiplicando obtenemos.
—7+a=0; 84b=0; 94+c¢c=0

As{ tenemos
vy = (0,7,1,-8,-9,0,0)

Procediendo de manera similar obtenemos
vg =(0,—-2,0,-3,—-4,1,0) v, =(0,5,0,6,7,0,1)

La solucién particular la obtenemos asignando 0 a las variables libres y determinando las
otras.
z, = (0,a,0,b,¢,0,0)

para ello resolvemos
Am; =B
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Multiplicando

Asi tenemos
=(0,2,0,10,1,0,0)

Finalmente el conjunto solucion es

{z, + a1v1 + agvs + asvs + auvy | @; en R} .

con
T, = ((),2,0 10,1,0 0)
v = (1,- —2,0,0,0)
vy = (07,1, 8 -9,0,0)
vy = (0,-2,0,-3,—4,1,0)
vy = (0,5,0,6,7,0,1)
Ejercicios:

1. Dada las siguientes matrices

2 3 1 2 1 2 21 } o
A=|4 2 3 1[,B=|1-123|,C=|,|X= Z
20 2 -1 a 3 4 1 2 1 ;
Encontrar el conjunto solucién de la ecuacién matricial , para cada valor de a en los
reales.
A-X =BC
2. Dadas las siguientes matrices
2 3 1 2 1 o
2 2 -8 a 4
t
Encontrar el conjunto solucién de la ecuacién matricial , para cada valor de a en los
reales.
A-X=B
3. Dados los sistemas
2x4+3y—2z = a r+3y+z = a
rT—y—z2 = 2| | rT—y—2 = 2
r+y—z = 3 2r+y—2z = 3

Resolverlo mediante Operaciones Elementales Filas.
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4. Sean
2r4+4y—z+w = 1
3r+6y+2y+2w =
r+2y+3z+aw = 3

a) Determinar el valor de a de modo que el sistema tenga solucién.

b) Para a = 2, determinar el conjunto solucién.

5. Sean
r+2y+2z+aw = 1
3+ 6y + 6y + 2w =
20 +3y+42+2w = 1

a) Determinar el valor de a de modo que el sistema tenga solucién.

b) Para a = 2, determinar el conjunto solucién.

99
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Capitulo 2

Espacios Vectoriales

La nocién de espacio vectorial se obtiene al comparar una variedad de ejemplos
(Matrices, Polinomios, Funciones, etc.), en los cuales estédn definidas dos operaciones (suma
y multiplicacién) las que nos permiten operar en distintos ambientes de manera andloga, es
decir, podemos agrupar estos conjuntos con una estructura muy similar.

Recordemos la definicién de grupo dada en el libro de Matemaéticas para Ingenierfa.

2.1. Grupos

Definicién 65 Sea G un conjunto no vacio y * una operacion en G. Diremos que G es un
grupo bajo la operacion x si las siguientes tres afirmaciones son ciertas.

i) Asociatividad:
Para todo z,y, z en GG, se cumple
(xxy)*xz=2x%(yx*2)
ii) Existencia de elemento neutro:
Existe e, elemento neutro en (G, tal que para todo x en G, se tiene
rTke=exr ==
iii) Existencia de elementos inversos:
Para todo = en G, existe 2’ en G tal que
zxx' =2 xx=e

Esto se denota resumidamente; (G, %) es grupo.

61
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Si ademads se verifica;
iv) Conmutatividad:

Para todo z,y en G, se cumple

THRY=Y*xT

entonces (G, *) es un grupo Abeliano o simplemente G es un grupo Abeliano, subentendiendo
que hay una operacién (x).

Ejemplo 49 Recordemos de la asignatura de calculo 1, los siguientes ejemplos:

El conjunto de los nimeros reales con la suma.
El conjunto de los niimeros reales no nulo con el producto.
El conjunto de las funciones con la suma.

Otros ejemplos los puede encontrar en el libro de Matemdticas para Ingenieria.
Definicién 66 Se dice (K, +, ) es un cuerpo si y sélo si se cumple:

i) (K,+) es un grupo abeliano, con e neutro aditivo.
ii) (K—{e},-) es un grupo abeliano.
iii) Distributividad:
Ve,y,zeK)(z-(y+2)=2-y+z-2)

Ejemplo 50 Andlogamente los ejemplos de cuerpos que usted conoce son:

El conjunto de los nimeros racionales, denotado por Q.
El conjunto de los nimeros reales, denotado por R.

El conjunto de los niimeros complejos, denotado por C.

Observacion. También usted conoce ejemplos de conjuntos en los cuales estdn definidas
dos operaciones, pero no es un cuerpo, como es el que presentamos en el capitulo anterior,
es decir las matrices cuadradas de orden 2.
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2.2. Espacios vectoriales

Definicién 67 Sea K un cuerpo, se dice que (V,+,-) es un espacio vectorial sobre K o un
K -espacio vectorial si y sélo si cumple con:

1. (V,+) es un grupo abeliano.

2. - :KxV =V, es una funcion que cumple:
a) (Vae K)Ve,ye V)(a- (z+y)=a-z+a-y)
b) (Va,b e K)Vy,z€ V)((a+b)-z=a-x+b- 1)
c) (Va,b € K)(Vy,z € V)((ab) -z =a-(b-x))
d) VzeV)1 -z=ux)

Los ejemplos més conocidos son:

Ejemplo 51 Las matrices de orden n x m, esto es M,y (K) es un espacio vectorial sobre
K con la suma de matrices y multiplicacion por escalar.

Primero explicitemos la suma de matrices.

+: Mnxm(K)XMnxm(K) - Mnxm(K)
(A, B) — A+B

donde A + B = [aij] + [blj] = [CLZ']' + b”]
Ahora explicitemos la multiplicacién de una matriz por un escalar.

KX My (K)  — My (K)
(a, A) — a-A

donde a- A = a - [a;;] = [a - ajl.

Ejemplo 52 R" es un R -espacio vectorial, con las operaciones de suma por coordenadas y
multiplicacion por un escalar.

Primero explicitemos la suma de n-uplas.

+: R*xR*" — R"
(z,y) — z+y

donde z +y = (Sc’i) + (yi) = (37z‘ + yi).
Ahora explicitemos la multiplicacién de una n-upla por un escalar.

RxR" — R"
(a,z) — a-x

donde a -z =a- (z;) = (a-x;).
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Ejemplo 53 C" es un R -espacio vectorial, con las operaciones de suma por coordenadas y
multiplicacion por un escalar.

Primero explicitemos la suma de n-uplas.
+: C'xC" — C"
(z,y) — x4y

donde x +y = (z;) + (y;) = (@i + vi)-
Ahora explicitemos la multiplicacién de una n-upla por un escalar.

RxC" — C»
(a,z) — a-x

donde a-x =a- (z;) = (a-x;).

Ejemplo 54 C" es un C -espacio vectorial, con las operaciones suma por coordenadas vy
multiplicacion por escalar.

Primero explicitemos la suma de n-uplas.
+: C'xC" — C"
(z,y) — x4y

donde x +y = (z;) + (y;) = (@i + vi)-
Ahora explicitemos la multiplicacién de una n-upla por un escalar.

CxC" —- C»
(a,z) — a-x

donde a -z =a-(x;) = (a-x;).
Note que la diferencia entre los tres ejemplos anteriores estd en donde varfan los coefi-
cientes o los escalares.

Ejemplo 55 Sea A un conjunto entonces
F(AR)={f:A—=R / f es funcion},

es un R -espacio vectorial, con las operaciones de suma de funciones y multiplicacion por un
escalar.

Primero explicitemos la suma de funciones.

+: F(AR)XF(A,R) — F(AR)
(f.9) —  f+4y

donde (f + g)(x) = f(z) + g(x),

Ahora explicitemos la multiplicacién de una funcién por un escalar.

RxF(A,R) — F(A,R)
(a7f) - (l'f

donde (a- f)(x) =a- (f(x)).
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Ejemplo 56 Sea A =10, 1[ un intervalo de nimeros reales entonces
C"(R)={f € F(0,1[,R) / ™ es continua en |0, 1},
es un R— espacio vectorial.

Las operaciones son andlogas, ya que estamos trabajando con funciones, solamente debe-
mos recordar que si dos funciones son continuas (derivables) la suma es continua (derivable),
el mismo resultado lo tenemos para la multiplicacién por escalar.

Ejemplo 57 Sea L = {f € F([0,1],R) / [ es R-integrable en [0,1]} entonces L es un
R-espacio vectorial.

En este caso las operaciones son la suma de funciones y multiplicacién de una funcién
por un escalar, y ahora recordamos que, si dos funciones son R-integrable entonces la suma
es R-integrable, el resultado andlogo lo tenemos para la multiplicaciéon por escalar.

Ejemplo 58 Sea K [z] = {Los polinomios en la variable x con coeficientes en K}, es decir
K [z] es el conjunto de los polinomios ag + ayx + ... + a,x™. con ag,ay,...,a, € K yn € N,

Primero explicitemos la suma de polinomios.

+: Kz]xK]z]
(p(x), q(x))

donde p(z) + q(z) = - aa’ + 3o ba' = 3 (a; + b;)a’.

Ahora explicitemos la multiplicacién de un polinomio por un escalar.

—
—

K x Klz] — K[a]
(a,p(z)) — a-p(x)

donde a-p(z) =a-> a’ =>a-a;x’.
Teorema 68 Sea (V,+,-) un espacio vectorial sobre K entonces tenemos:
1. Sean u,v,w € V entonces

(ut+v=u+w) <= (v=w)

2. Sean u,v € V, a € K* entonces

3. Sean 0 € V, neutro aditivo a € K entonces

—
a0 =0
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4. Sean v € V, 0 € K* entonces

=l

Ov =
5. Seanv €V, a € K entonces

(avzﬁ)):)(v:?\/a:())

Ejemplo 59 Sean u = (1,2), v = (2,-3), w = (=1, 3) vectores en R?, resolver la ecuacion
2(x +wu) + 3w =5v
Solucién. Como R? es un R-espacio vectorial, luego

20 +u)+3w = bv
20 +2u+ 3w = bHv
2 = 5v—2u—3w
r = 1/2(5v —2u — 3w)

Reemplazando obtenemos
x=(11/2,—-14).

Ejemplo 60 Sean V un R-espacio vectorial, u,v,w vectores en V.
Resolver la ecuacion
2(x 4+ u) + 3(w —u) =2(v+w)

Solucién. Como V' es un R-espacio vectorial, luego
2@ +u)+3(w—u) = 2(v+w)
20+ 2u+3w —3u = 2v+2w
20 +3w —u = 2042w
2 = 2v4+u—w
r = 1/22v4u—w)

Ejemplo 61 Sean V un K-espacio vectorial, u,v,w vectores en V y a,b elementos en K,
con a no nulo. Resolver la ecuacion

a(x +u) + b(w —u) = b(v + w)
Solucién. Como R? es un R-espacio vectorial, luego
alz+u)+b(w—u) = blv+w)
ar +au+bw —bu = bv+bw
ar + (a—bu = b

ar = bv—(a—Dbu

obtenemos

= 2(1)1} — (a —b)u).
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Ejercicio 62 Sea V =R y definamos las siguientes operaciones en V.

x* 0 VXV SV, zxy=oc+y+ay
* ¢ RxV -V, axy=ax

Determinar que propiedades de R— espacio vectorial, no cumple.(V, x, %)

2.3.

Subespacios Vectoriales

Definicién 69 Sea V' un K-espacio vectorial y U un subconjunto de V. Se dice que U es
un subespacio vectorial de V' si y sélo st U es un K-espacio vectorial con las mismas
operaciones (suma y producto) de V.

Notacién. U es un subespacio vectorial de V' lo denotamos por U < V.

Ejemplo 63 Algunos de estos ejemplos los obtenemos del capitulo anterior.

1.

S v e

Las matrices triangulares superiores (inferiores) de orden n, forman un subespacio (del
espacio vectorial) de las matrices de orden n.

Las matrices simétricas (antisimétricas) de orden n, forman un subespacio de las ma-
trices de orden n.

Las matrices diagonales de orden n, forman un subespacio de las matrices de orden n.
Cada Recta (Plano) que pasa por el origen en R™, es un subespacio vectorial de R™.
El conjunto solucion de un sistema homogéneo es un subespacio vectorial de K".

El conjunto de las funciones pares es un subespacio de F(R,R).

Los polinomios en la variable x con coeficientes en K, de
K, [z] = : ) : ) es un
grado menor o igual que n incluyendo al polinomio nulo

subespacio de Klz].

Teorema 70 Sea V un K-espacio vectorial y U un subconjunto de V. U es un subespacio de
V' siy sdlo si se cumplen:

i) El neutro aditivo de V' pertenece a U o simplemente? eU.

ii) La clausura aditiva con elementos de U.

Si para todo u,v € U entonces u + v € U.

iii) La clausura multiplicativa.

Si para todo u € U y a € K entonces au € U.
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Observacion. En los siguientes ejemplos demostraremos lo afirmado anteriormente.

Ejemplo 64 Las matrices simétricas (antisimétricas) de orden n, forman un subespacio de
las matrices de orden n.

Demostraciéon. Una matriz es simétrica si cumple la propiedad
A=A
i) La matriz nula es claramente simétrica, ya que 0° = 0.

ii) Ahora sean A, B dos matrices simétricas, demostraremos que la suma es simétrica
(A+B)! = A'+ B
A+ B
Asi entonces tenemos que A + B es simétrica.

iii) Falta demostrar, dada una matriz simétrica la multiplicacién por escalar es simétrica.

(aA)t = q-A
= qg-A

Por lo tanto, aA es simétrica, asi hemos demostrado que el conjunto de las matrices
simétricas son un subespacio vectorial de las matrices de orden n x n.

Ejemplo 65 El conjunto solucion de un sistema homogéneo es un subespacio vectorial de
R™.

Demostracién. El conjunto solucién de un sistema de ecuaciones lineales homogéneo lo
podemos describir
{zeR" |/ Az’ =0}

donde A es matriz de orden m X n.
i) Como A -0 =0, luego tenemos que el vector nulo es solucién del sistema.

ii) Sean x,y dos soluciones del sistema, demostremos que z + ¥, es solucién.
Az +y) = A@'+y)
= Az’ + Ay
= 040
=0

Asi tenemos que x + y es solucién.
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iii) Ahora demostremos, dado x solucién del sistema y a un escalar entonces ax también es
solucién

A(az) = A(az")
= a-0=0

Con lo cual demostramos que ax es solucién del sistema.
Por lo tanto, el conjunto solucién de un sistema de ecuaciones lineales homogéneo es un
subespacio vectorial de R".

Ejemplo 66 El conjunto de las funciones pares es un subespacio de F(R,R).
Demostraciéon. El conjunto de las funciones pares lo podemos describir por

{fe FR,R) / (VeeR)(f(x) = f(-)}

i) En primera instancia podemos comprobar que la funcién nula 0, es una funcién par, ya
que

0(—x) =
0(z) = 0

ii) Ahora veamos la suma de funciones pares, para ello consideremos f, g dos funciones pares,
demostremos que f + g es par.

(f+9)(-z) = f

|
-

iii) Nos falta demostrar que dado f una funcién par y a un escalar entonces af es una
funcién par.

(af)(~2) = a- f(~a)
- f(@)
af)(@).

|
SIS

—~

Con lo cual demostramos que el conjunto de las funciones pares es un subespacio vectorial
de las funciones.

Ejemplo 67 Las matrices triangulares superiores de orden n, forman un subespacio de las
matrices de orden n.
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Solucién. Describamos el conjunto de matrices triangulares superiores.
{A:[aij]EM(n,K) / aij:()sii>j}
i) Claramente la matriz nula satisface la condicién, ya que todos sus coeficientes son nulos.

ii) Ahora consideremos A, B dos matrices triangulares superiores, veremos que A + B es
una matriz triangular superior.

A+ B = [aij] + [bij]
[aij + bij] -

Como A, B son matrices triangulares superiores, luego a;; = 0y b;; = 0, si i > j, por
lo tanto a;; + b;; = 0, siempre que 7 > J.

iii) En la tercera parte de la demostracion, tenemos que verificar que: Si A es una matriz
triangular superior y a es un escalar entonces a A es triangular superior.

aA = ala;)

= [a-ay]

Como A es una matriz triangular superior, luego a;; = 0 si ¢ > j, asi obtenemos que
a-a; =0811>j.

Por lo tanto, el conjunto de matrices triangulares superiores de orden n es un subespacio
vectorial de las matrices cuadradas de orden n.

Ejercicio 68 Para cada una de las siguientes afirmaciones determine el valor de verdad.

1. Las matrices invertibles forman un subespacio de las matrices cuadradas de orden n.

2. Las matrices cuadradas de orden 2 tales que al cuadrado es cero forman un subespacio
de las matrices cuadradas de orden 2.

3. El semiplano superior de R* (sequnda coordenada mayor igual que cero), es un sub-
espacio de R2.

4. La circunferencia unitaria centrada es un subespacio vectorial de R2.

5. El conjunto de las funciones tales que al evaluarlas en cero es cero, es un subespacio
de F(R,R).

6. El conjunto de las funciones tales que al evaluarlas en uno es uno, es un subespacio de
FR,R).

Ejercicio 69 Sean V' un K-espacio vectorial y U, W dos subespacios de V. Demostrar que
UNW es un subespacio de V.
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Ejercicio 70 Demostrar que Sy = {f € F(A,R) / f tiene soporte finito} es un sub-
espacio de F(A,R). (f tiene soporte finito si y sdlo si el cardinal de {r € A | f(x)# 0}
es finito).

Ejercicio 71 Considere F(R,R) como R-espacio vectorial. Demostrar que
U={fe FR,R)/ (VreR)(f(ax) =af(x))} es un subespacio de F(R,R).

Ejercicio 72 Sea F(R,R) un R-espacio vectorial,
U={feFRR)/ f(-z)=—f(2)},V={f € FR,R) / f(-=z) = f(z)}
Demostrar que U y V' son subespacios de F(R,R).

Ejercicio 73 Considere C* como C-espacio vectorial. Demostrar que
W ={(z,w) € C* /] 3z +iw = 0} es un subespacio de C.

Ejercicio 74 Determinar si los siguientes conjuntos son subespacios vectoriales. JUSTI-
FIQUE.

1. a) U={(z,y,2) eR® | ayz=0}
) V={(z,y,2) eR® [/ a®=y}
c) V=A{(r,y,2) eR® | z+y+22=0}
d) W={(z,y,2) eR® / 3x+2y+2=0}
ow={[ 2] eamm o=y
2.4. DBases

El concepto de base de un espacio vectorial permite describir en forma tnica todos
los vectores del espacio, lo cual es una generalizacion de la localizaciéon de un objeto en el
espacio tridimensional.

Esto nos motiva a considerar las siguientes definiciones.

2.4.1. Combinaciones lineales

Definicién 71 Sea V un K-espacio vectorial y v, vy, vs, ..., Uy, elementos en V. Decimos que
v es combinacién lineal de vy, vs, ..., v, sty sdlo si existen aq, Qa, ..., ,y,, escalares en K tal
que

Vo= QiU + QU + ... + QU

m
v = E ;U;
i=1

Ejemplo 75 Determinar si(1,2,1) es combinacion lineal de los vectores (—1,2,1), (1,1, —2),
(1,2,3), en R3.
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Demostraciéon. Tenemos que determinar a, b, ¢ € R, tal que,

(1,2,1) = a(=1,2,1) +b(1,1,-2) +¢(1,2,3)
(1,2,1) = (—a+b+c,2a+b+2c,a—2b+ 3¢)

es decir,
—a+b+c = 1
2a+b+2¢c =
a—2b+3¢c = 1

Determinando la matriz del sistema tenemos,

-1 1 11 100 g
2 1 22|—-]0101%
1 -2 3 1 001
Luego el sistema tiene solucién, es decir, a = %, b= %, c= g

1 1 )
(1,2,1) = g(—l, 2,1) + 5(1, 1,-2)+ g(l, 2,3).

Por lo tanto (1,2, 1) es combinacién lineal de los vectores (—1,2,1), (1,1,-2), (1,2, 3).

Ejemplo 76 Determinar si (1,2,1) es combinacion lineal de los vectores (—1,2,1), (1,1,2),
(1,2,3), en R3.

Demostracién. Tenemos que determinar a, b, c € R, tal que,

(1,2,1) = a(—1,2,1) +b(1,1,2) +¢(1,2,3)
(1,2,1) = (—a+b+c,2a+b+2c,a+2b+ 3c)

es decir,
—a+b+c = 1
20+b+2¢c = 2
a+2b+3c = 1
Determinando la matriz del sistema tenemos,
-1 111 1030
2 1220130
1 2 31 0 001

Luego el sistema no tiene solucién, es decir, no existen a, b, c € R, tales que satisfagan el
sistema.
Por lo tanto (1,2, 1) no es combinacién lineal de los vectores (—1,2,1), (1,1,2), (1,2, 3).

Ejemplo 77 Determinar si 1 + x + x* es combinacion lineal de los vectores
—1+z+22% 1+3zx+22% 1—1x+2° en R[z]
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Demostraciéon. Tenemos que determinar a, b, ¢ € R, tal que,

l+2+22 = a(—14+x+22%) +b(1 + 3z +22?) + (1 — x + 2?)
l+z+2*> = (—a+b+c)l+ (a+3b—c)z+ (2a+ 2b+ c)2?

es decir,
—a+b+c = 1
a+3b—c = 1
2a+2b+c = 1
Determinando la matriz del sistema tenemos,
-1 1 1 1 100 —¢
1 3-11|—-]010 1
2 2 1 1 001 5
Luego el sistema tiene solucién, es decir, existen a = —é, b= %, c= % € R, tales que

1 1 1
1+a:+a:2:—6(—1—1—:16—1—21’2)+§(1+3x—|—2x2)—|—§(1—:U+x2)

Por lo tanto 1 + x + 22 es combinacién lineal de los vectores (—1 + x + 22%), (1 + 3z + 22?)
y (1 —x+ 2?).

Definicién 72 Sea V' un espacio vectorial sobre K, y vy, vs, ..., Uy, vectores en V.
a) Decimos que {vy,vq, ..., } es linealmente independiente si y sdlo si la inica solucion de
U1 + QU + ... + Uy, = 0
es la trivial, es decir, oy = ay = ... = ay,, = 0.
b) Decimos que {v1,va, ...,v,} es linealmente dependiente si y sdlo si la ecuacion
a1V + Uy + ... + apv,;, = 0
tiene una solucion no trivial.

Ejemplo 78 Demostrar que {(1,0,1),(1,1,0),(1,1,1)} es un conjunto linealmente indepen-
diente en R3.

Demostracién. Escribamos el vector nulo como combinacién lineal de los vectores dados
a(1,0,1) +b(1,1,0) + ¢(1,1,1) = (0,0,0)
(a+b+e,b+c,a+c) = (0,0,0)

Luego tenemos el sistema de ecuaciones

a+b+c = 0
b+c =
at+c = 0

|
o
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Determinemos la matriz del sistema,

1 11
011
1 01

o O O
o = O
_ O O
O O O

1
— [ 0

0
Luego el sistema tiene tnica solucién, es decir, a = 0, b = 0, ¢ = 0. Por lo tanto, el conjunto
{(1,0,1),(1,1,0),(1,1,1)} es linealmente independiente.

Ejemplo 79 Determinar si {(1,2,1),(1,1,0),(1,3,2)} es un conjunto linealmente indepen-
diente o linealmente dependiente en R3.

Solucién. Escribamos el vector nulo como combinacién lineal de los vectores dados

a(1,2,1) +b6(1,1,0) + ¢(1,3,2) = (0,0,0)
(a+b+c,2a+b+3c,a+2c) = (0,0,0)

Luego tenemos el sistema de ecuaciones

a+b+c = 0
2a 4+ b+ 3¢
a+2¢c = 0

I
o

Determinemos la matriz del sistema,

2
-1
0

N W
o O O

11
2 1
10

S O O
O O =
O = O

Luego el sistema tiene infinitas soluciones, es decir, a = —2t, b=1%, c =1, cont € R, esto es
—2¢(1,2,1) + £(1,1,0) + £(1,3,2) = (0,0,0), Vi€ R.

Por lo tanto, el conjunto {(1,2,1),(1,1,0),(1,3,2)} es linealmente dependiente.

Ejemplo 80 Demostrar que {1 + x + 2%,1 + 2z — 2%, 1 + 2°} es un conjunto linealmente

independiente.

Demostracién. Escribamos el vector nulo como combinacién lineal de los vectores dados

a(l+x+2%) +b(1 + 2z — 2%) + (1 + 2°) 0
(a+b+c)l+(a+2b)x+ (a—b+c)x*> = 0

Luego tenemos el sistema de ecuaciones

a+b+c = 0
a -+ 2b
a—b+c = 0

I
o
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Determinando la matriz del sistema tenemos

1 1 120 1 000
1 2 00| —=1]10100
1 -1 10 0010

Luego el sistema tiene tinica solucién, es decir, a = 0, b = 0, ¢ = 0. Por lo tanto, el conjunto
{1+ 2+ 2% 1+ 22 — 2% 1+ 22} es linealmente independiente.

Ejemplo 81 Determinar si {1,i} es un conjunto linealmente independiente o linealmente
dependiente en C.

a) C como C-espacio vectorial.
b) C como R-espacio vectorial.
Solucién. Escribamos el vector nulo como combinacion lineal de los vectores dados
a-1+b-2=040:
a) Como C es un C-espacio vectorial, los escalares a, b son nimeros complejos. Luego
a=aj;+ ax; b=0by+ bai
reemplazando en la ecuacién tenemos,
(a1 +agi) - 14+ (by +byi) -5 = 040¢
(g —bg) -1+ (az+0by)-i = 0+0i
Igualando parte real e imaginaria tenemos el sistema de ecuaciones
ar—by = 0
as+b; = 0

es decir a; = by a9 = —b;.
Luego el sistema tiene infinitas soluciones.

Por lo tanto, el conjunto {1,7} es linealmente dependiente.
b) Como C es un R-espacio vectorial, los escalares a, b son nimeros reales.
a-14+b-1=0+0¢
Luego igualando parte real e imaginaria tenemos el sistema trivial
a = 0
b = 0

Luego el sistema tiene tinica solucion.

Por lo tanto, el conjunto {1,i} es linealmente independiente.
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2.4.2. Espacios Generados

En un espacio vectorial cualquier subconjunto de él, no es un subespacio vectorial,
pero a partir de él podemos construir un subespacio a traves de combinaciones lineales.

Definicién 73 Sea V un K -espacio vectorial y vy, vs, ..., Uy, vectores de V. Decimos que
{v1,v9, ..., v} genera a V' siy sdlo si todo vector de V' es combinacion lineal de vy, vy, ..., Uy,.
Es decir, dado v € V, existen aq, as, ..., ayy,, escalares en K tal que

V= QU1 + QoUs + ... + QpUpy,.

Teorema 74 Sea V un espacio vectorial sobre K, y vy, v, ..., Uy, vectores en V. El conjunto
de todas las combinaciones lineales de {vy, va, ..., v} €s un subespacio vectorial de V.

Notacién. El subespacio de todas las combinaciones lineales de {v;,va, ..., v, } se denota
por ({v1,vs, ..., U }) 0 simplemente (v, vg, ..., V)

Ejemplo 82 Demostrar que {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} genera R3
Demostracién. Sea (x,y, z) € R?, luego podemos escribir

(x,y,2) = x(1,0,0) +y(0,1,0) + 2(0,0,1)
Como z,y, z son arbitrarios, por lo tanto

((1,0,0),(0,1,0), (0,0,1)) = R?

Ejemplo 83 Demostrar que { [ (1) 8 } [ (; (1) } { 8 (1) } } genera el espacio de las matrices

simétricas de orden 2.

r z

y t} luego

Demostracién. Sea QZE ZZ} una matriz simétrica . Como [QZZ g;} = [

y = z. Reemplazando tenemos

PRI kY

Como z,y,t son arbitrarios, por lo tanto

10 01 00 ) o
<{ 0 0 } [ 10 } [ 0 1 ]> = {Matrices simétricas de orden dos}

Ejemplo 84 Sea U = {(z,y) € R*> / 2x+y =0} <R2 Determinar un conjunto
generador de U.
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Solucién. Dado (z,y) € U, tenemos que 2x + y = 0, es decir, y = —2z, por lo tanto
(z,y) = (v, —22)
= z(1,-2)

luego todos los elementos de U se pueden escribir como combinacion lineal del vector (1, —2).
Asi
U=((1,-2))

Por lo tanto {(1, —2)} genera a U.

Ejemplo 85 Sea U = {(z,y,2) eR® /| 204+y+2=0, z+y—2=0} <R3 Deter
minar un conjunto generador de U.

Solucién. Dado (x,y,2) € U, tenemos que 2z +y+2=0 y x4y — z =0, asociando

la matriz, obtenemos
2 1 1 . 10 2
11 -1 01 -3

Por lo tanto

(x,y,2) = (—22,32,2)
= 2(-2,3,1)
luego todo los elementos de U se pueden escribir como combinacion lineal del vector (-2, 3, 1).

Asi
U= <(—2,3, 1)>

Por lo tanto {(—2,3,1)} genera a U.
Ejemplo 86 Sea U = {A € My(R) |/ A=—A"} < My(R). Determinar un conjunto

generador de U.

Solucién. Dado [ i ‘?; } € U, se tiene

x oy Ty !
2t | 2t
x Yy _ - —z
z t| |-y —t
Asi obtenemos que x = —x, y=—z, z=-y, t=—t.
Por lo tanto x =0, y = —2, t = 0. Reemplazando en la matriz tenemos que

MR

)
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Luego todos los elementos de U se pueden escribir como combinacién lineal del vector

ol

Asi

Por lo tanto { [ _01 (1) ] } genera a U.

z+y = 0

Ejercicio 87 Sea U = {(x,y, z) €R?® T4+3y+z = 0

} < R3. Determinar un con-

Junto generador de U.

1320 v 0
Ejercicio 88 Sea U = [ (z,y,2,t) € R* / 1 213 Z =10 < R%
01 31 . 0

Determinar un conjunto generador de U.

2.4.3. Bases

Definicién 75 Sea V' un espacio vectorial sobre K, y vy, v, ..., v, vectores en V. Decimos
que {v1, v, ..., v} es una base de V' siy sdlo si se cumple:

a) {vy,vq,...,un} es linealmente independiente.

b) {vi,vq,...;0m} genera a'V.
Ejemplo 89 Demostrar que {(1,2,1),(1,2,3),(3,2,1)} es una base de R3.

Demostraciéon. Primeramente vamos a demostrar que el conjunto es linealmente indepen-
diente. Sea a, b, c € R tales que

(0,0,0) = a(1,2,1) +b(1,2,3) +¢(3,2,1)
(0,0,0) = (a+b+3c,2a+2b+ 2c,a+3b+c)

Luego tenemos el sistema de ecuaciones

a+b+3c = 0
2a + 2b + 2¢
a+3b+c = 0

I
o
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Determinando la matriz del sistema tenemos

113 113
22 2|y|2 2 2|=8
1 31 1 31

Por Cramer, el sistema tiene tnica solucion, es decir, a = 0, b = 0, ¢ = 0. Por lo tanto, el
conjunto {(1,2,1),(1,2,3),(3,2,1)} es linealmente independiente.

En la segunda parte de la demostracién veremos que el conjunto genera a R3. Sean
a,b,c € R, (z,y,2) € R? tales que

(z,9,2) = a(1,2,1) +b(1,2,3) +¢(3,2,1)
(x,y,2) = (a+b+3c,2a+2b+2¢c,a+ 3b+c)

Luego tenemos el sistema de ecuaciones

a+b+3c = =z
2a+2b4+2c =y
a+3b+c = =z

Determinando la matriz del sistema y calculando su determinante obtenemos
113
2 2 2|=8
1 31

Por Cramer, el sistema tiene tnica solucién, es decir,

—4x 4+ 8y — 4z
a =

—2y + 4z 4o — 2y
= c
8

8 ’ 8

, b

Por lo tanto, el conjunto {(1,2,1),(1,2,3),(3,2,1)} genera a R3. Y con ello el conjunto
{(1,2,1),(1,2,3),(3,2,1)} es una base de R3.

. -2 1 3 3 2 -1 4 5
Ejemplo 90 Demostrar que {[ 9 1 } , { 4 9 } , [ 51 } , [ 75 ]} es una base de
Ms(R).

Demostraciéon. Primeramente vamos a demostrar que el conjunto es linealmente indepen-
diente. Sean a, b, c,d € R tales que

00 -2 1 3 3 2 -1 4 5
oo) = e[ a] R ] e F D) a7 3]
00 - —2a+3b+2c+4d a+3b—c+5d

00 o 20 +4b+5c+T7d a+2b—c+5d |’

Luego tenemos el sistema de ecuaciones
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—2a+3b+2c+4d = 0
a+3b—c+5d = 0
20 +4b+5¢c+7d = 0
a+2b—c+5d = 0
Determinando la matriz del sistema tenemos
-2 3 2 4 -2 3 2 4
1 3 -1 5 1 3 -1 5
o4 57|V 24 5 7|7 "%
1 2 -1 5 1 2 -1 5

Por Cramer, el sistema tiene tinica solucion, es decir, a =0, b =0, c =0, d = 0.

. -2 1 3 3 2 —1 4 5 .
Por lo tanto, el conjunto {[ 9 1],[4 2],[5 _1},[7 51} es linealmente

independiente.
En la segunda parte de la demostracién veremos que el conjunto genera a Ms(R). Sean

a,b,c,d € R, [ vy } € My(R) tales que

z t
Ty B -2 1 3 3 2 -1 4 5
{z t] = “[ 2 1]”{4 2]”{5 —1}+d[7 5
r yl| | —2a+3b+2c+4d a+3b—c+5d
z t o 20 +4b+5¢c+7d a+2b—c+5d |’

Luego tenemos el sistema de ecuaciones

—2a+3b+2c+4d =
a-+3b—c+5d

20 +4b+bc+7d =

a+2b—c+5d =

Rl SIS ]

Determinando la matriz del sistema y calculando su determinante tenemos

23 24
13 -15
o4 5 7| %
12 -15

Por Cramer, el sistema tiene tnica solucién, la cual es ,

16 1 2 11

= T r 4 Iad Sy —t
“ 07 T T T
b = y—t
c = —3 —|—3x—|— z — 1t

B VR T R AT

9 1 1
d = —t—-y+—x
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. -2 1 3 3 2 -1 4 5
Porlotanto,elconjunto{{ 9 1},{4 2],[5 _1],[7 5

. -2 1 3 3 2 -1 4 5
Yconelloelconjunto{{ 9 1},[4 2],[5 _1},[7 5}

My(R).

genera a Ms(R).

es una base de

————

1 3
Ejemplo 91 SeaU = (z,y,2,t) € R* / 1 2
0 1

- N < K
I
o
VAN
=
S
S
¢

terminar una base de U.

Solucién. Primero necesitamos encontrar un conjunto generador, para ello consideremos la
matriz del sistema y la escalonada reducida por fila (recuerde que es un sistema homogéneo)

1 3 20 1 0 0 11
1213 —=1010 -5
0131 001 2
por lo tanto
(x,y,2,t) = (—1la,5a,2a,a) con a € R.

(x,y,2,t) = a(—11,5,—2,1) con a € R

luego {(—11,5,—2,1)} genera el espacio U.
Ahora es facil demostrar que este conjunto es linealmente independiente, ya que

a(—11,5,-2,1) = (0,0,0,0) = a = 0.
Asi, {(—11,5,—2,1)} es linealmente independiente, y por lo tanto es una base de U.
Ejemplo 92 Sea V = {p(x) € Ry[z] / p'(1) =p(0)} < Ry[z]. Determinar un base de V.

Solucién. Primero necesitamos encontrar explicitamente la condicién que define al conjunto.
Sea p(z) = a + bz + cz?, calculando su derivada obtenemos p'(z) = b + 2cz. Evaluando
la condicién se tiene

p'(1) = p(0)
b+2c = a
a = b+2c, conb,ceR,

notemos que b, ¢ no tienen restricciones, luego

a+br+cx® = b+ 2+ bx + ca?
= b+bxr+2c+ ca?
= b(1+2x)+c(2+ 2%
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por lo tanto un conjunto generador de V' es

{1 +x,2+ m2}
Ademais, este conjunto es linealmente independiente, ya que

a(l+x)+b2+2%) = 0
(a+2b) +ar +bx®> = 0.

Recuerde que esta tltima es una igualdad polinomial, por lo tanto
a=0,b=0

es decir, {1 + z,2 + 2} es linealmente independiente.
Asi, {1+ z,2 + 2?} es una base de V.

1 s1 z=y

0 si w4y 0 EF(AR), entonces

Ejercicio 93 Sea §, : A — K, tal que 6,(y) = {
{0+}zea, €s un base de F(A,R).

Teorema 76 Sea V' un espacio vectorial sobre K, y {vy,va, ..., v}, una base de V. Siw € V

Y
W = V1 + Vg + ... + QU

tal que a; # 0 entonces {w,va, ..., v}, es una base de V.

Observacion. Note que la eleccién del primer elemento de la base no tiene mayor impor-
tancia, ya que la condicién esencial es que el coeficiente sea no nulo.
En el teorema anterior, podemos reemplazar cualquier v; en la base por w, siempre que

(07 7é 0.
Ejemplo 94 Sea U = ((1,1,1),(1,0,0)) el subespacio de R3. Como el vector
(3,7,7) = 7(1,1,1) — 4(1,0,0)

y ademds 7 # 0 luego
((1,1,1),(1,0,0)) = ((3,7,7),(1,0,0)) .

Ejemplo 95 Sea V un espacio vectorial sobre K, y u,v € V. Demostrar

(u,v) = (Tu + 2v,3u + v)
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Demostracion. Como el vector
Tu+2v=T7T-u+2-v
y ademés 7 # 0, luego
(u,v) = (Tu + 2v,v)

y ahora veamos que el vector 3u + v es combinacién de 7u + 2v, v
3 1
Ju+v= ?(7u+2v)+?v

como % # 0, tenemos
(Tu + 2v,v) = (Tu + 2v,3u + v)

Por lo tanto
(u,v) = (Tu + 2v,3u +v) .

Observacion. La demostracion del ejemplo anterior no es tinica, al estudiante lo desafiamos
a realizar otra demostracion.

Teorema 77 Sea V un espacio vectorial sobre K, y {vi,va,...,0n}, una base de V. Si el
congunto {wy, ws, ..., w,} es otra base de V, entonces n = m.

Consecuencia de este teorema es la siguiente definicién.

2.5. Dimension

Definicién 78 Sea V' un espacio vectorial sobre K. Decimos que la dimension de V esn si
y solo si existe una base de V' tal que su cardinal es n.

Notacién. Cuando la dimensién de V' es n lo denotamos por dimg V' = n, o simplemente
dimV = n.

Ejemplo 96 1. Las matrices triangulares superiores de orden n, forman un subespacio de
. 4 - 1 -
las matrices de orden n y su dimension es @, la base esta formada por las matrices

E;; (El coeficiente del lugar (i,7) es 1 y el resto es cero) con i < j, es decir

2. Las matrices simétricas de orden n, forman un subespacio de las matrices de orden n
Y su dimension es %, la base estd formada por las matrices E;j + Ej; coni < j, es
decir

B:{Eij+Eji / 1<i<j<n}
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3. Las matrices antimétricas de orden n, forman un subespacio de las matrices de orden
. ., —1 , . . .
n y su dimension es "("2 ), la base estd formada por las matrices F;j — Ej; con i < j,

es decir

4. Las matrices diagonales de orden n, forman un subespacio de las matrices de orden n
y su dimension es n, la base estd formada por las matrices E;;, es decir

5. R™ es un espacio vectorial sobre Ry su dimension es n, la base estd formada por las
n-uplas e; (donde el coeficiente del lugar i tiene el valor uno y en los otros cero), es
decir

B={e;, | 1<i<mn}

6. C" es un espacio vectorial sobre C y su dimension es n, la base estd formada por las
n-uplas e; (donde el coeficiente del lugar i tiene el valor uno y en los otros cero), es
decir

B={e; | 1<i<n}

7 K, 1] = Los polinomios en la variable x con coeficientes en K, de es un
o grado menor o igual que n incluyendo al polinomio nulo

subespacio de K[z] y su dimension es n+ 1, la base estd formada por z*, 0 <i < n, es
decir

B:{mi / Ogign}

Teorema 79 Sea V un K—espacio vectorial de dimension n y A un subconjunto de V en-
tonces:

1. Si el cardinal de A esn y A es un conjunto linealmente independiente entonces A es
una base de V.

2. Si el cardinal de A esn y A es un conjunto que genera a V' entonces A es una base de
V.

3. Si el cardinal de A es mayor estricto que n entonces A es un conjunto linealmente
dependiente.

4. Si el cardinal de A es menor estricto que n entonces el generado por A es un subespacio
distinto de V.

Corolario 80 Sea V un K—espacio vectorial de dimension n y U un subespacio vectorial
de V' tal que dimU = n, entonces U = V.
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Observacion. Tenga presente que para aplicar este teorema, es necesario conocer la dimen-
sién del espacio.

Ejemplo 97 Determinar la dimension del espacio

1 2 00
W—{AGMQ(R) / A{?)G]—{OO]}SMQ(R).
.. a b
Solucién. Sea A = { o d } e W, luego
a b 1 2 100
c d 36| |00
a+3b 2a+6b| [0 O
c+3d 2c+6d| |0 0
igualando coeficientes tenemos
a+3b = 0
c+3d = 0

resolviendo y reemplazando en la matriz obtenemos
a b —3b b -3 1 0 0
[c d}:[—?)d d}:b{o 0]*4—3 1}’

-3 152

Falta demostrar que son linealmente independiente,

es decir

-3 1 L 0 0 B 00
o oY =3 1] T oo
—3r x - 0 0
-3y y| |00
, -3 1 0 0
asi obtenemos que x = 0, y = 0, con lo cual 0 ol -3 1 es una base de W.
Por lo tanto la dimensién de W es 2.
Ejercicios.
1. Sean

U = {(z,y,2,t) eERYx+y—2=0A20+3y —t =0},
Vo= <(1,2,-1,3),(1,1,2,-1) >

a) Determinar una base de U y su dimension.
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b) Encontrar un base de U NV y su dimension.

2. Sean

U = {(z,y,2,t) ER*22+ 3y +2+2t =0Ax+2y+ 32+t =0},
V = {(z,y,2,t) € R*/2x + 2y — 82 + 2t = 0}

a) Determinar una base de U y su dimension.

b) Encontrar un base de U NV y su dimensién.

3. Dado el espacio vectorial

r+2y+z = 0

Determinar una base de U y su dimensién.

4. Determinar si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas

a) {(z,y,2) €R® | 2z+y—2=0} es un subespacio vectorial de R3.
b) {(z,y,2) €R® | x+y— 2> 0} es un subespacio vectorial de R3.
c)

[ ‘Z ty } € My(R) | at—zy= 0} es un subespacio vectorial de Ms(R).

o {[2 gemm 1 [11][2 ][22 [0 )i

cio vectorial de Ms(R).

e) El conjunto {(1,0,2),(1,1,1),(1,2,3)} es linealmente independiente.

f) El conjunto {[ (1] (1) } , [ (1) 1 } , [ ? ; ]} es linealmente independiente.

5. Hallar una base y la dimensién de U

r+y—z = 0
U:{(x,y,z,t)€R4 | x—?iélt _ 0}.

2.6. Suma Directa

Teorema 81 Sean V' un K-espacio vectorial y U, W dos subespacios de V, entonces U "W
es un subespacio de V.

Demostracién. Como U y W son subespacios vectoriales de V, en ambos espacios se
verifican las propiedades de espacio vectorial, de donde se obtiene:
H)0eUy0eW, luego 0 € UNW.
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ii) Ademads, dados u,w € U N W, entonces
u,welU, v uweW

y asi
ut+welU, vy utwelW

luego
ut+tweUnNWw

iii) Finalmente si u € UNW, y a € K, entonces
velU yueW y aeK

por lo tanto
au e U yaueW

lo que equivale a decir que
auv e UNW.

De (i), (ii) y (iii) se tiene que U N W es un subespacio de V.
Ejemplo 98 Sean
U={(2,5,2) €R® | 20+3y+2=0} yW ={(5,,2) €B® | w+y—2:=0}
Determinar una base de U N W.
Solucién. Sea (x,y,z) € UNW, luego (z,y,2) € Uy (x,y,2z) € W. Asi tenemos que
2v4+3y+2=0 y x4+y—22=0
por lo tanto debemos resolver el sistema, lo cual haremos mediante operaciones elementales
fila.
23 10 . 10 =70
11 -2 0 01 5 0
luego x =Tt, y=—5t, z=1t,cont € R.
Asi obtenemos

(x,y,2) e UNW & (x,y,2) = (Tt,—5t,t) =t(7,—-5,1) cont € R

es decir
UNW =< (7,-5,1) >

Como el vector es no nulo, luego {(7, —5,1)} es una base de U N V.
Ejemplo 99 Sean
U={(v,y,2) €eR® | 3x+2y—2=0} y W=<(1,1,1),(2,1,-1)>.

Determinar una base de U N'W.
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Solucién. Sea (z,y,z) € UNW, luego (z,y,2) € Uy (z,y,2) € W. Asi tenemos que
3r+2y—2=0 y(x,y,2) =a(l,1,1) +b(2,1,—1), con a,b € R, con lo cual,

(l’,y,Z) :(a+2bva+baa_b)

r=a+2b, y=a+b, z=a-0b

Reemplazando en la ecuaciéon que define la pertenencia a U tenemos,

3(a+2b)+2(a+b)—(a—b) = 0

4da+9b = 0
9
= —=b
“ 4
con lo cual obtenemos
(x,y,2) = a(1,1,1)+b(2,1,-1)
9
= —Zb(1,1,1)+b(2,1,1)
1 5 5
— (==, 2 2
( 47 47 4)
Asi,
1 5 5
(:Jc,y,z)EUOW(:)(x,y,z):b(—Z,—Z,—Z) con b € R
es decir

UAw = <(—i, —Z, —Z)> |

Como el vector es no nulo, luego {(—}1, —%, —g)} es una base de U N .

Ejemplo 100 Sean U =< (1,2,1,1),(1,3,1,2) > y W =< (2,1,1,1),(2,2,1,—1) > sube-
spacios de R*.
Determinar una base de U N'W.

Solucién. Sea (x,y, z,t) € UNW, luego (x,y,z,t) e Uy (x,y,z2,t) € W.
Veremos primero las condiciones para que el vector pertenezca a U.

(r,y,2,t) = a(1,2,1,1)+b(1,3,1,2), con a,b € R,
(x,y,2z,t) = (a+b,2a+3b,a+0b,a+2b) con a,b € R.

Ahora el vector (z,y, z,t) también pertenece a W, entonces

(x,y,2,t) = ¢(2,1,1,1)+d(2,2,1,—1), con ¢,d € R,
(x,y,2,t) = (2c+2d,c+2d,c+d,c—d) conc,deR.

Con lo cual tenemos que el vector debe satisfacer las dos condiciones, luego

(a+b,2a+ 3b,a + b,a+ 2b) = (2¢+ 2d,c+2d,c+ d,c — d), con a,b,c,d € R.
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Reescribiendo las ecuaciones se obtiene el sistema

a+b—2c—2d =
20 +3b—c—2d =
at+b—c—d =
a+2b—c+d =

o O O O

Luego la matriz asociada al sistema de ecuaciones lineales es,

11 -2 =2 1 000

2 3 -1 =2 0100
H

11 -1 -1 0010

1 2 -1 1 0001

y asf las soluciones son:
a=0, b=0, ¢=0, d=0

Reemplazando en cualesquiera de las dos combinaciones lineales se tiene que

(x,y,2z,t) = a(1,2,1,1) +5b(1,3,1,2)
(0,0,0,0)

Asi,
(x,y,2z,t) eUNW & (x,y, 2,t) = (0,0,0,0)

es decir
UNW ={(0,0,0,0)}.

Como el vector es nulo, luego no existe base del espacio nulo U N W.

89

Ejemplo 101 Sean U = ((2,1,2,1),(3,1,2,2)) y W = ((1,1,1,1),(2,1,4,—1)) sub-

Y Y )

espacios de R*. Determinar una base de U N'W.

Solucién. Sea (x,y, z,t) € UNW, luego (x,y,z,t) e Uy (x,y,z2,t) € W.
Veremos primero las condiciones para que el vector pertenezca a U.

(x,y,2z,t) = a(2,1,2,1)+b(3,1,2,2), con a,b € R,
(x,y,2,t) = (2a+3b,a+b,2a + 2b,a + 2b) con a,b € R.

Ahora el vector también pertenece a W, entonces

(r,y,2,t) = ¢c(1,1,1,1)+d(2,1,4,—1), con ¢,d € R,
(x,y,2z,t) = (c+2d,c+d,c+4d,c—d) con ¢,d € R.

De esto se tiene que el vector (z,y, z,t) debe satisfacer ambas condiciones, es decir:

(2a + 3b,a+b,2a + 2b,a + 2b) = (¢4 2d, ¢+ d,c+ 4d,c — d), con a,b,c,d € R.
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Reescribiendo las ecuaciones obtenemos el sistema

20 +3b—c—2d =
a+b—c—d =
20 +2b—c—4d =
a+2b—c+d =

o O O O

La matriz asociada al sistema de ecuaciones lineales es

23 -1 -2 100 -5
11 -1 -1 010 2
22 -1 —4| 71001 =2
12 -1 1 000 0

y asf las soluciones son:

a=5, b=-2, c=2, d=I

Reemplazando en cualesquiera de las dos combinaciones lineales tenemos

(x,y,2z,t) = a(2,1,2,1)+b(3,1,2,2)
= 50(2,1,2,1) — 20(3,1,2,2)
— 1(4,3,6,1)

Asi,
(x,y,2,t) e UNW < (x,y,2,t) = 1(4,3,6,1)

es decir
UNW =< (4,3,6,1) > .

Como el vector no es nulo, {(4,3,6,1)} es una base del espacio U N W.

Observacion. La unién de subespacios vectoriales de un espacio vectorial V', en general, no
es un subespacio vectorial de V. Ejemplo de ello lo tenemos en el caso de U =< e; >,y
W =< ey > ambos son subespacios de V = R2, pero la unién de ellos no es un subespacio,
ya que e; +ex ¢ UUW.

Consideremos ahora el subespacio generado por la unién de U y W, (U, W como en la
observacién anterior),

({UUW)

y describamos los vectores que lo forman.

Como el espacio generado por (U U W) es un subespacio vectorial de V', se tiene que para
u€UywéeW, u+ w debe pertenecer a (U U W) . Asi tenemos que todos los elementos de
la forma u + w pertenecen a (U U W).

Ahora veamos que acontece con dos elementos de la forma u + w, para ello consideremos

u+we(UUW), 4w e(UUuW)
ut+w+u +w e (UUW)
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Usando las propiedades asociativa y conmutativa de la suma tenemos que
(u+w) + (v +w') = (u+u) + (w+w)

Luego podemos mantener su estructura, es decir, como la suma de un elemento en U més
otro elemento en W.
Ahora veamos que sucede con la multiplicaciéon por escalar.

ut+w € (UUW) y aekK
alu+w) = au+aw e (UUW)

Con lo cual se tiene que

(UUUW)={u+weV [/ uwelU weW}.

2.6.1. Sumas de Espacios

Definicién 82 Sea V' un K-espacio vectorial y U, W dos subespacios de V' entonces se define
la suma de U y W como{u+weV | uwelU weW}, esdecir

U+W={u+weV |/ welU weW}.
Ejemplo 102 Sean U =< e; > y W =< ey > dos subespacios de R? entonces
U+W = {u+wekR | uwelU weW}
= {xel+ye2€R2 / xer €U, yes €W, x,yER}
= {(z,y) eR* | z,yeR} =R
< e >+ <ep>=R%L

Ejemplo 103 Sean U = {(z,y) € R* | z+3y=0}, W={(z,y) eR* | 2z+5y=
0} subespacios de R%. Determinar U + W.

Solucién. Primero determinemos un conjunto generador del subespacio U,

U = {(z,y) €eR* | z+3y=0}
U = {(x,y) eR® |/ z=-3y}
U = {(-3y,y) eR® /| yeR}
U = <(=3,1)>.

T
T

Ahora realicemos el mismo proceso con W,

W = {(z,y) €R* / 2x+4+5y=0}

W= {ry) €R | x=—2y)
W= {(Juy) € [ yeR)
v {(39)
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Ahora veamos la suma,

U+W = {u+weR?® /| vel weW}
5
= {l‘(—3,1)+y(—§,1)€R2 / l’,yER}

— {(=3,1),(-2,1)
(-8--5m)

Como {(—3, 1), (—g, 1)} es un conjunto linealmente independiente, ya que

entonces {(—3,1),(—3,1)} es una base de R?, luego

U+W = <(—3, 1), (—g, 1)> = R?

Teorema 83 Sean U, W subespacios vectoriales de V tales que U =< A > y W =< B >
con A y B subconjuntos de V, entonces

U+W =< AUB >.

Teorema 84 Sea V' un espacio vectorial de dimension finita y U, W subespacios vectoriales
de V', entonces

dim(U + W) = dim(U) 4 dim(W) — dim(U N W).
2.6.2. Suma Directa

Definicién 85 Sea V' un K—espacio vectorial y U, W dos subespacios vectoriales de V. De-
cimos que V es suma directa de U y W si y sélo si todo vector de V' se escribe en forma
unica como un vector de U mds otro vector de W.

Notacién. Si V' es suma directa de U y W esto se denota por V =U ¢ W.

Observacion. La definicién dice que un espacio vectorial V' es suma directa de los subespa-
cios U y W si dado cualquier v en V' existe un tnico v en U y existe un tnico w en W de
modo que v = u + w.

Ejemplo 104 En R?, tenemos que todo elemento (x,y) se puede escribir como

(z,y) = (7,0) + (0,9)

la cual es unica, con la condicion que cada uno de los sumandos esté situado en U =< ey >
y W =< ey > respectivamente. Asi podemos decir que

R2=<e; >® < ey >.
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Teorema 86 Sea V' un K-espacio vectorial y U,W dos subespacios vectoriales de V.
V' es suma directa de U y W si y sélo si se cumple

i) UNnW ={0}

i) V=U+W.

Ejemplo 105 Sean U = {(x,y,2) € R* / 3z +2y—2 =0}, y W =< (1,2,1) > .
Determinar si R es suma directa de U y W.

Solucién. Sea (z,y,z) € UNW, luego (z,y,2) € Uy (x,y,2) € W. Asi tenemos que
3r+2y—2=0 y(x,y,2) =a(1,2,1), con a € R, con lo cual
(x,y,2) = (a,2a,a)
Reemplazando en la ecuacion, obtenemos,
3(a) +2(2a) — (a) =
6a =
a = 0
y asi tenemos que
(x,y,2) = a(1,2,1)
= (0,0,0).
Finalmente,
(r,y,2) e UNW & (z,y,2z) = (0,0,0)

es decir,
Unw =((0,0,0))

Ahora, determinaremos un conjunto generador de U, para ello
3r+2y—2z = 0
z = 3r+2
Por lo tanto,
(r,y.z) € U< (v,y,2) = (x,y,3z + 2y)
< (z,y,2) =2(1,0,3) +y(0,1,2)

luego U =< (1,0,3),(0,1,2) > . Como U =< (1,0,3),(0,1,2) >y W =< (1,2,1) > se tiene
que
U+ W =< (1,0,3),(0,1,2),(1,2,1) >

El conjunto {(1,0,3),(0,1,2),(1,2,1)}, generador de U + W, es una base de R? ya que

1
0 — 6
3

N = O
— N =

Con lo cual hemos probado que
RE=U@@W.
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Ejemplo 106 Sean
U={(z,y,2,t) eR" /| 3ax+2y—2=0, x+y+t=0}

W ={(z,y,z,t) eR" | w+y—z+t=0, 24+2y+z—1t=0}

dos subespacios de R*. Determinar si R* es suma directa de U y W.

Solucién. Sea (z,y, z,t) € UNW, luego (z,y,2,t) € Uy (z,y,zt) € W. Cada pertenencia
nos entrega dos ecuaciones con las cuales obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones lineales

x+2y—z = 0
r+y—t = 0
r4+y—z+t = 0
r+2y+z—t = 0

y la matriz del sistema esta dada por

32 -1 0
11 0 -1
11 -1 1]°
12 1 -1

cuyo determinante es —3, luego el sistema tiene tinica solucion, es decir, la solucién trivial.
Por lo tanto,
UNW =((0,0,0,0)) .

Ahora determinaremos un conjunto generador para cada uno de los subespacios. Reali-
cemos esto para el subespacio U.

3r+2y—2=0, z4+y+t=0
z=3r+2y, t=-—-x—uy.
Asi,

(x7y727t> = ($,y,3$+2y,_x—y)
(x,y,2z,t) = x(1,0,3,—1) 4+ y(0,1,2,—1)

por lo tanto
U=<(1,0,3,-1),(0,1,2,—1) > .

Ahora obtendremos un conjunto generador de W.
r+y—2+1t=0, z4+2y+2—-1t=0
r=32z—-3t, y=-—22+4+12t
Asi,

(x,y,2,t) = (32—3t,—2z+2t,2,1)
(x,y,2,t) = 2(3,-2,1,0)+(-3,2,0,1)
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por lo tanto
W =<(3,-2,1,0),(-3,2,0,1) > .

Como U =< (1,0,3,-1),(0,1,2,-1) > y W =< (3,-2,1,0),(-3,2,0,1) >, en-
tonces
U+W=<(1,0,3,-1),(0,1,2,-1),(3,—2,1,0),(-3,2,0,1) > .

El conjunto {(1,0,3,-1),(0,1,2,-1),(3,-2,1,0),(—3,2,0,1)}, generador de U + W, es una
base de R*, ya que

Con esto hemos demostrado que

Ejercicios.
1. Sea F(R,R) un R-espacio vectorial,
U={feFRR) /[ f(-2)=—f()}, V={fe€ FRR)/ f(-z) = f(2)}
subespacio de F(R, R)

a) Demostrar que U NV = {0}.
b) Demostrar que U +V = F(R,R).

2. Sean W = {(z,y,2) eR®* / 3x+2y—2=0} y U=<(1,-1,2)>.Demostrar
que R3=Ua W

3. Sean

W = {(z,y,2,t) €ER* |/ 324+2y—2+t=0, x+y—z=0},
U = <(1,1,-1,2),(0,1,3,1) >

Demostrar que R* = U @ W.

2.7. Coordenadas

Sea V' un espacio vectorial sobre K de dimensién n y B = {vy, vg, ..., v, } base de V. De
ahora en adelante consideremos que las bases son ordenadas, esto es, una base es ordenada
si fijamos la posicién en que se encuentran los vectores en la base.

Como B es una base de V, todo elemento de V' es combinacién lineal tnica de los elementos
de la base, es decir
UV = QU1 + QoUg + ... + QU
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Denotamos las coordenadas de v, con respecto a la base ordenada B, por [v], la cual es
una matriz de orden n x 1 cuyos coeficientes son los escalares (en el orden establecido), es
decir,

Ejemplo 107 Sea B = {1 — 2,1 + 2z + 22,1 + 2%} una base de Ry[z]. Determinar las
coordenadas de v =1 y v = a + bx + cx?, respecto a la base B.

Solucién. Escribamos 1 en combinacién lineal de 1 — z, 1+ 2z + 22, 1+ 2%

1 = a(l—a)+b(1+22+22) +c(1+ %)
1 = (a+b+c)l+(—a+2b)z+ (b+c)a?
1 = a+b+¢, 0=—-a+2b, 0=b+c
a 1, b=-1/2, c=1/2
Asi,

1

[p=] —1/2

1/2

Ahora escribamos el vector a+bx+cz? en combinacién lineal de 1—x,  14+2z+22%, 1+22.

a+br+cx? = a(l—z)+B(1+2z+ 3% +~(1 + 2?)
atbrtea® = (a+B+9)1+(~a+28)r+ (5 +9)’
a = a+p+vy, b=—-a+28, c=p+1.

Para resolver el sistema, asociemos la matriz y escalonemos

1 11 a 1 00 a—c
-1 20 b|—|010 2b+3ia—1c
3
011 ¢ 001 3¢c—3b—3a
Asi,

1 1 1 3 1 1
a—l—bx+cx2:(a—c)(1—m)—|—(§b—|—§a—§c)(1+2x+w2)+<§c—§b—§a)(1+:L‘2)
Por lo tanto,

a—c
[a+bx+cm2]8: b+ia—1c

2
Ejercicios.
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1. Sea D = {(1,1,-1),(2,1,1),(3,—1,1)} una base de R?.

Determinar:

a’) [(17 27 3)]D
b) [(z,y,2)lp

2. Sea B={1—z,2+z— 2% 32? — x + 1} una base de Ry[z]. Determinar:
a) [1+2—a?,
b) [az® + bx + |y

3. Sea D ={(1,2,1),(1,3,2)} una base de

U={(z,y,2) €R® /| x—y+2=0}

a) Si[ulp, = { ; ] . Determinar u

b) Sifv]p, = [ gi ] . Determinar v

4. SeaU = {(z,y,2) € R®* / 2z —3y+52=0}y .Auna base de U tal que

(R Y ISR

Determinar la base A.

2.8. Producto tensorial

Otra de las operaciones que podemos estudiar entre espacios vectoriales es el producto
tensorial con el cual podemos construir nuevos espacios vectoriales. Una de las nociones
necesarias para poder entender el producto tensorial es el de Espacio Cuociente.

2.8.1. Espacio Cuociente

Sea V un espacio vectorial sobre K. y U un subespacio vectorial de V. definamos la
siguiente relacién de equivalencia sobre V: dos elementos de V' estan relacionados si y sélo
si la diferencia de ellos pertenece a U, es decir,

u~vESu—velU

Podemos comprobar que ~ cumple las propiedades:
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(a) Refleja:

Como U es un espacio vectorial, luego

OeUsu—uel s u~u.

Por lo tanto,
(Vu € V)(u ~ u)
(b) Simétrica:
Sean u,v € V, tales que u ~ v, luego u — v € U y como U es un espacio vectorial,
entonces (—1)(u — v) € U, pero
(—D(u—v)=—-u+v=v—u

por lo tanto v — u € U lo que equivale a decir que v ~ w.

Asi hemos demostrado

Vu,v e V) ((u ~v) = (v~u))

(c) Transitiva:

Sean u,v,w € U tales que u ~ vy v ~ w, entonces (u—v) y (v—w) € U y como
U es un subespacio, la suma de ellos pertenece a U,

(u—v)+w—w) = ut((—v+v)—w)

= uUu—-w

luego u —w € U y por lo tanto u ~ w.

Es decir,
Vu,v € V) [((u ~v) A (v ~w)) = (u~w)

Usando estas propiedades definimos la clase de equivalencia de u € V, dada por

u = {veV |/ v~u}
= {veV / v—ueU}
= {veV |/ v—u=weU}
= {veV |/ v=u+w, welU}
= {u+tweV |/ weU}
= u+U

Finalmente definimos el conjunto cuociente V/U como el conjunto de todas las clases de
equivalencia,

VIU={a | ueV}

Observacién. Note que los elementos de V/U son conjuntos. A continuacién daremos una
estructura de espacio vectorial a V/U.
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a) Primero definamos la suma: dadas dos clases @, v, definimos @ +7 como (u + v), es decir,
sumamos los vectores y a continuacién determinamos su clase. La definicién anterior

se basa en la siguiente propiedad.
u~u v~ = (utv) ~ (U + )
la cual es fdcil comprobar, basta notar:

u ~ U, v~ su—du el v—1v el
= (u—u)+@w—-0)eU

= (u+tv)— (W +2)eU

=

u=vu, 1v=v= (utv)=(u+7)

b) Ahora definamos la multiplicacién por escalar: dada una clase @, y un escalar a € K,
definimos a - @ como (a - u), es decir primero multiplicamos el vector por el escalar y

luego determinamos su clase.

La definicién anterior se basa en la siguiente propiedad

u~u,a €K = au~ au

la cual también es fécil de comprobar,

u ~ v, aceK=u—-vecU, ackK
= alu—u)elU, aekK
= (au—au')eU, a€K

= aun~ au

Esta propiedad nos permite escribir

u=1u, a€cK=au=au.

Definicién 87 Sea V' un espacio vectorial sobre K y U un subespacio de V. Se define en el
conjunto cuociente

VIU={a | uweV}

las operaciones

g

+

]|
|

U+ v, u,v eV
a-u, veV, ack

S

gl
Il
S

Teorema 88 Con las operaciones definidas anteriormente V /U es un espacio vectorial sobre
K.
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Ejemplo 108 Sea U =< (1,1) > subespacio de R%. Describir el espacio vectorial cuociente
R%/U.

Solucién. Las clases o los vectores que pertenecen al conjunto cuociente estan dados por:

(r,y) = {(@y)eR® / (2,¢)~ (z,9)}
= {(«,y)eR® | (@'y)— (x,y) €< (1,1) >}
{(@y)eR? |/ (2,y)— (z,y) =t(1,1),t € R}
= {(@,y)eR® | (@¢)=(z,y) +t(1,1),t € R}
= {(z,y) +t(1,1) eR* / tcR}

Geometricamente la clase de (x,y) corresponde a la recta cuyo vector director es (1,1) y

pasa por (x,y).
Dos ejemplos concretos de clase son:

(0,1) = {(0,1)+¢(1,1) eR* / teR}
= {(z,y) eR? | z=y-1}
= {(z,y) eR? /| z—y=-1}

es decir, ambos vectores son iguales y representan la recta de pendiente 1 que pasa por el
punto (1,2).
La operatoria que transforma a este conjunto en un espacio vectorial sobre R es:

(r,y) + (a,b) = (x+a,y+D)
a(z,y) = (az,ay)

En un ejemplo concreto tenemos

(1,2) +(1,3) = (2,5)
a(l,2) = (a,2a)
Geomeétricamente la suma de los vectores (1,2) y (1,3) es la recta de pendiente 1 que
pasa por el punto (2,5).

~—

~—

Ejemplo 109 Sea U = {(z,y,2z,w) € R* /| x+y =0, x+2z—w =0} subespacio de
R*. Describir el espacio cuociente R*/U.
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Solucién. Las clases o los vectores que pertenecen al conjunto cuociente estan dados por:

= {(@,y, 7, w)eR | (2,2 w)— (2,y,2,w) € U}

Para poder explicitar la clase de (2/,y/, 2/, w’) necesitamos encontrar un conjunto generador
de U, para ello resolvamos el sistema cuya matriz asociada es

1100_}101—1
1 01 —-1 01 -1 1

Asi obtenemos que {(—1,1,1,0),(1,—1,0,1)} es un conjunto generador de U, .més aun
una base de U. Como

(', y, 2 w') — (x,y,2z,w) € U

— (2,y, 2 w') — (z,y,z,w) € ((—1,1,1,0),(1,—1,0,1))

— (o, y, 2 w) — (v,y,z,w) =a(—1,1,1,0) + b(1,-1,0,1), a,beR
— (o), W) = (z,y,z,w) +a(—1,1,1,0) + b(1,-1,0,1), a,beR

Por lo tanto
(z,y,z,w) = {(z,y,z,w) +a(-1,1,1,0) + b(1,—1,0,1), a,be R}
Dos ejemplos concretos de clases son:

0,1,1,2) = {(0,1,1,2) +a(~1,1,1,0)+b(1,-1,0,1), a,be R}
{b—a,a—b+1,a+1,b+2)eR* / a,beR}

(1,-1,1,0) = {(1,-1,1,0)+a(-1,1,1,0) +b(1,-1,0,1), a,b € R}.
= {(b—a+la-b—1a+1,b)eR* / abeR}

En un ejemplo concreto tenemos

0,1,2,1)+(1,1,2,3) = (1,2,4,4)
«(1,2,0,2) = (a,2a,0,2q)

2.8.2. Producto tensorial

Sea V' un K-espacio vectorial y U, W dos subespacios vectoriales de V, consideremos
el subespacio vectorial definido en el ejercicio 70.

Si(UxW,K)={g:UxW —K |/ g tiene soporte finito}

el cual es un espacio vectorial con las operaciones de suma de funciones y multiplicacién por
escalar de una funcién.
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Ademds una base de este espacio es {0ww)y / (u,w) € U x W} donde () es la
funcién definida de la siguiente forma:

1 s (w,w) = (2,y)
O(uw)(T,y) = { 0 si (u,w)# (%Z)

Este es un espacio de dimensién infinita (U x W tiene infinitos elementos).
Recuerde que una funcién g tiene soporte finito si y sélo si el cardinal de

{(u,w) e U xW | g(u,w)#0 } es finito.

Observacién. Los vectores del espacio Sy(U x W, K) son funciones que pueden describirse
en forma andloga a los polinomios, es decir,

g= Z g(“a w)é(u,w)

donde d(,,.) juega €l rol o papel de ' en un polinomio y la suma es finita dado que g es de
soporte finito.
En el espacio Sy(U x W, K), consideremos el subespacio generado por

A= {5(au7w) - Oé(s(u,w)y 5(u7aw) - aé(u,wﬁ 6(u+u/,w) - 5(u,w) - 5(u’7w)7
S(uwtw) = Ofuw) — O(uuw) / w,u €U, w,w' €W, aeK}

Con el subespacio generado por A, (A) construimos el espacio cuociente y asi tenemos la
siguiente definicion.

Definicién 89 Sea V' un K -espacio vectorial y U, W dos subespacios vectoriales de V, se
define el producto tensorial de U y W, denotado por U ® W, al K-espacio vectorial

Se(U x W,K)/ (A)

es decir,
UW =SU x W,K)/ (A)

Notacién. Los vectores de U ® W, son clases de funciones, en particular la clase de 0, ., la
denotamos por u ® w, es decir, 0(yw) = v & w.
Con esta notacién tenemos las siguientes propiedades.

Teorema 90 Sea V' un K-espacio vectorial y U, W dos subespacios vectoriales de V, entonces
se tiene:

1. VueU)(Ywe W) (Va € K) ((au) @ w =a(u®@w))

2. (VueU) (Vw € W) (Va € K) (u® (aw) = a (u ® w))

3. (Vu,u/ € U)(Vw € W) (u+ 1) @w = (u®w) + (v @ w))
4. VuelU)Vw,w eW)(u® (w+uw)=uew)+ (ueuw)).
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Ejemplo 110 FEaxplicitar una base de R ® R.
Solucién. Primero veamos algunos vectores de este espacio, por ejemplo:
203, —12V5, e @sin(3)
Usando las propiedades del teorema, tenemos

a®f = (a-1)®j
= a(l1®p)
= a(l®(3-1))
= af(1®1)

con lo cual hemos podido comprobar que
a®f=aBf(l®1l)

generalizando el caso anterior, tenemos
Zai ®p3 = Zai6i<1 ®1)
= Q_ap)1el)

— e

Asi, todo vector de R® R, es combinacién lineal de 1® 1. Este vector es no nulo y genera
aR®R, luego {1 ® 1} es una base del espacio vectorial R ® R, y por lo tanto su dimensién
es 1.

Ejemplo 111 Ezplicitar una base de R?QR2.

Solucién. Primero veamos algunos vectores de este espacio, por ejemplo:
(2,1) ®(1,3); (0,7) ® (V5,¢e?)

Recordemos que la base canénica de R? la denotamos por C = {ej, e5}. Usando propiedades
del teorema anterior tenemos,

(a,b) ® (¢,d) = (ae; + bez) ® (c,d)

(ae1) ® (¢, d) + (be2) ® (c, d)

= a(e1 ® (¢, d)) + blea ® (¢,d))

= a(e; ® (ceq + dez)) + b(ex @ (ceq + des))

= ae; ® (ce1)) +ale; ® (dez)) + b(ex ® (ceq)) + bles ® (des))
= acle; ®ey) +ad(e; ® ez) + be(ea ® eq) + bd(ex ® es)
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con lo cual hemos podido comprobar que
(a,b) ® (¢,d) = ac(e; ® e1) + ad(e; ® e2) + be(ex ® 1) + bd(ex ® eg)
generalizando el caso anterior, tenemos

Z(ai, bl) & (CZ’, dz) = Z a,-ci(el & 61) + aidi(el X 62) + bici(eg X 61) -+ bidi(eg X 62)

7 A

= Z a;ci(er @ ep) + Z a;d;(e; ® ea) + Z bici(ea @ e1) + Z bid;(es ® e3)

(2

= )\11(61 X 61) —+ )\12(61 X 62) -+ )\21(62 X 61) + )\22<€2 X €2>
Ast, todo vector de R? ® R?, es combinacién lineal de
(61@61), (61 ®€2), (62@61), (62@62),

entonces obtenemos
{e1®e1, e1®ey, e2®er, ea®ey}

es una base del espacio vectorial R? ® R2.
Por lo anterior tenemos que el espacio vectorial R? ® R? tiene dimensién 4.

Ejercicios.
1. Explicitar una base de R @ R?.

2. Explicitar una base de R?®@R.

3. Explicitar una base de R2® My, (R).



Capitulo 3

Transformaciones lineales

3.1. Introduccion

Entre espacios vectoriales V' y W, sobre un mismo cuerpo K, se pueden definir una gran
variedad de funciones, nos interesa resaltar de estas funciones las que respetan la estructura
de espacio vectorial, es decir, respetan la suma de vectores y también la multiplicacién por
un escalar.

Al considerar este tipo de funciones, uno de los mejores ejemplo que disponemos es la
derivada como funcién de V en V, siendo V el R-espacio vectorial de todas las funciones
reales derivables. La funcién derivada respeta la suma y la multiplicacién por escalar, esto
es, dados f,gen V y a en R se tiene:

(f+9) @) = (f'+49)()
(af) (x) = (af)(2),

as{ también, la integral mirada como funcién desde el R-espacio vectorial W, de todas las
funciones integrables en el intervalo [a, b], en el el R-espacio vectorial R también cumple estas
propiedades, es decir, dados f,g en W y a en R se tiene:

/ab(iw) (z)dzr = /abfb(m)dx+/abg(x)dx
[ on@is = A [ s

3.2. Transformaciones Lineales

En este capitulo U, V, W denotan espacios vectoriales sobre K.

Definicién 91 Sea T : U — V, una funcion.
Se dice que T es una transformacién lineal si y sdlo si T satisface lo siguiente:

i) T respeta la suma, es decir,

(Vu,v € U)(T(u+v) =T (u) +T(v))

105
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ii) T respeta la multiplicacion por escalar
(Va € K)(Vu € U)(T(au) = aT'(u))
Notacién. El conjunto de todas las transformaciones lineales de V' en W se denota por
L(V, W), es decir,
LV,W)={T:V —- W / T es una transformacién lineal}

Ejemplo 112 Demostrar que la siguiente funcion
T: R* — R?
(r,y) ~ (y,7)

es una transformacion lineal.

Solucién. Veamos primero que 7T respeta la suma. Sean (z,%), (2,y') cualesquiera en R?
T((z,y)+ («,y) = T((z+2"y+y))
= (y+y,z+a)
= (y,2)+ (y,2)
= T((z,y) +T((«".y))

Ahora la multiplicacién por escalar. Sea (z,y) cualesquiera en R? y ¢ en R
T(a(z,y)) = T((az,ay))
= (ay,ax)
= a(y,z)
= al'((z,y))

con lo cual hemos demostrado que 7' es una transformacion lineal.

Ejemplo 113 Demostrar que la siguiente funcion
T: R — R?

es una transformacion lineal.

Solucién. Veamos primero que T respeta la suma. Sean (z,y), (2’,9') cualesquiera en R?

T((z,y)+ (@y) = T(=z+2"y+Y))
2@+2)+3y+y), (z+2) =3y +y))
(2x + 22" + 3y + 3y, x + 2’ — 3y — 3y)
= (224 3y,x —3y") + (22" + 3y, 2’ — 3y')
= T((z,y) + T((«",y"))
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Ahora la multiplicacién por escalar. Sea (z,y) cualesquiera en R? y a en R

T(a(z,y)) = T((az,ay))
= (2az + 3ay, ax — 3ay)
= (a(2z+3y),a(z—3y))
= a(2z+ 3y, z — 3y)
= CLT((.%', y))

con lo cual hemos demostrado que 1" es una transformacién lineal.

Ejemplo 114 Demostrar que la siguiente funcion

T: R[] — R?
ar? +br+c ~ (a—0,2c+0)

es una transformacion lineal.

Solucién. Veamos primero que 7T respeta la suma. Sean ax? +bx +c¢, y da®+ bz +¢
cualesquiera en Ry[z]

T((az® +bx+c)+ (d2* + bz + ) = T((a+d)x* + (b+b)z+ (c+))
= ((a+d)=(0+0V),2(c+)+ (b+1¥))
= (a—b+d =V, 2c+b+2J+ V)
(a—=0b,2¢+0b)+ (a" =V, 2 + 1)
T(az® +bx +c) + T(d'z* + Vz + )

Ahora la multiplicacién por escalar. Sea ax? + bx + ¢ cualesquiera en Ry[x], y A en R

T(A (az® + bz +c)) = T(Xaz®+ Abx + Ac)
— (Ma— Ab,2\c + \b)
= (Aa—=0),A(2c+ 1))
= MNa—b,2c+b)
= aT(az® + bz + c)

con lo cual hemos demostrado que T' es una transformacion lineal.

Proposicion 92 Sea T una funcion de U en V, entonces T es una transformacion lineal si
y solo si se cumple que

(Vu,v € U) (Va € K) (T (u + av) = T'(u) + aT'(v))
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Ejercicio 115 Demostrar que la siguiente funcion
T: R? — R3
(I,y,Z) ~ (2l’—y+27l’—y+27$)

es una transformacion lineal.

Ejercicio 116 Demostrar que la siguiente funcion
T: R3 — R?
(x,y,2) ~ (v —2y+ 2204 3y+ 22)

es una transformacion lineal.

Ejemplo 117 Hallar el conjunto de las preimdgenes del vector nulo para la transformacion

lineal
T : R3 — R2
(x,y,2) ~ (2r+3y+z,2—3y—2)

Solucién. Necesitamos determinar los vectores (z,, 2) de R3 tales que
T(x,y,z) = (0,0)

Evaluando T,
(2x 4+ 3y + z,xz — 3y — z) = (0,0)

es decir,
20 +3y+2=0, z—3y—2z=0

luego, utilizando la matriz asociada al sistema, obtenemos
2 3 1 . 10
1 -3 -1 0 1

1
r=0 y+-2=0

wi= O
[

por lo tanto,

3
con lo cual,
1
(r,y,2) = (0,—52,2)
1
= 0,—.1
A0.-3.1)

Asi el conjunto de las preimégenes del vector nulo es el subespacio

<(0, —%, 1)> |

Observacion. Note que el resolver un sistema de ecuaciones lineales equivale a encontrar
las preimdgenes de un vector para una transformacién lineal dada.
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Teorema 93 Sean U,V dos espacios vectoriales sobre K, ademds sean {uy,usg, ..., u,} una
base de U y {vy,vq,...,v,} un subconjunto de V entonces existe una tnica transformacion
lineal T de U en 'V, tal que T'(u;) =v;, t =1,...,n

Observacion: Dado un vector u de U, se tiene que

n

u = E a; U;

=1

ya que {uy, us, ..., u, } es una base de U, como la transformacién del teorema anterior es lineal

entonces tenemos
n n
T ( E aiui) = E a;v;.
i=1 i=1

Ejemplo 118 Determinar T una transformacion lineal de R? en
U={(z,y,2)eR® |/ z+y+z=0}
tal que T'(1,0) = (1,2,-3) y T'(1,1) = (5, -3, —2).

Solucién. Como {(1,0),(1,1)} es una base de R? y los vectores (1,2,-3) y (5,—3,—2)
pertenecen a U, entonces existe un tnica transformacién lineal.

Explicitemos la transformacién, para ello usemos la observacién anterior. Sea (z,y) € R?,
luego

(.1', y) = (I - y) (1’ O) + y(L 1)
aplicando la transformacion lineal obtenemos
T(x,y) = T((x—y)(1,0)+y(1,1))
= (r—y)T(1,0)+yT(1,1)
= (J: - y) (17 2, _3> + y(57 -3, _2)
= (z+4y,2x — 5y, -3z +y)

Por lo tanto obtenemos la siguiente transformacién lineal:

T: R2 — U
(z,y) ~ (r+4y,22 -5y, -3x+y) "
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Ejercicios.
Determinar si los siguientes funciones son transformaciones lineales. JUSTIFIQUE.

1. T:R*—>R?* talque T(z,9,2)=(x+y,3z+7y).

(

2. T:R*—>R? talque T(x,9,2)=(x+y,z+\y?).
(
(

~

Yy
3. T:R* > R? talque T(z,y)=(z+v*7)
Yy

4. T:R?* - R? talque T(z,y) = (z+|y|,z,v)

5. T:R — My(R) tal que T'(z)= [ g;w Zx}

.172

- |ty -3y

3.2.1. Kernel o Nucleo

El poder distinguir este conjunto formado por todas las preimdgenes del vector nulo
nos lleva a la siguiente definicion.

Definicién 94 Sea T : V — W una transformacion lineal. Se define el Kernel o Nicleo de
la transformacion lineal T', denotado por Ker T, al conjunto de las preimdgenes del vector
nulo, es decir

KeeT={veV / T()=0}

Ejemplo 119 Determinar el kernel de la siguiente transformacion lineal

T: R R2
(x,y,2) ~ (x—2y+ 220+ 3y+2z)

Solucién. Como tenemos que
KeeT'={veV / T(v)=0}
reemplazando

KerT = {(z,9,2) eR® | T(x,y,2)=(0,0)}
= {(x,9,2) eR® /| (2 —-2y+220+3y+22)=(0,0)}
= {(z,y,2) €eR® |/ z-2y+2=0, 20+3y+2z=0}

para explicitar el KerT" debemos resolver el sistema de ecuaciones lineales homogéneo, para
ello asociamos la matriz al sistema y determinamos su escalonada.

1—21H101
2 3 2 010
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Con lo cual tenemos

KerT = {(z,y,2)€R® / z+2=0 y=0}
{(z,y,2) eR® | 2=-2z y=0}
{(=2,0,z) eR* |/ z€eR}

= ((-1,0,1)).

Por lo tanto
KerT = ((—1,0,1)).

Ejemplo 120 Determinar el kernel de la siguiente transformacion lineal

T: R3 — R?

Solucién. Como tenemos que
KerT'={veV / T(v)=0}
reemplazando

KerT = {(z,y,2) eR® / T(z,y,2)=(0,0)}
= {(z,y,2) €R® | (z—2y—2z25+3y+22)=(0,0)}
= {(z,y,2) eR® |/ z—-2y—2=0 2z+3y+2z=0}

para explicitar el Ker T" debemos resolver el sistema de ecuaciones lineales homogéneo, para
ello asociamos la matriz al sistema y determinamos su escalonada.

B e

1 4
(z,y,2) ER® / :c—|—§z:0 y+?z:O}

=

Con lo cual tenemos

KerT =

Por lo tanto
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Teorema 95 Sea T' una transformacion lineal de U en V, es decir, T € L(U,V') entonces

KerT <U

Ejemplo 121 En el ejemplo anterior tenemos la transformacion lineal

T R3 — R?
cuyo kernel es <( o3 —‘—; )> C’omo el conjunto {(—%, —‘—;, 1)} genera y es linealmente inde-

1
pendiente, por lo tant ( % — es una base del KerT'. Asi tenemos que la dimension
del KerT es 1.

7

Definicién 96 Se define la nulidad de una transformacion lineal T', como la dimension del
kernel de T, la cual denotamos por

Nul(T") = dim Ker (T")

Otro de los elementos notables de una funcién es su recorrido, esto es, el conjunto de los
posibles vectores que puede alcanzar esta funcién.

3.2.2. Imagen o Recorrido

Recordemos la definicién de recorrido.

Definicién 97 Se define la Imagen o Recorrido de una transformacion lineal T, esto es
T € L(U,V), como el conjunto de los vectores que tienen al menos una preimagen.

Im(7T)=Rec(T)={veV [/ (Fuel)(T(u) =0}

Ejemplo 122 Dada la transformacion lineal

T R3 — R?
(a:,y,z) ~ (Qx—y—l—z,z—y—i—z,x)

Determinar la imagen de T.
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Solucién. Si recordamos el proceso que usamos en el cdlculo en una variable, determinemos
cuales vectores tienen preimagen.
Para ello, sean (., 2), (a,b,c) € R? tales que

T(x,y,z) = (a,b,c)
2z —y+z,x—y+z2) = (a,bc)

Igualando coordenadas tenemos el siguiente sistema

2r—y+2z = a
rT—y+z =
T =

Ahora, resolvamos el sistema buscando la matriz asociada a €él, y determinando su escalonada

2 -1 1 a 1 0 0 c
1 -1 1 b =101 -1 c—b
1 0 0 ¢ 00 0 a—c—0

luego, un vector tiene preimagen si y sélo si el sistema es consistente (no necesitamos que la
solucién sea tinica), lo cual es equivalente a escribir

a—c—b=0
Por lo tanto,

Im(T) = {(a,b,c) eR® / (El(x,y,z) € R3) (T(z,y,z) = (a,b,c))}
{(a,b,c) eR® / a—c—b=0}
= < (1,1,0),(1,0,1) > .

Ejemplo 123 Dada la transformacion lineal

T: R R2
(2,y,2) ~ (v —2y— 220+ 3y+2z)

Determinar la imagen de T.
Solucién. Sean (z,y,z) € R} (a,b) € R? tales que

T(:L'7 y’ z) = (a7 b)
(x—2y—2z2x+3y+22) = (ab)

Igualando coordenadas tenemos el siguiente sistema

rT—2y—=z = a
2x+3y+22z = b
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Ahora, determinemos la matriz asociada a él, y su escalonada

1 =2 -1 a 10
H
2 3 2 b 01
Asi, un vector tiene preimagen si y sélo si el sistema es consistente. Como este sistema
siempre tiene solucién entonces,

30+ 2b

1 2
b —7a

ESTFNN N

Im(7) = R?.

Teorema 98 Sea T una transformacion lineal de U en V, es decir T' € L(U,V), entonces

ImT <V.

Ejemplo 124 Dada la transformacion lineal

T: R — R3
(IL‘, y) ~ (21‘ - Y, T — 3y,I)

Determinar una base de ImT'.
Solucién. Sean (z,y) € R?, (a,b,c) € R? tales que

T(x,y) = (a,b,c)
(2x —y,x —3y,z) = (a,b,c)

Igualando coordenadas tenemos el siguiente sistema

20—y = a
rT—=3y =
xr =

Ahora, determinemos la matriz asociada y su escalonada

2 =1 a 1 0 c
1 -3 b —-101 2c—a
1 0 ¢ 0 0 b+5c—3a

un vector tiene preimagen si y sélo si el sistema tiene solucién, lo cual es equivalente a
b+ 5c—3a=0
Asi,

Im(T) = {(a,b,c) eR® / (El(x,y) € Rz) (T'(z,y) = (a,b,c))}
= {(a,b,c) €R® |/ b+5c—3a=0}
— < (1,3,0),(0,-5,1) > .
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Es fécil probar que el conjunto {(1,3,0),(0,—5,1)} es linealmente independiente, por lo
tanto una base de ImT'.

Observacion: En los anteriores desarrollos no hemos utilizado el hecho de que las funciones
son transformaciones lineales, es decir, la propiedad

T(u+ av) =T (u) + aT'(v)

desarrollemos el ejemplo de nuevo teniendo presente este hecho.

Ejemplo 125 Dada la transformacion lineal
T: R — R3
(m,y) ~ (2x—y,x—3y,aj)

Determinar una base de ImT'.

Solucién. Sea (z,y) € R? y consideremos la base canénica de R?, luego

(z,y) = (1,0) +y(0,1)
Aplicando la transfomacién lineal tenemos

T(Jf,y) =T (l’(l, 0) + y(07 1))
= 27(1,0) +y7(0,1)
pero, 7'(1,0) = (2,1,1) y T(0,1) = (-1, -3, 0).
Asi,
T(x,y) =x(2,1,1) + y(—1,—-3,0)
es decir,
m(T) = {(a,b,c) eR® | (3(z,y) € R?) (T(z,y) = (a,b,c))}
= {(a,b,c) eR® | (a,b,c)=x(2,1,1) +y(—1,-3,0)}
= < (2,1,1),(-1,-3,0) > .

Es fécil probar que el conjunto {(2,1,1),(—1,—3,0)} es linealmente independiente, por
lo tanto, {(2,1,1),(—1,—3,0)} es otra base de Im 7.

Teorema 99 Sea U un espacio vectorial, B = {uy,us, ..., u,} yT € L(U,V), entonces

ImT = (T(B)) = (T(w1), T(us), ... T(up)) -

Definicién 100 Se define el rango de una transformacion lineal T' como el nimero entero
positivo correspondiente a la dimension del recorrido de T. Se denota este nimero por RgT,
asi tenemos que,

RgT = dimIm (T)
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Teorema 101 Sea U un espacio vectorial de dimension finita y T € L(U,V'), entonces
dimU = NulT + RgT

Observacién. En el ejemplo anterior tenemos que RgT' es igual a 2, y la dimensién del
espacio de partida es 2, por lo tanto la dimensién del KerT" es 0, es decir

KerT = {(0,0)}.

3.2.3. Funciones biyectivas

Recordemos algunas propiedades que cumplen ciertas funciones.
Definicién 102 Sea T una transformacion lineal de U en V.

1. Se dice que T es inyectiva si y solo si

(Vu,v e U) (T (u) =T(v) = u=0)

2. Se dice que T es epiyectiva si y sdlo si

Im(T)=V

3. Se dice que T es biyectiva si y sélo si T es inyectiva y epiyectiva.

Ejemplo 126 Dada la transformacion lineal

T: R — R3
(Jf,y) ~ (2x—y,x+3y,x—|—y)

Demostrar que T’ es inyectiva.
Solucién. Sean (z,y), (u,v) € R? tal que

T(x,y) = T(u,v)
2z —y, x4+ 3y, +y) = (2u—v,u+3v,u+v)

igualando coordenadas obtenemos el siguiente sistema

20 —y = 2u—v
r+3y = u+3v
r+y = u—+v

de otra forma obtenemos el sistema homogéneo

20 —y—2u+v = 0
r+3y—u—3v =
T+y—u—v = 0

)
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Asociando la matriz del sistema y escalonando obtenemos

2 -1 =2 1 10 -1 0
1 3 -1 -3|—=|(01 0 -1
1 1 -1 -1 00 0 O
Asi,
r—u=0, y—v=0
es decir,

Con lo cual hemos demostrado que

(T(x,y) = T(u,0)) = ((,y) = (u,v))

es decir, T" es inyectiva.

Teorema 103 Sea T' una transformacion lineal de U en V.
1. T es inyectiva si y sélo si Ker T = {0}.

2. T es epiyectiva si y solo si Nul(T') + dim(V') = dim(U).

Ejemplo 127 Dada la transformacion lineal

T: R — R3

Demostrar que T es inyectiva. ;FEs T epiyectiva?

Solucién. Determinemos el kernel de T'. Para ello, sean (x,y) € R? tal que

T(z,y) = (0,0,0)
(22 —y,x+3y,z+y) = (0,0,0)

igualando coordenadas obtenemos el siguiente sistema

2¢—y = 0
r+3y = 0
r+y = 0

Asociando la matriz al sistema y escalonando obtenemos

— = N
w
oo
o~ O

117
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Asi,
es decir,

KerT = {(0,0)}

Con lo cual hemos probado que T es inyectiva.
Para determinar la epiyectividad de 7', utilicemos que

Nul(7) 4+ dim(V') = dim(U)

En este caso tenemos
Nul(T) + dim(R?) = dim(R?)

Como Nul (T) = 0, dimR3 = 3 y dimR? = 2, entonces la igualdad no se cumple, por lo
tanto, 7' no es epiyectiva.

Ejemplo 128 Dada la transformacion lineal

T R? — R?
(2,y,2) ~ (2z—y+zx+3y—=2)

Demostrar que T' no es inyectiva. ;Es T epiyectiva?
Solucién. Determinemos el kernel de T'. Sea (z,y, z) € R3 tal que

T(x,y,2z) = (0,0)
2z —y+z,x+3y—=z2) = (0,0)

igualando coordenadas obtenemos el siguiente sistema

2 —y+z = 0
r+3y—z2 = 0

Asociando la matriz al sistema y escalonando obtenemos

2 -1 1] _[1o0 %
1 3 -1 01 -2

Asi,

es decir,

wr-((439)

Con lo cual se prueba que T no es inyectiva.
Para determinar la epiyectividad de 7', utilicemos el hecho que

Nul(T) + dim(V) = dim(U)
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En este caso tenemos
Nul(7) + dim(R?) = dim(R?)

Como Nul(T) = 1, dimR? = 2 y dimR? = 3 la igualdad se cumple, por lo tanto, T es
epiyectiva.

Ejercicios.

1. Dada la funcién T : R3 — R2
(@,y,2) = (2z+y,z+32)

a) Demostrar que 7" es una transformacion lineal
b) Calcular una base del Ker(7T')

¢) Demostrar que T es epiyectiva

2. Dada la transformacion lineal

T: R? — R3
(I’,y,Z) ~ (m—y7$+2y—z,2x—5y+z)

a) Determinar una base del Ker T’

b) Determinar una base de la Im T’
3. Dada la transformacién lineal
T:R*—=RconT(x,y,2)=(xr—y, 3x+y—2z 22 —4y+2)

a) Determinar una base del Ker T’

b) Determinar una base de la Im T’
4. Dada la transformacion lineal
T: Ro[z] — M5 (R)
MO | e p-1)

a) Demostrar que T es inyectiva

b) Calcular una base Im(7")

5. Dada la funcién T : C3 — C?
(x,y,z) = (3:+y,x - 22)

a) Demostrar que 7' es una transformacién lineal

b) Calcular una base del Ker(T)
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3.2.4. Algebra de Transformaciones lineales

Sean F,G € L(U,V'), podemos definir la suma de las transformaciones lineales L y
G por
F+G: U — V
u o~ F(u) 4+ G(u)
Ahora probemos que esta nueva funcién, también es una transformacién lineal. Para ello,
sean u,v € U ya €K

(F+G)(u+av) = Flu+av)+ G(u+ av)

= F(u)+ F(av) + G(u) + G(av)
= F(u)+aF(v) + G(u) + aG(v)
= F(u)+ G(u) + aF(v) + aG(v)
= (F+G)(u)+a(F+G)(v)

asf hemos probado que F' + G es una transformacion lineal.
También podemos definir la multiplicacién por escalar de una transformacion lineal. Sean
F e L(UV) y a € K, definamos la multiplicacién por el escalar a de la transformacién
lineal F' del siguiente modo,
aF: U — V
u o~ a-F(u)

Ahora probemos que esta nueva funcién es también una transformacién lineal. Sean
u,v e U yack,

(aF) (u+av) = aF(u+av)
= a(F(u) + F(av))
= oF(u)+aaF(v)
= (aF) (u) +a(aF) (v)

luego hemos verificado que aF' es también una transformacién lineal.

Observacion. Note que no solamente hemos demostrado que las operaciones de suma y
multiplicacién por escalar son transformaciones lineales sino también que L(U,V) es un
subespacio vectorial del conjunto F(U, V') de todas las funciones de U en V.

Teorema 104 Sean U,V espacios vectoriales sobre K, entonces el conjunto L(U,V'), de to-
das las transformaciones lineales de U en 'V, es un subespacio vectorial del conjunto F (U, V),
de todas las funciones de U en V. FEsto lo podemos expresar por

LU, V)< F(U,V)
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Ejemplo 129 Dadas las transformaciones lineales

F: R — R3 G: R — R3
(z,y) ~ (v—4y,2z+4+vy,z) (r,y) ~ (22 —y,z—3y,y)

Determinar una base de Im(F + G).

Solucién. Explicitemos la funcién F + G, sea (x,y) € R?, luego

(F+G)(v,y) = Fa,y)+G(z,y)
(v —4y,22+y,z)+ 2 —y, 2 — 3y,y)
= 3z —5y,3x — 2y, x+y)

Asi,
(F+G)(z,y) = (3z — by, 3z — 2y, x + y).

Para determinar la imagen de F' + G procedemos de la siguiente manera. Consideremos la
base canénica de R? y asf

Im(F+G)=((F+G)(1,0),(F+G)(0,1))
Como (F'+ G)(1,0) = (3,3,1) y (FF+ G) (0,1) = (—5,—2,1), entonces
Im(F +G) =< (3,3,1),(—5,-2,1) > .
Es facil probar que el conjunto {(3,3,1),(=5,—2,1)} es linealmente independiente, por

lo tanto, {(3,3,1),(—5,—2,1)} es una base.de Im(F + G).

3.2.5. Compuesta

Otra de las operaciones que aparece cuando se trabaja con funciones es la composicién
de funciones.

Definicién 105 Sean F' € L(U,V) y G € L(V,W). Se define la funcion compuesta de F
con G por
GolF: U — w
u  ~ G(F(u))

Notacién: Sean F' € L(V, V) entonces la compuesta de F' consigo misma n veces se denota
por F", es decir:

FoF = F?
FoFoF = F3.
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Probemos que G o F', es también una transformacién lineal. Sean u,v € U y a € K,

(GoF)(u+av) = G(F(u+av))
= G (F(u) + F(av))
G (F(u) + aF(v))
= G (F(u))+ G (aF(v))
G(F(u)) + aG(F(v))
= (GoF)(u)+a(GoF)(v)

asi hemos verificado que G o F' es una transformacién lineal.

Ejemplo 130 Dadas las siguientes transformaciones lineales

F: R — R3
(xay) ~ ($_4y7 2$+y7$)
G R3 — R?

(m,y,z) ~ (2x—y—z,x—3y+2z)
Ezxplicitar las funciones F o G y G o F.
Solucién. Sea (z,y, z) € R3, luego
(FoG)(z,y,2z) = F(G(z,y,2))
= FQ2zx—y—z,0—3y+22)
= (—2x+ 11y — 92,52 — by, 2x —y — z)

Asi
FoG: R3 — R3
(x,y,2) ~ (—2x+1ly—9z, bz — by, 2x —y — 2)
Para explicitar G o F. Sea (z,y) € R?, luego
(GoF)(z,y) = G(F(z,y))
= G(r—4y,2x +y,2)
= (—iL’ - 93/, — 3z — 7y)

Asi
GoF: R*> — R?

Ejemplo 131 Dadas las siguientes transformaciones lineales

F Ry[z] — R3
ar?’ +br+c ~ (a—0b,2a—3c,b+2c)
G: R3 — R?2

(x,y,2) ~ (x—y—2z -3x+y+2)

Ezxplicitar la transformacion lineal G o F' y determinar una base del Ker(G o F)
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Solucién. Sea az? + bx + ¢ € Ry[z], luego

(GoF)(ax* +bx+c) = G(F(az®+br+c))
= G(a—b,2a —3c,b+ 2c)
= (2a—5b+c,—a+4b—¢)

y por lo tanto

GoF: R[] — R?
ar’ +br+c ~ (2a—5b+c,—a+4b—c) "

Para determinar el Ker(G o F'), recordemos la definicién, esto es,
Ker(GoF) = {az® + bz +c€Ry[z] |/ (2a—5b+¢c,—a+4b—c)=(0,0)}.

Reescribiendo el sistema,
20 —-5b+c = 0
—a+4b—c = 0

Determinemos la matriz asociada y posteriormente la escalonada reducida por fila.

2 -5 1 0]_[10 —50
-1 4 -10 01 —5 0
luego obtenemos
1
a=—-c, b=—-c, conceR
3 3
Reemplazando
9 1 1
Ker(GoF) = {az"+br+ceRyfz] / =3¢ b:§c, con ¢ € R}
1 1
= {gcx2+§cx+c€R2[x] / conce R}

Loy L
= =T =X .
37 3

Ejemplo 132 Dadas las siguientes transformaciones lineales

F: R2 — R3 G: R3 — R2
(z,y) ~ (v+y,2r+4y,2) (z,9,2) ~ @r—y—2z-3x+y+2)

Explicitar las funciones F o G y G o F.
Solucién. Sea (z,y, 2) € R3, luego

(FoG)(z,y,2) = F(G(2,9,2))
= Fdr—y—2z,-3zx+y+2)
= (z,—4x+2y+ 22,40 —y — 2)
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Asi
FoG: R3 — R3
(x,y,2) ~ (x,—4x+2y+ 22,40 —y — 2)
La otra compuesta la tenemos definida por
(GoF)(x,y) = G(F(x,9))
= G(r+y,2r+4y,2)
= (2,9)

Por lo tanto,
GoF: R? — R?
(x,y) ~  (2,9)

Definicién 106 Sea U un K-espacio vectorial. La transformacion lineal

Ildy: U — U

u ~ u

se llama funcién identidad de U.

Observacion. En el ejemplo anterior tenemos que G o F' = Idg2, pero no tenemos
FoG= IdRS.

3.2.6. Inversa

Definicién 107 Sea F € L(U,V), decimos que eziste la inversa de F si y sdlo si existe
Ge L(V,U) tal que Go F' = Idy, FoG=Idy.
La notacién para la funcion inversa es F~1.

Proposiciéon 108 Sea F : U — V una transformacion lineal y G : V. — U una funcion
tal que
GOF:ICZU Yy FOG:IdV

entonces G es una transformacion lineal de V' en U..

Demostracion. Sean u,v € V y a €K

Glu+av) = Gdy(u)+aldy(v))

Observacién. La proposicién anterior afirma que dada una transformacién lineal
F : U — V si determinamos la funciéon inversa de F' entonces ella es lineal.
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Teorema 109 Sea F': U — V una transformacion lineal. La transformacion lineal inversa
de I existe si y solo si F' es biyectiva.

Ejemplo 133 Dada la transformacion lineal

T : R3 — R3
(x,y,2) ~ (Rr—y+z,x—y+2z,z+2)

1. Demostrar que existe la inversa de T.
2. Explicitar T Y(z,y, 2)

Solucién. Para demostrar que T es biyectiva, determinemos el Ker T
Sea (z,y,z) € R3, tal que

T(x,y,z) = (0,0,0)
(2x—y+z,x—y+2z,x+z) = (07070)

igualando coordenadas obtenemos el siguiente sistema

2 —y+z = 0
r—y+2z = 0
r4+z = 0

Asociando la matriz del sistema y escalonando obtenemos

2 -1 1 1 00

1 -1 2| —=1]010

1 0 0 0 01
Asi,

z=0, y=0, z=0
es decir,

Ker T = {(0,0,0)}

Con lo cual, T" es inyectiva.
Ademis, tenemos
Nul(T) + dim(R?) = dim(R?)

Como Nul (T') = 0, luego la igualdad se cumple por lo tanto T es epiyectiva y usando el
teorema 109 la funcién inversa de T' existe.
Para explicitar la funcién inversa de T', necesitamos resolver la siguiente ecuacién

T(x,y,z) = (a,b,c)
(2x—y+z,x—y+22,x+z) = (a,b,c)
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igualando coordenadas obtenemos el sistema

2c —y+2z = a
T—y+2z2 =
r+z =

Asociando la matriz del sistema y escalonando obtenemos

2 -1 1 a 1 00 c

1 -1 2b|—-[010 b—2a+3c

1 0 0 001 c—a+bd
Asi,

r=c¢ y=b—2a+3c, z=c—a+b
es decir,

T(c,b—2a+3c,c—a+b) = (a,b,c)
(c,b—2a+3c,c—a+b) = T '(a,bc)

Con lo cual la funcién inversa de T es:

T1: R3 — R3
(0,9,2) ~ (y—20+352—1+y) "

Definicién 110 Sea F' € L (U,V). Decimos que F es un isomorfismo si y sélo si F' es una
transformacion lineal biyectiva.

Ejemplo 134 La transformacion lineal

T: R3 — R3
(Jﬁ,y,Z) ~ (21’-y+2,3}'—y—|—22,$+2)

del ejemplo anterior es una funcion biyectiva, luego T es un isomorfismo.

Definicién 111 Sean U,V espacios vectoriales sobre K. Decimos que U es isomorfo a V' si
y solo si existe F' un isomorfismo de U en V. Anotaremos esto por U ~ V.

Proposicion 112 Sean U,V espacios vectoriales de dimension finita sobre K. El espacio
vectorial U es isomorfo a V' si y sélo st dim U = dim V.
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Observacion. Ser “isomorfo” es una relacién de equivalencia en el conjunto de todos los
espacios vectoriales sobre un cuerpo K. La Proposicién 112 nos entrega una forma natural
de parametrizar las clases de equivalencia que se definen por esta relacion, esto es: K" puede
ser elegido como el representante de todo espacio vectorial V' sobre K de dimensién n.

Ejercicio 135 Verifique que la transformacion lineal

T: RS — RQ [ZZ']
(a,b,c) ~ ax?+br+c

es un isomorfismo.
Lo afirmacién anterior muestra que R? es isomorfo a Ry [].

Ejercicios.

1. Dada la transformacién lineal

T: R — R?

a) Determinar (7o T)(z,y)
b) Hallar, si existe T71(a,b)
2. Sea T : R?® — R? una transformacién lineal
T : R3 — R3

a) Hallar una base de Im(T).
b) Demostrar que T es un isomorfismo.
c¢) Calcular T~(z,y, 2).
3. Dada la transformacién lineal
T: R [z] — Ro[x]
ar?+br+c ~ (a+c)z*+ (b+c)x+ (a+b+2c)

a) Hallar una base Im(7).
b) Demostrar que T es un isomorfismo.

c¢) Calcular T71(z).
4. Dada la transformacion lineal de R—espacios vectoriales

T: Rj[x] — c?
ar?+ b +cx+d ~ ((a+d)+ (b+d)i,c+ (a+b+c+2d)i)
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a) Demostrar que 7" es un isomorfismo.
b) Calcular T71(z).
¢) Calcular [T-18

5. Dada la transformacion lineal de C—espacios vectoriales

T - C3 — C3
(x,y,2) ~ (z+2y+z,24+y+3z,x+y+22)

a) Demostrar que 7" es un isomorfismo.
b) Calcular T~ (z,y, 2)
¢) Calcular T(T(7(0,0,1)))

3.3. Matriz asociada

Una manera de facilitar el trabajo con una transformacién lineal es asociarle una
matriz, para lo cual es necesario considerar un par de bases ordenadas. Decir que B =
{uy, ug, ..., u,} es una “base ordenada” para U significa que el conjunto {ug,uy,...,u,} se
considera como una base distinta para U (aunque desde un punto de vista de la Teorfa de
Conjuntos B ={ug, u1, ..., U }).

Definicién 113 Sean U y V' dos espacios vectoriales sobre K, ademds B = {uy, ug, ..., upn},
y C ={v1,vs,...,u,} bases ordenadas de U y V respectivamente. Sea T' una transformacion
lineal de U en V.

Se define la matriz asociada a T en las bases B y C a

aix G2 - Qin
Q21 G2 -+ d2n
. € Mysn (K) .

Am1  Am2 Amn

denotada por
c
15

donde T'(uj) = a1;01 + agjV3 + -+ + Gy jUm, para j =1,2,... n.

Observacion.

a) Observe que la columna j-ésima de la matriz [T' ]% corresponde ser las coordenadas del

vector T'(u;) en la base ordenada C, esto es [T'(u;)], =
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b) Si la base B del espacio de partida es igual al del espacio de llegada, la matriz asociada
a la transformacion lineal se denota por [T, .

Ejemplo 136 Dada la transformacion lineal
T R3 — R?
(x,y,2) ~ (bxr—2y+3z,x+4y—22) "
Determinar la matriz asociada a T en la base candnica de cada espacio.

Solucién. Sean C = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}, y C" = {(1,0),(0,1)}, las bases candnicas
de R? y R? respectivamente. Calculemos

T<1707 0) = (571)
T (Oa ]-7 0) = (_27 4)
T <07 07 1) - (37 _2)
y escribamos cada vector en combinacion lineal de la base (',
(5,1) = 5(1,0)+1(0,1)
(=2,4) = —2(1,0)+4(0,1)

-[3 7 3]

Ejemplo 137 Dada la transformacion lineal

F: R? — R2
(x,y) ~ (34 2y,z—4y)

Determinar [F|,, donde C = {(1,0),(0,1)}.

luego,

Solucién. Para determinar la matriz asociada a F' en la base candnica, primero calculemos

F(1,0) = (3,1)
F(0,1) = (2,-4)

Ahora expresemos cada vector como combinacién lineal de los elementos de la base

(3,1) = 3(1,0) + 1(0,1)
(2,—4) = 2(1,0) —4(0,1)

ne] 3]

Asi,
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Teorema 114 Sea T' € L(U,V), con U y V espacios vectoriales de dimension finita, en-
tonces

[T(u)e = [T - [uly
donde B y C son bases de U y V' respectivamente.

Ejemplo 138 Sean B = {(1,1,1),(0,1,1),(1,0,1)}, D = {(1,1),(0,1)} bases de R® y R?
respectivamente y T una transformacion lineal tal que

D 4 2 =2
[ﬂB:{—3—4 1}
Ezplicitar T(x,y, z).

Solucion. Por el teorema anterior tenemos

Determinemos las coordenadas de (x,y, z) en la base B.

a(1,1,1) +6(0,1,1) 4 ¢(1,0,1) = (z,y, 2)

igualando coordenadas obtenemos el sistema de ecuaciones lineales

a+c = =«
a+b =y
a+b+c = =z

y resolviendo el sistema mediante la matriz asociada, tenemos

1 01 «x 1 00 z2—24y
110yl —=1(1010 z—x
1 11 = 0 01 z—1
r—z+y
Ast [(z,y,2)]5 = z—x , luego
2=y
_ r—z+y
Ty = | 5 54 || 22
-3 -1 1

=Y
_ 2 — 4z + 6y
[T<x’yaz)]D - [ _21._’_32_43/}

Con lo cual obtenemos

T(x,y,z) = (2x—4z+6y)(1,1)+ (—2x+ 3z —4y)(0,1)
= (20 —4z+ 6y, —2z + 2y)
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Ejemplo 139 Sean B = {(1,1,1),(0,1,1),(1,0,1)} v D = {(1,1,0),(1,0,1),(1,2,3)}
bases de R® y T una transformacion lineal tal que

4 2 =2
Te=1-3 -1 1
1 2 =2

Determinar, sin explicitar T(z,y, z), una base para el KerT.

Solucién. Sea u € Ker T, luego T'(u) = 0, por lo cual [T'(u)], = 0. Por el teorema anterior
tenemos

es decir

reemplazando tenemos

4 2 =2 a 0
-3 -1 1 bl=10
1 2 =2 c 0

resolviendo el sistema homogéneo, mediante la matriz, obtenemos

4 2 =2 10 0
-3 -1 1 — |10 1 —1
1 2 =2 0 0 O
es decir,
a=0, b=c
por lo tanto,
a 0
[ul, = b |=1|c
c
u = 0(1,1,1) 4+ ¢(0,1,1) + ¢(1,0,1)
= (¢,¢,2¢) =¢(1,1,2)

Asi obtenemos
KerT = ((1,1,2)).

Como {(1,1,2)} es linealmente independiente, luego {(1,1,2)} es una base del KerT.

Ejemplo 140 Sean B = {(1,1,1),(0,1,1),(1,0,1)}, D = {(1,1,0),(1,0,1),(1,2,3)} bases

de R® y T una transformacion lineal tal que

4 2 =2
Tr=1-3 -1 1
1 2 =2

Determinar, sin explicitar T'(x,y, z), una base para la ImT.
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Solucién. Sabemos, por el ejemplo anterior, que Rg(7") es igual a 2, luego basta encontrar
dos vectores linealmente independientes de la Im 7. Como

4 2 -2
[T(1> 17 1)]D = -3 ) [T(07 17 1)]D = -1 ) [T(L 0? 1)}’D - 1
1 2 —2
entonces
T(l7 1, 1) = 4(1, 1,0) — 3(1,0, 1) + 1(1, 2,3) = (2,6,0)
T(O, 1, 1) = 2(1, 1,0) — 1(1,0, 1) + 2(1, 2,3) = (3,6, 5)
T(l, 0, 1) = —2(1, 1, O) + 1(1, 0, 1) — 2(1, 2, 3) =(—3,—6, —5)
Asi,

ImT = ( T(1,1,1), T(0,1,1), T(1,0,1) )
= ((2,6,0), (3,6,5), (—3,—6,—5))
= ((2,6,0), (3,6,5)).

Ademds el conjunto {(2,6,0),(3,6,5)} es linealmente indepediente, por lo tanto
{(2,6,0),(3,6,5)} es una base de Im 7.

Teorema 115 Sean U,V y W tres espacios vectoriales de dimension finita sobre K con
B, C y D bases de U,V y W respectivamente. Si T, L € L(U, V), F € LIV,W)y a €K

entonces:
1. [T +aLlf = [T)% + o [L]

2. [FoTlg =[Flg - [T];

Corolario 116 Sea U un espacio vectorial de dimension finita sobre K, y B base de U. Si
T e L(U,U), entonces

(7o T = (15 175 = (I715)’

Teorema 117 Sean U y V dos espacios vectoriales de dimension finita sobre K, ademds B
y C bases de U y V respectivamente. Si T € L(U,V) entonces:

. . ¢ . c
1. T es un isomorfismo si y sdlo si [T, es reqular.

2. SiT es un isomorfismo, entonces
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Ejemplo 141 Sean B = {(1,1,-1),(0,2,—-1),(1,0,1)}, D = {(1,2,1),(1,3,2),(2,1,3)}
bases de R® y T una transformacion lineal tal que

5 02 =2
Te=1-3 -1 1
1 4 -3

Demostrar que T' es un isomorfismo.
Solucién. Para demostrar que 7" es un isomorfismo basta calcular el determinante de [T]g
y comprobar que es distinto de 0.
Calculemos
5 2 =2
-3 -1 1 |=1
1 4 =3

por lo tanto la matriz es invertible, luego T' es un isomorfismo.
Ahora, si queremos explicitar la transformacién inversa, tenemos

502 -2 -1 -2 0
T 5 =1-3 -1 1| =] -8 -13 1
1 4 -3 ~11 —18 1

Necesitamos determinar las coordenadas de (x,y, z) en la base D,

a(1,2,1) +56(1,3,2) + ¢(2,1,3) = (2,9, 2)

igualando coordenadas obtenemos el sistema de ecuaciones lineales

a+b+2c = =z
2a+3b+c =y
a+2b+3c = =z

resolviendo el sistema mediante la matriz asociada, tenemos

1122 100 fz+3y—232
231 y|—[010 ty—20+322
123 z 001 3z24+52—73y

Asi . . .
ey
(2,9, 2)lp=| 3y — 37+ 32
Lelo-by
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luego
[ 7 1 5
1 -1 =20 %x"‘gy—gz
| —11 —-18 1 }12-1-}13;_[1&
[T(x7yaz)]1) = 5%—7y+§z = b
| 57— Sy + 52 c

Con lo cual obtenemos

T Yz,y,2) = da(1,1,-1)+(0,2,—1) +(1,0,1)

17 33 1 23 47 3 1 ) 1 )

7! = (Ze-2y+cz Za-Zy4s Z
(2,9,2) <4x TYT IS e Yt s vt

3.3.1. Matriz Cambio de Base

Un caso particular lo tenemos cuando la transformacion lineal es la funcién identidad
de un K-espacio vectorial U, con una base B, en U con otra base C, en este caso se denomina
matriz cambio de base a la matriz asociada a la transformacion lineal Idy;, es decir, sea U un
K-espacio vectorial de dimensién finita y B, C bases de U. La transformacién lineal identidad

Id: U — U

U ~u
tiene asociada su matriz en las bases B y C denotada por

(Ll

Proposicion 118 Sea U un espacio vectorial de dimension finita sobre K con B y C bases
de U entonces,

Teorema 119 Sean U y V' dos espacios vectoriales de dimension finita sobre K, ademds B

y B' bases de U, C y C' bases de V. Si T € L(U,V) entonces

11 = [Idle - [T)5 - [1d)y
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Ejemplo 142 Sean B = {(1,1,-1),(0,2,—-1),(1,0,1)}, D = {(1,2,1),(1,3,2),(2,1,3)}
bases de R® y T una transformacion lineal tal que

5 2 =2
Tr=1|-3 -1 1
1 4 -3
Calcular [T,
Solucién. Usando el teorema anterior
[T)p = [d3-[T)5 - [Id];
= [1d)-[T]g - Is

. B . .. .
necesitamos calcular [/d], , para ello necesitamos resolver los siguientes sistemas

1d(1,2,1) = a(1,1,-1) + (0,2, 1) + ¢(1,0,1)
1d(1,3,2) = d/(1,1,—=1)+¥(0,2,—1) + ¢(1,0,1)
1d(2,1,3) = d"(1,1,—1) +0"(0,2,—1) + ¢'(1,0,1)

para ellos tenemos la matriz ampliada asociada a los sistemas

1 0 11|12 100|-2]-3|-1
1 2 0(2(3|1|—=|010] 3 |I]|1
-1 -1 1|1|2]3 0012 | 5|3
Entonces tenemos
_2 _3 -1
i 7
[(172> 1)]8 = 3 ) [(1’372)]8 = 3 ) [(27 1’3)}[3 = 1
5 8 3
3 3
con lo cual obtenemos
—2 _5 9
Wi =| £ T
[1d], = i3
3 3 9
Finalmente,
B B
T); = [d3-[T]s
-2 5
—43 —73 -1 5 2 =2
= § g 1 -3 -1 1
3 3 3 1 4 -3
2 _11 8
3 3 3
— |2 1B _l
3 3 3
o 38 3
| 3 3 3




136 CAPITULO 3. TRANSFORMACIONES LINEALES
Ejercicios.
1. Sea C = {(1,2,1),(2,1,1),(1,1,1)} una base de R* y T': R® — R? una transformacién

lineal tal que

1
Tle=| 2
1

Ot =N

1
1
2

a) Determinar una base del Ker T’

b) Determinar una base de la Im T’

. Dado U = {(z,y,2) € R®> / 2x —3y+ 5z =0} un espacio vectorial, A una base de

Uy C={(1,0),(0,1)} una base de R2. Si

T U - R? e [ 12
(‘TayVZ) ~ (.Z’—y,.f(]—Z) Y A1 1

Determinar la base A.

Determinar si cada una de las siguientes afirmaciones es verdadera o falsa. Justifique.

a) SiC={(1,1,1),(1,2,3),(1,2,2)} es una base de R3, entonces

[ 20—y
(@9, 2)lc=| —y+=z
| —r+2y—=z
b) SiC={(1,1,-1),(2,1,2),(3,—1,4)} es una base de R?, entonces
[ 22 — 2y — 2
(z,y,2)]o = | —bx+ Ty + 2z
| 3r—4y—=2
c)Si T: R* — R? y C=1{(1,2),(2,1)}, entonces

(,y) ~ (z—y,z—2y)
=51 ]

dSi T: R* — R? y C={(1,1),(2,1)}, entonces

me= 7 ]

e)Si T: R? — R? y C ={(1,0),(0,1)}, entonces
(z,y) ~ (2r+y,z+y)

=5 5]
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: (13
psiTeo R oo w oy =L ve = (oo
(xay) ~ (2x+yax+y> -
entonces -
5 4
[TOL](CZ = { 5 5]
g)Si T: R* — R? y C ={(1,0),(0,1)}, entonces

(z,y) ~ (2z+y,z+y)
[Tﬁl]g - [ _11 _21 ]

h) Si T: Ryfz] — Rylz] yB={l,z+ 2}, entonces
ar+b ~ br—a

mE={ 5 ]

i) Si T: Ryz] — Rylz] yB={l,z+ 1}, entonces
ar+b ~ —br+a

j) Si T RQ[IE] — R2[x] yB:{171+$71+$2}7 en-
ar?+br+c ~ (a+b)az*—cx+a—0b)

tonces
1 -1 0
B
[T]B = -1 -1 1
1 -1 1

4. Sea C = {(1,2,1),(-2,1,1),(—1,1,2)} una base de R® y T : R* — R3 una transforma-
cién lineal tal que

11 -1 =5
ms=15 1 -3
4 4 —4

a) Determinar una base del Ker (T)

b) Determinar una base del Im (7?)

5. Sea T : R® — R?® una transformacién lineal y B = {(1,1,0),(1,0,1),(1,0,0)} base
ordenada de R* y C ={(1,0,1),(0,1,1),(1,1,1)} base ordenada de R? tal que

111
T5=12 10
12 3
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6.

10.
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a) Explicitar T'(x,y, z)
b) Hallar una base del Ker(T')
c¢) Hallar una base Img(T)

Sea C = {(1,2,1),(2,1,1),(1,1,2)} una base de R* y T : R®> — R? una transformacién
lineal tal que

-3 -3 -5
me=1 1 1 1
2 2 4

a) Determinar una base del Ker T’

b) Determinar una base del Ker 7%

Dado U = {(z,y,2) € R®> / 2x+ 3y — 5z = 0} un espacio vectorial, A una base de
UyC=1{(1,1),(2,1)} una base de R?. Si

T U — R? [T]C— 1 2
(1,y,2) ~ (r4+y—z3c—y+2z) ° AT 111

Determinar la base A.
Dado U = {(z,y,2) € R®> / 2x+ 2y — 5z =0} un espacio vectorial, A una base de
Uy C={(1,1),(1,2)} una base de R%

Si
T: U — R? [T]C 12
(1,9,2) ~ (t+y—2z3c—y+2z) 7 AT 11

Determinar la base A.

Sea T : R? — R? una transformacién lineal y B = {(1,1),(1,—1)} base ordenada de
R?y C ={(1,2,1),(2,—1,1),(—=1,2,1)} base ordenada de R? tal que

1 1
7= |2 -1
1 3

Hallar una base del Ker(7') y una base de la Im(7).

Sea T : R? — R? una transformacion lineal y B = {(1,1), (1, —1)} una base ordenada
de R? y C ={(1,2,1),(2,—1,1),(—1,2,1)} una base ordenada de R? tal que

1 1
T= |2 -1
1 3

Ademas B'={(1,2), (2, 1)} y €' = {(1,0,2), (0, =1,1), (1, 1,0)}. Calcular [T]%.
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11.

12.

13.

14.

15.

Sea T : C* — C? una transformacion lineal de C-espacios vectoriales y

B = {(1,4,1),(1,—1,1),(1,1,4)} una base ordenada de C* y C ={(1,2),(2,—1)} una
base ordenada de C? tal que
c |1 1 2

Hallar una base del Ker(T') y una base de la Im(7T').

SeaT : C* — C? T(z,y,z2) = (2 + iz, — y) una transformacién lineal de C-espacios
vectoriales. Determinar si existen bases ordenadas B y C de C? y C? respectivamente

tal que
c [1 0 2
[T]B—L —1

Sea T : R* — R? una transformacién lineal y B = {(1,1,1),(1,—1,1),(1.,1,—1)} una
base ordenada de R® y C ={(1,1,2),(2,1,1),(1,2,1)} una base ordenada de R? tal que

1 1 —1
T5=12 -1 1
1 3 2

a) Hallar una base para la Im(7")

b) Demostrar que T es un isomorfismo
c¢) Calcular T71(x,y, 2)

Sea T : Ryx] — Ry[z] una transformacién lineal y B = {1 + z,1 — 22,1} una base
ordenada de Ry[z] y C ={1,1+ x,1+ z + 2*} una base ordenada de Ry[x] tal que

1 01
T5=10 11
1 1 2
a) Hallar una base para la Im(7)
b) Demostrar que T' es un isomorfismo
c¢) Calcular T~(p(z))
d) Calcular [T~1%
Sea T : Rz[zr] — C? una transformacién lineal de R-espacios vectoriales y

B = {1 -z 2% 23 1} una base ordenada de Ry[z] y C ={(1,1), (i,1),(1,1),(1,0)} una
base ordenada de C? tal que

)

0

I
=
N R
o~ oo

DO =
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a) Demostrar que 7" es un isomorfismo
b) Calcular T7(x,y)
c¢) Calcular [T~

16. Sea T : C* — C?® una transformacién lineal y B = {(1,1,0), (1,0, 1), (0,0, 1)} una base
ordenada de C? tal que

111
TeE=12 11
13 2

a) Demostrar que T es un isomorfismo
b) Calcular T71(z,y, 2)
c¢) Calcular T(T(7(0,0,1)))

3.4. Espacio Vectorial Dual

En 3.2.4 estudiamos en general el K-espacio vectorial L(U, V'), de todas las transfor-
maciones lineales entre los K-espacios vectoriales U y V. Como el cuerpo K es un espacio
vectorial de dimensién 1 sobre K entonces, en particular, tenemos que el conjunto L£(U, K),
de todas las funciones lineales de U en K, es un espacio vectorial.

Definicién 120 Sea V' un K-espacio vectorial. Se denomina espacio vectorial dual de V' el
K-espacio vectorial L(U,K). Usualmente se denota por V*, asi tenemos que
V*={p:V — K| ¢ es lineal}

Un elemento ¢ en V* se llama una forma lineal o también recibe el nombre de funcional
lineal.

Ejemplo 143 Si V = R" entonces es claro que ¢ es un elemento de V* si y solamente si
existen aq,as,...,a, en R tal que

d(x1, 29, ..., Tp) = @121 + Gy + -+ + apTy
En efecto, consideremos la base candnica C = {ey, e, ... ,e,} de V.. Como
(x1,22,...,2,) = x161 + Toey + -+ + Tpey
y ¢ es lineal entonces
O(r1, 29, ..., 2,) = ¢(zre1 + maea + -+ + xTh,)

= zi¢(er) + x2d(e2) + -+ - + z,0(€n)
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ast tenemos que existen a; = ¢(e;), i =1,2,...,n en R tal que
A(w1, 2o, ..., Ty) = Q171 + A2Tp + -+ -+ ATy
Reciprocamente, es inmediato que una funcion del tipo
¢(w1, 22, .., 0,) = 121 + A2T2 + -+ + ApTy

con ay, s, . ..,a, en R, es una forma lineal.

Ejemplo 144 Sea V = R,[z] y ¢ : V — R definida por ¢(p(z)) = p(0). Claramente se
tiene que p es una forma lineal. En efecto, dados p(z) y q(x), dos polinomios cualesquiera
con coeficientes en R de grado menor o igual a n y a en R entonces,

pp(r) +ag(z)) = (p+aq)(0)
p(0) + aq(0)
= ¢(p()) + ap(q(z))

Ejemplo 145 Consideremos ahora el R-espacio vectorial V = {f : R — R |f'(x) existe en
todo R}. Definamos ® : V. — R por ®(f) = f'(3). No es dificil probar que ® es una forma
lineal. En efecto, sean f,g en V y a en R entonces,

o(f +ag) = (f+ag)(0)
= f'(0) + (af)'(0)
= f(0) +a(f)(0)
= O(f) +ad(g)

Ejemplo 146 Sea el R-espacio vectorial V = {f : [0,1] — R | fab f(t)dt existe}. Definamos
UV — R definida por
b
= / f(t)dt

Claramente VU(f) esta en R y U verifica las propiedades de linealidad por las propiedades
usuales que tiene la integral.

Ejemplo 147 Consideremos V. = M,(R). La funcion traza, Tr : V. — R, la cual esta
definida por

Tr(aij) = Z(lii
i=1
para (a;j) matriz de orden nxn es claramente lineal y ast es un elemento del espacio vectorial
dual de M, (R).
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De la definicién 113, en 3.3, se tiene que si B = {vy,vs,...,v,} es una base ordenada
de V' y consideramos la base natural C = {1} de K, como K-espacio vectorial de dimensién
1, entonces para ¢ en V* se tiene que [¢]G es una matriz de orden 1 X n y como el K-
espacio vectorial M, (K), de todas las matrices de orden 1 X n, tiene dimensién n se tiene

la siguiente.

Proposicion 121 5i V' es un K-espacio vectorial de dimension finita n entonces el espacio
vectorial dual V* tiene dimension n y por lo tanto V y V* son espacios vectoriales isomorfos.

Demostracién. Si V' es un K-espacio vectorial de dimensién finita n entonces V' tiene una
base ordenada B = {vq,vs, ...,v,}. Por otra parte, C = {1} es la base natural de K, mirado
éste como K-espacio vectorial de dimension 1, entonces a cada ¢ en V* se le asocia la matriz,
de orden 1 x n, [¢]§ = (ajaz .. .a,). Esta asociacién es una funcién lineal (ver 1 de Teorema
115) la cual establece un isomorfismo entre V* y M, (K). Asi tenemos que dim(V*) =ny
usando la Proposicién 112 tenemos que V' es isomorfo a V*.

3.4.1. Base Dual

Sea B = {vy,vy,...,v,} una base ordenada del K-espacio vectorial V' y consideramos
la base natural C = {1} de K, mirado éste como K-espacio vectorial de dimensién 1.
Definamos las funciones v} : V' — K por

. |1 sie=
“i(vf)_{ 0 sii#j
Por el Teorema 93, dado B = {vy,vs,...,v,}, base ordenada del K-espacio vectorial V, la
funcién v} : V' — K es lineal, para cada = 1,2,...,n, y es unica con la propiedad

o 1 sii=]
“@‘(”J)_{o siij

Proposicién 122 Sea B = {v1,vs,...,v,} una base ordenada del K-espacio vectorial V. El
conjunto de formas lineales B* = {vy,v3, ..., vk} es una base del espacio vectorial dual V* y
se tiene:

1. Dado cualquier v en V' entonces
v =0v](v)vy +v5(V)ve + ...+ V) (v)V,
2. Dado cualquier ¢ en V* entonces

v = p(u)vr + p(va)vy + ..+ p(va)uy



3.4. ESPACIO VECTORIAL DUAL 143

Definicién 123 Sea B = {vy,vs,...,v,} una base ordenada del K-espacio vectorial V. La
base ordenada B* = {v},vi,... v} del espacio vectorial dual V* se denomina base dual de
B.

Observacion. La Proposicién anterior tambien demuestra que la dimensiéon de V* es n ya
que da la base dual B* = {v},v},...,v}} para una base B = {vy,vs,...,v,} dada de V.

Ejemplo 148 Sea V =R" y C = {ey,ea,...,€,} la base candnica de V. No es dificil ver

que la base dual C* = {e7, e}, ..., et} estd dada por las formas lineales e : V — R definidas
por

el (T1, Ty .., Ty) = T
para (x1,Ta,...,x,) en V.

Ejemplo 149 Sea V =R? y B = {(1,1),(—1,1)} base de V. Para determinar la base dual
B* de B debemos encontrar dos funcionales lineales de V*:

vi(@,y) = mz + by y v3(z,y) = azx + bay
(sabemos que son de esa forma por el Ejemplo 143) de modo que

UI(l,l) = a11+b11:1
vi(=1,1) = a(-1)+061=0

U;(l,l) == a21+b21:O
v3(—1,1) = az(—1)+bl=1

Por lo tanto debemos resolver los sistemas:

ar+br=1 as +by =0
—a1+b1:0 y —a2+b2:1

Asi tenemos que a; = % y by = % y entonces vi(x,y) = %a: + %y. Ahora, resolviendo el otro

sistema tenemos que ay = —% y by = % y entonces vy(x,y) = —%x + %y Con esto tenemos
que B* = {%w - %y; —%m + %y} es la base dual de B.

Sea v = (1,3) en V, entonces

(1,3) = vj(1,3)v1 +v5(1,3)ve
= 2(1,1)+1(=1,1)

y si, por ejemplo, tomamos ¢(x,y) = 2x + 3y en V* entonces

¢ = ¢(v)vy + P(ve)v3
2043y = 5(1 +]')+1( ! +1 )
Troy = oGr T oY 97 T oY
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3.4.2. Transformacién Dual o Traspuesta

Sean U y V dos K-espacios vectoriales y T': U — V una transformacién lineal. Si
U* y V* son los respectivos espacios vectoriales duales de U y V' entonces existe una forma
natural de definir una transformacién lineal 7% : V* — U*, asociada a la transformacion
lineal T', la cual sigue del siguiente diagrama

v 5oy

N v
K

Sea ¢ una forma lineal de V*, esto significa que ¢ : V — K y ¢ es una transformacién
lineal. Del diagrama se observa que poT : U — K es ahora una forma lineal de U* (poT es
una transformacion lineal de U en K ya que es la compuesta de las transformaciones lineales
¢y T). Con esto podemos definir 7% : V* — U* por:

T*(p) =¢oT, (b eV?)
Claramente T™ es lineal. En efecto, dado ¢ y p en V* y a en K se tiene que

T*(o+ap) = (p+ap)oT
= (¢oT)+ (apoT)
(poT)+al(poT)
T*(¢) + aT*(¢p)

Definicién 124 Sean U y V' dos K-espacios vectoriales y U*, V* los respectivos espacios
vectoriales duales. Se denomina transformacién dual o traspuesta de la transformacion lineal
T:U — V ala transformacion lineal T* : V* — U* definida por T*(p) = @ o T, para ¢
en V*.

Ejemplo 150 Sean U = R? y V = R3. Sea T : U — V la transformacion lineal defini-
da por T(z,y) = (v + y,x — y,2x — 3y). Por lo visto en el ejemplo 143 es claro que
V¥=Hax+by+cz|abceR} yU*={ax+by|ab &€ R} Ahora, por la definicion de
transformacion dual de T', tenemos que T : V* — U™ estd definida por

T"(p) = poT
para cualquiera o(x,y, z) = ax + by + cz en V*. Por lo tanto
T*(ax+by +cz) = (a+b+2c)r+ (a—b—3c)y

la cual es una forma lineal en U*.
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Proposicion 125 Sean U, V y W K-espacios vectoriales. Sean T : U — V, S :U — V
y R:V — W transformaciones lineales, entonces se tiene

1. (aT + BS)* = oT* + 5S*, para cualquier o, 3 en K.

2. (RoT)* =T*o R*

Proposicion 126 Sean U y V' dos K-espacios vectoriales con bases finitas B y D respec-
tivamente. Sean U* y V* los espacios vectoriales duales con B* vy D* sus bases duales
respectivas. Sea T : U — V una transformacion lineal con matriz asociada [T|5. En-
tonces, la matriz asociada, en las bases duales B* y D*, de la transformacion lineal dual
T*:V* — U*, [T*]5. es la traspuesta de la matriz [T|5. Es decir,

715, = ([113)’

3.5. Diagonalizaciéon

El teorema 119 motiva encontrar una base de un K-espacio vectorial V' de modo que la
matriz asociada a una transformacién lineal 7': V' — V sea diagonal.

De ahora en adelante, tan sélo por comodidad, diremos que 71" es un operador en V' para
referirnos a una transformacién lineal 7': V' — V. Asi, L(V, V) es el conjunto de todos los
operadores en V.

Definicién 127 Sean V' un espacio vectorial de dimension n sobre K y T en L(V, V). Se
dice que el operador T' es diagonalizable si y solo si existe una base B de V' tal que [T]; es
una matriz diagonal.

Observacién. En general se dice que una matriz A en M, (R) es diagonalizable si y sélo
si la transformacion lineal T : R® — R", definida por Tx(X) = AX, es diagonalizable. (El
vector X se esta considerando como vector columna con 7 filas)

Ejemplo 151 Dada la transformacion lineal

F: R — R?

1. Determinar la matriz asociada a F' en la base candnica, es decir C = {(1,0),(0,1)}

2. Determinar la matriz asociada a F en la base B = {(1,1),(1,-3)}
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Solucidén.
Para determinar la matriz asociada a F' en la base candnica, primero calculemos

F(1,0) = (1,3)
F0,1) = (1,-1)

Ahora expresemos cada vector como combinacién lineal de los elementos de la base

(1,3) = 1(1,0) +3(0,1)
(1,-1) = 1(1,0) —1(0,1)

me-[3 1)

Para la otra base procedemos de manera andloga. Primero calculamos

Asi,

F(1,1) = (2,2)
F(1,-3) = (-2,6)

Ahora expresemos cada vector como combinacién lineal de los elementos de la base

(1,1) = 2(1,1)+0(1,—3)
(1,-3) = 0(1,1)—2(1,-3)

=0

En este ejemplo, tenemos que en la base B la matriz asociada a F' es una matriz diagonal.

Asfi obtenemos

Ejemplo 152 Dada la matriz A € M1 (R) y la transformacion lineal

Ta: My (R) — nXl(R)
X ~ A-X

1 0 0

0 1 0
Demostrar que la matriz asociada a T4 en la base candnica C = A P I I

0 0 1

de Mpyx1 (R), es
[TA]C =A

Solucién. Recordemos la propiedad de como obtener la columna j-ésima de un producto de
matrices

¢ (A-B) = A-¢;(B)
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con ella tenemos que si denotamos C = { £, Es, ..., £, } entonces

Ts(E;) = A-E;
A-ci(1)
cj(A-1,)
= ¢(A)

Luego obtenemos T4(E;) = ¢;(A) = >, a;; E;, es decir
[Ta(Ed)le = ¢;(A)
Ast
[Ta]e = A

Observaciéon. Teniendo presente este ejemplo, decimos que la matriz A es diagonalizable o
que T4 es diagonalizable.

Definicién 128 Sean V' un K—espacio vectorial y T en L(V, V).

1. Se dice que \ en K es un valor propio de T si y solo si existe v en V — {0} tal que

T(v) = \v.

2. Se dice que v en V — {0} es un vector propio de T si y sdlo si existe X\ en K tal que
T(v) = \v.

Ejemplo 153 Dada la transformacion lineal
F: R — R?

Determinar todos los valores propios asociados a F.

Solucién. Necesitamos resolver la siguiente ecuacién
Fz,y) = Ma,y)

(:E+y—)\x,3x—y—)\y) = (070)

I
=
8

La ecuacién vectorial es equivalente al siguiente sistema

r+y—Adx = 0
3r—y—XAy = 0
reescribiéndolo obtenemos

1-XNz+y = 0
3r+(—1-Ny = 0
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Como el sistema es homogéneo y buscamos una solucién no trivial entonces el sistema debe
tener infinitas soluciones. Por lo tanto el determinante de la matriz asociada debe ser cero.

1-) 1

2
3 (c1—n |~ 4

Asi, los tnicos valores propios son 2 y —2.

Ejercicio 154 Sea A un wvalor propio asociado a la transformacion lineal T', y
Vw={veV / T(v)=X}

Demostrar que Vy es un subespacio de V.

Definicién 129 Sea A\ un valor propio asociado a la transformacion lineal T en L(V, V).
Se define el espacio propio Vy como el conjunto de todos los vectores propios asociados a A.

Ejemplo 155 Dada la transformacion lineal
F: R — R?
(xay) ~ (:E+y,3x—y)

Determinar todos los espacios propios asociados a F, sabiendo que 2, —2 son los tnicos
valores propios.

Solucién. Determinemos el espacio propio asociado al valor propio 2.

Vo = {(z,9) eR® [ T(x,y) =2(z,y)}
= {(z,y) eR® | (x+y,3c—y)=2(x,y)}
= {(z,y) eR* | (—z+y,3z—3y)=(0,0)}
= {(z,y) eR® /| —2+y=0}
= <(1,1) >

Vo = {(z,y) eR® | T(x,y) = —2(z,y)}
= {(z,9) eR® | (z+y,32—y) = —2(z,y)}
= {(x,y) €R* | (Bx+y,3z+y)=(0,0)}
= {(z,y) €R?* /| 3x+4+y=0}

Observacién: Para poder determinar los valores propios asociados a una transformacién
lineal tenemos el siguiente resultado.
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Teorema 130 Sean U un espacio vectorial de dimension n sobre K, B una base de U y T
=0.

en L(U,U) entonces, A en K es un valor propio asociado a T si y sdlo si ’[T]g — M,

Ejemplo 156 Dada la transformacion lineal
T : R3 — R3
(l‘,y,Z) ~ (2x—y+z,$—y+z,x)

Determinar los valores propios de T

Solucién. El teorema anterior, nos permite escoger cualquier base del espacio vectorial,
entonces sea C = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} la base canénica de R3.
Determinemos la matriz asociada a T" en la base C, para ello calculemos

T(1,0,0) = (2,1,1)
T(0,1,0) = (—1,-1,0)
T(0,0,1) = (1,1,0)

por lo tanto

2 -1 1
M,=]1 -1 1
10 0

|[T}c_/\fs| =0
2 -1 1 1 00
1 -1 1({-X]1010 =0
10 0 0 0 1]
—2=N(=1=M)X = 0

Asi, los valores propios asociados a T" son 0, —1 y 2.

Ejemplo 157 Dada la transformacion lineal

T: Ro[z] — Ry[z]
ar?’+br+c ~ (a+b)a®>+ (b+c)z+ (a+2b+c)

Determinar los valores propios de T

Solucién. Sea C = {1, z,2?} la base canénica de Ry[z].
Determinemos la matriz asociada a T' en la base C, para ello

T(1) = 14z
T(x) = 2+x+2°
T(a:Q) = 1+27
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por lo tanto

[T]c =

O = =
— =N
—_ O =

Como A es un valor propio de 7' si y sélo si

[T)e = Als| = 0

C
1 21 1 00
1 10|=Xl010 = 0
01 1 00 1
A3 =X = 0
1

Luego los valores propios asociados a T son 0, 3 5+ 1\/_ 5 —35Vo.

Observacion. Al determinante de los ejemplos anteriores podemos asignarle una variable,
el valor propio, y transformarlo en un polinomio, el cual es totalmente independiente de la
base elegida.

Proposiciéon 131 Sean U un espacio vectorial de dimension n sobre K, B y C bases de
UyT en L(UU) entonces,

[Tz — zln| = |[T]e — 1]

Demostracién. Recordemos la relacién entre [T, y [T, , esto es

T)s = [1d)¢ [T) [Td)g
7l = ([dg) [T
ademds
([zd]g)_l oI, [1dS = o ([fd]g)_l I, [1dC. = 1,

Usando estos dos resultados y las propiedades del determinante tenemos el siguiente desar-
rollo

7], — 21| = (Jd‘;) o ¢ _al,
= (1) %)1 —({fd]‘;)‘lenud]z
= () (7 — 1) L1
- (o) | e
= 1], — oI

con lo cual hemos demostrado la proposicion.
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Definicién 132 Sean U un espacio vectorial de dimension n sobre K, B una base de U y
T en L(U,U). Se define el polinomio caracteristico de T' por

Pr(z) = [[T]g — x|

Para el caso particular de la transformacion lineal Ty, el polinomio caracteristico se denota
por Py(x), donde A € Myxn(R).

Proposicién 133 Sean U un espacio vectorial de dimension n sobre K y T en L(U,U). El
escalar A en K es un valor propio de T si y sélo st A es una raiz del polinomio caracteristico

de T, PT(I')

Ejemplo 158 Sea V' un espacio vectorial de dimension 2 sobre K, B = {vy,v9} base de V'
yT en L(V,V) tal que
a b
=] ¢ 4]

Determine el polinomio caracteristico de T.

Solucién. El polinomio caracteristico esta definido por

a b 10 _ .2 .
HC d]—x[o 1”—x (a+d)z+ad —be

Asi tenemos

Pr(z) =2* — (a+d)z + ad — bc

Observacion: Note que el coeficiente constante es el determinante de la matriz y el coefi-
ciente de x corresponde a menos la traza o menos la suma de la diagonal.

Teorema 134 Sea V' un espacio vectorial de dimension n sobre K. Sea T' en L(V,V) de
modo que o y B sean raices del polinomio caracteristico Pr(x).

1. Si la multiplicidad de o es r, entonces 1 < dim 'V, <.

2. Si a # [ entonces V, N Vz = {0}.

Ejemplo 159 Dada la transformacion lineal

T R3 — R3
(x,y,2) ~ (bx —y+ 3z, —6x + 4y — 62, —62 + 2y — 42)

Determinar los valores propios de T y los espacios propios asociados



152 CAPITULO 3. TRANSFORMACIONES LINEALES

Solucién. Consideremos la base canénica C de R? y determinemos la matriz asociada a 7.
Asi obtenemos

5 -1 3
T,=| -6 4 —6
—6 2 —4

Ahora determinemos su polinomio caracteristico dado por

5—x -1 3
Pr(x)=| -6 4—2 —6 |=4+52°—8x— 2"
—6 2 —4 -

. ) . L 2 ]
Factorizando el polinomio caracteristico, tenemos que Pr(z) = — (x — 1) (=2 4+ z)”. Asi
los valores propios son: 1 y 2.
Usaremos la matriz asociada a la transformaciéon para determinar los espacios propios,
esto es

Va={(z,y,2) €R® | T(x,y,2) = Ax,y,2)}

Ahora, resolver la igualdad es equivalente a resolver

[T(x,y,z)]a = P\(%%Z')]C
[ ]c[(x,y,z)]c - )‘[@7%2)]6
([Tle = Ms) [(z,,2)]c = 0

Por lo cual debemos resolver un sistema homogéneo.

Determinemos el espacio propio asociado a 1. Reemplazando obtenemos la matriz del
sistema,

5—1 -1 3 0
-6 4-1 -6 0
—6 2 —4-1 0

10 5 0
Asi, la escalonada reducida por filaes: | 0 1 —1 0 | y con ello obtenemos
00 0 O
—%t
[(z,,2)]e =
como C es la base canénica de R3
1
(x,y,2) = —§t(1, 0,0) +¢(0,1,0) +¢(0,0,1)

1
= t(-p11).
2
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- ((229)

Para el valor propio 2 procedemos de manera anéloga, es decir,

con lo cual tenemos que

5—2 -1 3 0
-6 4-2 -6 0
—6 2 —-4-2 0

1 10
Asi, la escalonada reducida por fila es: | 0 0 O | y con ello obtenemos
0 0 0

como C es la base canonica de R?

(r,y,2) = (%a—ﬁ) (1,0,0) + «(0,1,0) + (0,0, 1)

= a <—% 1,0) — B(-1,0,1).

1
Vé = <<_§7 1a0> 7(_1707 1)> :
Resumiendo:

Los valores propios son: 1 y 2y los espacios propios son:

1
‘/1 = <<—§71,1>>’ con dlm‘/l == ].
1 .
‘/2 - <<_§7170> 7(_]—7071)>’ con dlm‘/Q =2.

Observacion. Considere la base B = {(—%, 1, 1) , (—%, 1, O) ,(—=1,0, 1)} de R3, con esta base
obtenemos que

con lo cual tenemos que

[T]B =

S O =
o NN O
N OO

Teorema 135 Sean V' un espacio vectorial de dimension n sobre K y T en L(V,V). El
operador T' es diagonalizable si y solo si

Pr(z)=(x —ay)" (x — )™ ... (x — )™

en K y dimV,, = n;, la multiplicidad o; en Pr(z),i=1,2,...,s.
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Ejemplo 160 Dada la transformacion lineal

T: RQ[QE] —
ar’? +br+c ~

RQ[I]
(2a — b+ 4c)z* + (2a + b) z + (2a + ¢)

Determine una base en Ryx] tal que la matriz de T en esta base sea una matriz diagonal.

asociada a 7.
Asfi obtenemos

Solucién. Consideremos la base canénica C = {1, z,2?} de Ry[z] y determinemos la matriz

1 0 2
T.=10 1 2
4 -1 2

Ahora determinemos su polinomio caracteristico dado por

Pr(z)=| 0 11—z 2 |=-4+x+42*-2°
4 -1 2-x
Factorizando el polinomio caracteristico tenemos que Pr(z) = — (z — 1) (x —4) (z + 1).

Asi los valores propios son: —1, 1 y 4, como cada raiz tiene multiplicidad 1 la transformacién
lineal es diagonalizable.

Ahora determinaremos la base. Para ello recordemos la definicién de Espacio Propio,

Vi ={(az® + bz +c) e Rofz] | ([T]o — Al3) [ax® + bz + ], = 0}

El primero de ellos es el Espacio Propio asociado a —1
Veamos la matriz del sistema

1—(=1) 0 2
0 1-—(-1) 2
4 12— (=1)
1 0 1
Asi, la escalonada reducida por filaes: | 0 1 1 | y con ello obtenemos
0 00
—t
[p(:(:)]c = | —t
t
como C es la base canénica de Ry|[x]
plr) = —t-1—t-x+t-2?

N ———

con lo cual tenemos que

V,1:<—1—3:+x2>.
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Para el valor propio 1 procedemos de manera anéloga, es decir,
1—(1) 0 2

0 1-(1) 2
4 -1 2-(1)

—_

1
Asi, la escalonada reducida por fila es: | 0 y con ello obtenemos
0

e}

NI
~+

como C es la base canénica de Ry|[x]

1
p(z) = Zt-1+t-x—|—0-x2

_ t.(i—kx)
V1=<i+x>.

Para el valor propio 4 procedemos de manera andloga, es decir,

con lo cual tenemos que

1—(4) 0 2
0 1—(4) 2
4 -1 2—-(4)
10 -2
Asi, la escalonada reducida por filaes: | 0 1 —% y con ello obtenemos
00 0
%t
[p(37)]c = §t
t
como C es la base candnica de Ry[z]
2 2
plr) = §t-1+§t-x+t-x2

S

con lo cual tenemos que

155
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Resumiendo:
Los valores propios son: —1, 1 y 4 y los espacios propios son:

Vo, = <—1 — x+x2>, con dimV_; = 1.

1
Vi = <Z+x>, con dimV; = 1.

2 2
Vi = <§—|—§x+$2>, con dimV, = 1.

Observacion: Considere la base B = {—1 —x + 22, i +, % + %x + :172} de Ry[z], con esta
base tenemos que

-1
[T]B = 0
0

o = O
~ O O

Ejemplo 161 Sean B = {vy,vq,v3,v4}, base de V y T en L(V,V) tal que

4 2 2 =2
-3 -1 -1 1
s = o 0 2 -1
o 0 4 =3

Determine una base de V' tal que la matriz asociada a T' en esta base sea diagonal.

Solucién. Como tenemos la matriz asociada a T en la base B = {vy,ve,v3,v4} de V,
determinemos su polinomio caracteristico

4 —x 2 2 —2
-3 —-1—-z -1 1
Pr(z) = 0 0 2-z -1
0 0 4 -3 -z
- 4 —zx 2 2—x -1
o -3 —-1—-=x 4 —3—x

= (2-3z+2%) (-2+2+2%)
= (z—-1)°(@—-2)(z+2)
Asf tenemos que Pr(z) = (z — 1)* (z — 2) (z 4+ 2) y los valores propios son: —2, 1y 2.

Para determinar la base necesitamos encontrar una base de los Espacios Propios asociados
a cada valor propio, es decir,

Vw={ueV /| ([T]z— M) [ulzp =0}

El primero de ellos es el Espacio Propio asociado al valor propio —2.
Veamos la matriz del sistema
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4—(-2) 2 2 -2
-3 —-1—-(-2) -1 1
0 0 2—(-2) -1
0 0 4 -3 —-(-2)
100 —%
) . 010 O
Asi, la escalonada reducida por fila es: 00 1 1 |Yyocon ello obtenemos
1
000 O
ét
[u]g =
B %t
t
como B es una base de V
1 1
u = Zt-vl+1t-v2+0-vg+t-v4

Y (L
= 41)1 4’02 V4

con lo cual tenemos que

1 1
V_g = <ZU1 + ng + U4> .

Para el valor propio 1 procedemos de manera anéloga, es decir,

4—1 2 2 -2
-3 —-1-1 -1 1
0 0 2—1 -1
0 0 4 -3-1
120 0
) . 0 01 -1
Asi, la escalonada reducida por fila es: 000 0 y con ello obtenemos
000 O
~2q
Q
[U]B = B
p
como B es una base de V
2
u = —ga-v1+a-vz+ﬁ-vg+6-v4

= (_§U1 + Uz) + B (vs + v4)

157
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Vi= <<—§v1 +v2) , (v3 —|—v4)>.

Para el valor propio 2 procedemos de manera anéloga, es decir,

con lo cual tenemos que

4—2 2 2 -2
-3 —-1-2 -1 1
0 0 2—2 -1
0 0 4 —-3-2
1 100
) . 0010
Asi, la escalonada reducida por fila es: 00 0 1|Yecon ello obtenemos
0000
t
—t
[U]B = 0
0

como B es una base de V'

u = t-vy—t-v94+0-v34+0-14

= t‘(’l]l—’UQ)

con lo cual tenemos que

V2:<U1_U2>~

Resumiendo:
Los valores propios son: —2, 1 y 2 y los espacios propios son:

1 1
V., = <Zvl + ng +U4> , con dimV_, = 1.

2
Vl = <<—§U1 +1)2) ,(’03 +U4>>, con d1mV1 = 2.

Vo = (v —wy), con dimV, = 1.

Observacion. Considere la base D = {%vl + ivg + vy, —%vl + v, V3 + Vg, U1 — vg} de V, con
esta base obtenemos que

200 0
0100
Tlp = 0010
000 2

Ejercicios.
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1. Sea T : R®* — R3 una transformacién lineal y B = {(1,0,0),(1,1,0),(1.,1,1)} base
ordenada de R3?, tal que

Determinar si T es diagonalizable, en caso afirmativo diagonalizar.

2.SeaT:C*— C* T(x,y,2) = (r+ 2z, + y,y + 2) una transformacién lineal de C-
espacios vectoriales. Determinar si T' es diagonalizable, en caso afirmativo diagonalizar.

3. Sea T': My(R) — M(R) una transformacién lineal y

C:{[l O},[l 1],[1 0},{1 1]}unabaseordenadade]\42(1[%)tadque

0 1]lo 1|1 1]]22
1010

c 1230

Te=11120

1121

Sabiendo que el Polinomio Caracteristico es Pp(z) = z (z — 4) (z — 1)°

Determinar una base B de My (R), tal que [T]5 sea diagonal.

4. Sea T : Ry[z] — Ry[x] una transformacion lineal y B = {1,1+ z,1 + x — 2°} una base
ordenada de Ry[z] tal que

0 -1 -1
ms=11 1 2
2 1 3

Determinar si 7' es diagonalizable, en caso afirmativo diagonalizar.

5. Sea T : Ry[z] — Ry[z] una transformacién lineal y C ={1,1 + x,1 + x + 2} base
ordenada de Ry[z] tal que

)
an
I
—_ 0 =
=)
[N

a) Calcular el Polinomio Caracteristico.
b) Determinar una base B de Ry[z], tal que [T]8 sea diagonal.

c¢) Calcular T"(1 — x?), para cualquier n € N.

6. Sea C = {(1,0,0,1),(1,0,1,2),(1,2,1,0),(1,1,2,1)} una base de R* y T una transfor-
macion lineal tal que

-1 -3 -2 -1
2 4 2 1
[Tl = o 0 3 1
o o0 2 2
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cuyo polinomio caracteristico es Pr(z) = (z — 1)* (z — 2) (z — 4).

Determine una base B de R* tal que [T, sea diagonal.

3.6. Producto Escalar

Hasta aqui hemos estudiado funciones entre R-espacios vectoriales U y V' que tienen la
propiedad de ser lineal. En la seccién 2.8.2 trabajamos con el espacio de todas las funciones
g : U xV — R con soporte finito. Ahora queremos ver que también es posible definir
funciones L : U x V — R y exigir que sean lineales en cada variable, esto es L es una
funcién bilineal. El ejemplo mas elemental es el producto entre dos elementos del cuerpo R,

L: RxR — R
(r,y) ~ xy

el cual verifica, para =, 2", y,1y’, @ en R, las tipicas propiedades de un producto:

(42 )y =zy+2y

-2y +y) =y +ay

- (az)y = z(ay) = a(zy)

Siguiendo esta idea de producto entre nimeros del cuerpo R podemos generalizar el
concepto de producto para vectores en un R-espacio vectorial V.

Definicién 136 Sea V' un R-espacio vectorial. Se dice que la funcion F : V xV — R es
una forma bilineal sobre V' si dados v,v',v" en V y « en R wverifica:

1. F(v+v,0") = F(v,0") + F(v',v")
2. F(v,v' +0") = F(v,v") + F(v,0")

3. F(av,v') = F(v,av’) = aF (v,v)

Observacion. La definicién anterior es un caso particular de la definicién general de funcién
bilineal, definicién que verifica las mismas propiedades que las dadas anteriormente pero el
conjunto de partida es U x V' y el conjunto de llegada es W, siendo los tres K-espacios vec-
toriales cualesquiera. Las funciones bilineales que nos interesan, en esta seccién, son aquellas
que el conjunto de partida es V' x V' y el conjunto de llegada es siempre el cuerpo R y es
debido a esto que reciben el nombre de formas bilineales sobre V.

Vamos a denotar, en lo que sigue, por Bil(V,R) el conjunto de todas las formas bilineales
sobre V. Se deja como ejercicio verificar que el conjunto Bil(V,R), con las operaciones de
suma de dos funciones bilineales y producto de un nimero real por una funcién bilineal, es
un R-espacio vectorial.



3.6. PRODUCTO ESCALAR 161
Ejemplo 162 Sea V=R? y ' : V x V — R definida por

1
F(X, Y) = T1Y1 — T2Y1 + 271Y2 — 595292

para X = (x1,x2) e Y = (y1,y2). Se deja como ejercicio probar que F ast definida es lineal
en la primera variable y lineal en la sequnda variable.

Ejemplo 163 Sea V = My(R) y T :V x V — R definida por
T(A, B) = Tr(AB")

para A y B en V, siendo B' la traspuesta de la matriz B. Por definicion T(A, B) es un
elemento de R y claramente es bilineal. En efecto:

Tr((A+ C)B') = Tr(AB") + Tr(CB")

Tr(A(C + B)') = Tr(AC") + Tr(ABY)

Tr((«A)BY) = Tr(A(aB)') = a Tr(AB?Y)

Ejemplo 164 Sea V =R" y E:V xV — R definida por
E(X,Y) =11 + 2oy2 + - + TpYn

para X = (x1,29,....x,) €Y = (y1,Y2,...,Yn). Se deja como ejercicio probar que es bilineal
y ademdas verificar las propiedades adicionales:

_E(X,Y) = E(Y, X)

- E(X,Y) =0, para todo Y en R", entonces X = 0

CB(X,X)>0

El tltimo ejemplo, si lo miramos en los espacios vectoriales reales R? o R3, se tienen los
ejemplos clésicos de producto escalar entre dos vectores y los conceptos de ortogonalidad,
norma de un vector y distancia entre dos vectores.

Definicién 137 Sea V' un R-espacio vectorial. Se dice que una forma bilineal sobre V,
F:V xV — R, es un producto escalar sobre V' si verifica:

1. F es simétrica,
F(v,v') = F(v',v) Vv, €V)

2. F es no degenerada,

F(v,v") =0, para todo v' en'V, entonces v = 0
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3. F' es definida positiva,
F(v,v) >0 VoveV)

Usualmente, si F' es un producto escalar sobre V' se acostumbra a escribir (v, v’) o sim-
plemente v - v’ en vez de F (v, ).

Definicién 138 Sea V' un R-espacio vectorial y ( , ) un producto escalar sobre V. El par
(V,{, )) se denomina espacio euclideo.

Ejemplo 165 Se deja como ejercicio probar que las siguientes formas bilineales sobre el
R-espacto vectorial V' respectivo es un producto escalar.

(a) V=R"y(,):V xV — R definida por
(X,Y) =201 + 22y2 + - -+ + TpUn
para X = (x1,Z2,....x,) €Y = (Y1,Y2, - -, Yn)-
(b) V=MMR)y(,):VxV —R definida por
(A, B) = Tr(AB")
para A y B en'V, siendo B! la traspuesta de la matriz B.

(c) V=Af:]0,1] — R |f es continua en [0,1]} y (, ):V xV — R definida por

(f.9) = / F()g(t)dt

para f, g enV.
(d) V=R,[z] ={aptaiz+az®*+ - +a,z" |a; ER,i=0,1,....,.n} y(, ): VxV —R

definida por
(p,q) = agbo + arby + - - + ayby

para p = ag + a1x + agx® + -+ a,x™ y q=by + byx + by’ + -+ ba" en V.

Definicién 139 Sea V' un R-espacio vectorial y (V,{ , )) un espacio euclideo. Se dice que
los vectores v y v' de V' son ortogonales o perpendiculares si (v,v') = 0. Usualmente, siv y
v’ son perpendiculares se denota por v L v’
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Ejemplo 166 SiV =R3y (, ):V xV — R definida por
(X,)Y) = 2191 + 2212 + W3Y3
para X = (x1,x9,23) €Y = (y1,Ye,ys3). Los vectores (1,—1,2) y (2,1,0) son perpendiculares.

Ejemplo 167 V = {f : [-1,1] — R|f es continua en [-1,1]} y (, ) : V xV — R

definida por
o= [ s

para f, g en V. Los vectores f(t) =t y g(t) = t* son perpendiculares.

3.6.1. Norma

Si V' es un R-espacio vectorial y ( , ) es un producto escalar sobre V' entonces, como
(v,v) > 0 para cualquier v enV, la expresién /(v,v) es un nimero real bien definido.

Definicién 140 Sea V' un R-espacio vectorial y { , ) un producto escalar sobre V. Se define
la norma de un vector v en V por
[o]l = v/ {v, v)

Proposicién 141 Sea V' un R-espacio vectorial y (V,{ , )) un espacio euclideo. Sean v y v'
en V y a en R entonces se verifican las siguientes propiedades.

H
1. ||v]| = 0 si y solamente siv = 0

[\

-+ Nlew] = laf vl
3. La desigualdad de Cauchy-Schwarz:
[{v, o) < ol 1]

4. La desigualdad triangular:
lo + o'l < [lvf| + [l

Observacién. Es inmediato ver que en los espacios vectoriales R2 o R?, con el producto
escalar usual, el concepto de ortogonalidad de dos vectores corresponde a la idea natural
de perpendicularidad de dos vectores y el concepto de norma de un vector corresponde a la
longitud del vector. Deberfa ser claro, de estos dos ejemplos clésicos, el por qué un espacio
vectorial V' con un producto escalar ( , ) recibe el nombre de espacio euclideo.

Proposicién 142 (Teorema de Pitdgoras) Sea V' un R-espacio vectorial y (V,(, )) un es-
pacio euclideo. Si v y v son dos vectores perpendiculares en V' entonces se tiene que

2 2 2
lv+o'[1” = [lol” + [

Proposicién 143 (Ley del paralelégramo) Sea V' un R-espacio vectorial, (V,( , )) un espa-
cio euclideo y v, v' dos vectores cualesquiera en V. Entonces se tiene que

lo+'1” + [lo = /I = 2 o)) + 2 |o'||”
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3.6.2. Bases Ortogonales

Sea V' un R-espacio vectorial y (V,(, )) un espacio euclideo. Si v y v’ son vectores
en V' perpendiculares entonces es claro que ellos son linealmente independiente, mas atin se
tiene la siguiente situacién general.

Proposicién 144 Sea V' un R-espacio vectorial de dimensionn y (V,{, )) un espacio eu-

clideo. Si {vy1,ve,...,v,} es un conjunto de wvectores mutuamente perpendiculares
((vi,vj) = 0 apenas i # j) entonces {vy, v, ...,v,} es una base para V.
Demostracién. Claramente {v1,vs,...,v,} es linealmente independiente ya que si

—
a1 + agvg + - -+ v, = 0

entonces, para cualquier v;, ¢ = 1,2,...,n, se tiene que
é
<041U1 + Qipvg + - - - +anvnvvi> = < 0 avi> =0
y asi, por linealidad, obtenemos que
(67 <Ui, Uz‘> = O

y como (v;,v;) > 0 entonces o; = 0 parai=1,2,... n.
Ahora, como la dimensién de V' es n entonces {vy,vs,...,v,} es una base de V.

Observacion. Es facil probar que dado v # 0 en un espacio euclideo (V,( , )) entonces

o]

es un vector de norma (o longitud ) 1.
En general un vector no nulo de norma igual a 1 se le denomina vector unitario.

Teorema 145 Sea V' un R-espacio vectorial. Todo espacio euclideo (V,( , )) de dimension
finita n admite una base {uy,us, ..., u,} de vectores unitarios mutuamente perpendiculares.

Demostracién. Como la dimensién de V' es n entonces existe una base {vy,vs, ..., v,} de
V. Construyamos los siguientes vectores:

vp =1
(v2, v7)
LR TR
U3, Uh) (v, v])
U/:’U—<’21),— 717)/
? (g P () !
v, = Up— <Umv:l_1 v e — <v”’v/1>1
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Este proceso es llamado Proceso de ortogonalizacion de Gram-Schmidt y nos asegura que el
conjunto {v}, vy, ..., v} es un conjunto de n vectores de V' mutuamente perpendiculares y,
aplicando la proposicién anterior, una base de V formada por vectores perpendiculares entre
ellos.

Finalmente, para obtener la base buscada debemos construir

,Ui Uy Up,
U= ——, U = ——, ... ... Up = ——
logl” [os]l” T ol
y asf {uy, us, ..., u,} es la base de vectores unitarios mutuamente perpendiculares.buscada.

Ejemplo 168 Sea V = R? y {(2,1),(1,2)} una base de V. Usando el proceso de Gram-
Schmidt elegimos vy = (2,1) y construimos

. (1,2),(2.1))
R R INCR At
U'2 = (1,2)—%(2,1)

, 36
%= 755

Y ast {(2, 1), (—%, g)} es una base ortogonal de V. Ahora la base ortogonal formada por
vectore unitarios es:

e ) (v
V5 V5 T\ V45T V45
Ejercicios.

1. Sea V=R3¥y (,):V xV — R definida por

(X,Y) = z1y1 + 2oy + 23Y3

para X = (x1,22,23) € Y = (y1,92,y3). Construya una base de vectores unitarios y
mutuamente ortogonales de R? a partir de la base B ={(1,—-2,1),(-3,1,0),(0,1,0)}.
Esto es lo que se llama ortonormalizar la base B.

2. SeaV={f:]0,1] — R |f es continua en [0,1]} y (, ) : V x V — R definida por

(f.9) = / F()g(t)dt

para f, g en V. Si U es el subespacio de V' generado por los vectores f(t) =ty g(t) = 2.
Encuentre una base ortonormal para U.
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Capitulo 4

Programacién Lineal

4.1. Introduccién

Se llama Programacion Lineal al procedimiento empleado para resolver, una gran
cantidad de problemas de méximo y minimo (optimizacién), los cuales estén con restricciones
de tipo lineal en las incégnitas, que pueden ser ecuaciones o inecuaciones.

La fase de formulacién del andlisis de problemas es lo que tiene mayor trascendencia en
la practica en los problemas de programacion lineal. Sin embargo solamente nos dedicaremos
a la solucién de ellos una vez planteado.

Algunos de los conceptos necesarios de conocer para familiarizarse con el lenguaje de
programacion lineal son:

Definicién 146 Se llama Funcién Objetivo, a la funcion de la cual queremos determinar
su marimo o minimo
Observacién. Por ejemplo, se puede mencionar:

El administrador de una cartera: maximizar los créditos de la inversién;
Un gerente de produccién: satisfacer la demanda con el minimo costo de produccién;
Una aerolinea: encontrar un plan de asignacién de personal a un costo minimo;

Una compania petrolera: maximizar las utilidades.

En todos estos ejemplos hay una cantidad que se desea maximizar o minimizar.
Ejemplo 169 Una persona tiene un problema de utilidades al producir dos tipos de produc-
tos. Suponga que x; es la cantidad producida de producto i, y w; es la ganancia unitaria del

producto v, con i = 1,2. Luego la funcion ganancia estd dada por

w11 + WoT9

167
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Definicién 147 El conjunto restricciones o sujeto a es el conjunto donde tiene sentido o
estd definida la funcion objetivo.

Observaciéon. Por ejemplo,

Para el administrador de cartera: sus decisiones de inversién estan restringidas por la can-
tidad de su capital y por los reglamentos de la bolsa de valores.

Para el gerente de planta: sus decisiones estan restringidas por la capacidad de la planta y
por la disponibilidad de recursos.

La asignacion de personal y la planeacién de vuelos de la linea aérea estdn restringidos por
las necesidades de mantenimiento y por el nimero de empleados disponibles.

La decisién de una companfia petrolera de usar cierto tipo de petréleo crudo en la pro-
duccién de gasolina estd restringida por las caracteristicas de ésta. (El octanaje o el
antidetonante).

Ejemplo 170 Una persona tiene un problema de presupuesto en la empresa, si dispone de
un capital de $ B a distribuir entre dos bienes diferentes. Suponga que x; es la cantidad
astgnada a la actividad ©, con i = 1,2. Luego la restriccion del problema esta dada por

1 +x2 < B,

Definicién 148 La Forma Estédndar de un problema de programacion lineal es:

max (¢ + oo + ... + Cuy)

sujeto a:
a1, + aj9x9 + ... + a1, = b1
a91X1 + a9y + ... + a9, = by
a3121 + azax2 + ... + a3, = b3
A1 X1 + Q2o + ... + QppTn = by,
Y

X1 ZO7I2 207"‘51’71 ZO

donde b;, c; y a;; son constantes reales fijas, b; > 0, x; son valores reales a determinar.
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Observaciéon. Podemos escribir la formulacién del problema anterior de forma estdndar,

usando la notacién matricial, esto es: méx (cx'),

CfL’t

donde ¢ = (c1, ¢o, ..., ¢n) ¥y = (21, Ta, ..., T,), SUjeto a:
Azt =b

donde A = (a;;),y
2, >0Vi=1,...n,

donde ¢ y = son vectores n-dimensional, A es una matriz de orden m xn y b es una matriz de
orden m x 1. Las componentes de z son todas positivas, denotada por la desigualdad x > 0,
asumiendo que esa notacién es para cada una de las componentes del vector x.

El problema de programacion lineal finalmente se escribe,

max(czt)
Sujeto a Az’ =b
x>0

4.2. Transformacion a la Forma Estandar

No todos los problemas de programacion lineal vienen expresados en la forma estdandar,
sin embargo éstos se pueden convertir en la forma estdndar, es aqui donde aparecen nuevos
conceptos, simples de definir

4.2.1. Variable de Holgura

Suponga que tenemos, que una de las restricciones estd dada por una desigualdad
lineal “menor o igual que”, como por ejemplo:
Considérese la desigualdad lineal en n variables dada por

a121 + asxo + ... + apT, < by
En este caso se define la variable s; por:
s1="b1 — (@121 + agxs + ... + apxy,)
Llamada Variable de Holgura, de tal manera que la desigualdad inicial es equivalente a:

a1, + agxy + ... +apT, +51 = by

0

A%

S1

Entonces se pueden introducir variables o incégnitas no negativas para convertir las
desigualdades en ecuaciones.
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Ejemplo 171 FEscribir el siguiente sistema de desigualdades lineales como un sistema de
ecuaciones lineales con variables de holgura:

10
125

33[71 + 2.1’2 + 5[L’3
3$1 + 4.’172 + 6333

Solucién. Se define las variables de holgura por

S1 = 10 — (31’1 + 2(L’2 + 5I3) =10 — 31’1 - 2ZE2 - 51’3

SS9 = 125 — (31’1 + 45(]2 + 6.173) =125 — 31‘1 — 41’2 — 6[173

Entonces, las desigualdades lineales iniciales, se transforman en

3I1 + 2%2 + 5ZL’3 +s5 = 10
3.’13'1 + 4.1'2 + 6.1'3 + 89 = 125

Sujeta a
51 20,80 >0.

es decir,

3r1+2x9 +bx3s+s1 = 10
3!131 + 4[[‘2 + 6[L‘3 + S99 = 125
S1 > O, S9 Z 0.

4.2.2. Variable excedente
Suponga que tenemos que una de las restricciones estd dada por una desigualdad
lineal “mayor o igual que”, como por ejemplo:
Considérese la desigualdad lineal en n variables dada por
a1, + asxo + ... + a,T, > b
En este caso se define la variable
Y1 = a1x1 + asxs + ... + apx, — b
La Variable Excedente nos permite establecer que lo anterior es equivalente a:

171 + Aoy + ... + ApT, — Yy =0

donde y; > 0. De esta forma un problema de desigualdades lineales pasa a ser una igualdad
lineal.
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Ejemplo 172 FEscribir el siguiente sistema de desigualdades lineales como un sistema de
ecuaciones lineales con variables excedentes:

2[L‘1+I‘2+21’3 Z 10
$1+2JI2+ZL’3 2 12

Solucién. Se definen las variables excedentes por

yl:21]1+ZE2+2ZL‘3—10:2ZE1+1’2+21’3—10

Yo =21 + 209 +x3 — 12 =21 + 229 + 23 — 12

Entonces, las desigualdades lineales iniciales, se transforman en

201 +x90+ 223 —1y; = 10

x1+2x2+x3—y2 = 12
Sujeta a
th 20,92 2 0.
es decir,
201 + 290+ 223 —y; = 10
x1+2x2+x3—y2 = 12
y1 > 0,52 > 0.

Observacion. En las anteriores situaciones hemos resuelto el problema de traducir desigual-
dades en igualdades introduciendo nuevas variables no negativas. Atin nos falta examinar el
caso en que las otras variables no tengan restriccién alguna.

4.2.3. Variables Libres (Primer método)

Suponga por ejemplo, que no existe la restriccién sobre la variable z; por lo que dicha
variable es libre de tomar valores positivos o negativos, entonces se escribe:

T1 =Wy — T,

donde se establece necesariamente que w; > 0y r; > 0. Si se substituye w; — r1 por x; en
la ecuacién original, se conserva la linealidad de las restricciones y se requiere que todas las
variables sean positivas. Entonces el problema se expresa en una variable maés.
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4.2.4. Variables Libres (Segundo método)

Otro enfoque para convertir a la forma estdndar, cuando NO se presenta la restriccion
x1 > 0, es eliminar z; junto con una de las ecuaciones de restriccién. Para ello se toma una
de las m ecuaciones del sistema de ecuaciones original, que tenga el coeficiente de x; # 0.
Por ejemplo: suponga que a;; # 0, en

;171 + QipT + ... + QinTyp — Yi = b;.

Entonces z; se puede despejar en términos de las otras variables mds una constante.
Al reemplazar esta expresiéon por z; en el sistema de ecuaciones original, se tiene un nuevo
)
problema, pero expresado en una variable menos. Como resultado de esta operacion se obtiene
un problema lineal estdndar con una ecuacién y una variable menos.

Ejemplo 173 Considere el siguiente problema de programacion lineal
max (r1 + 3zy + 4xg)
sujeto a

xr, + 2.’132 +x3 = 5
2$1 + 3332 +x3 = 6
T2 > O,[E3 2 0.

Cambiarlo a un problema de programacion lineal en forma estandar.
Solucién. Como z; no tiene restriccion, se despeja de la primera ecuacién y se obtiene:
r1 = —2372 — T3+ 5.

Al sustituir esto en la funcién objetivo se obtiene el siguiente problema, que es equivalente
a:
max (132 + 33]3 + 5)

sujeto a

To+ 23 = 4
0,1'320,

v

T2
el cudl esta en la forma estdandar.
Ejemplo 174 Al realizar un estudio en una fdbrica de muebles, se obtienen los siguientes
datos:

Cada silla para su fabricacion necesita de 4 horas de trabajo y 4 metros de tabla.

Cada mesa para su fabricacion necesita 3 horas de trabajo y 10 metros de tabla.
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El fabricante dispone de 660 metros. de madera y un equipo de trabajadores capaz de pro-
porcionar 380 horas de trabajo.

Se ha determinado que hay una utilidad de $3000 por cada silla vendida y $6000 por cada
mesa vendida.

Suponiendo que los materiales necesarios (como clavos o barniz) se disponen en cantidades
suficientes.

Modele el problema de programacion lineal, en forma estandar

s Cudntas mesas y sillas se deben producir para mazimizar las utilidades? (suponiendo que
se vende todo lo producido)

Solucién. Agrupemos los datos:

silla. mesa Disponible
Madera en metros 4 10 660
Mano de obra en horas 4 3 380
Utilidades netas por unidad 3000 6000

Supongamos que x es el total de sillas fabricadas e y el niimero total de mesas producidas
por la fiabrica. Como se requieren 4 metros de madera para hacer una silla, hacen falta 4x
metros de madera para hacer z sillas. Similarmente se requieren 10y metros de madera para
producir y mesas. Por lo que la primera restriccion se puede expresar algebraicamente por
medio de la desigualdad lineal:

4z + 10y < 660

De igual manera se obtiene la desigualdad lineal que representa la mano de obra:
4x + 3y < 380

Estas dos desigualdades representa dos de las restricciones en este problema. Existen dos
restricciones adicionales, ya que la fabrica no puede tener cantidades negativas de sus pro-
ductos, por lo que se debe cumplir que:

>0y y=0
La ganancia obtenida G cuando se producen z sillas e y mesas se expresa:
G = 3000z + 6000y
Juntando toda esta informacién, se puede enunciar un problema de programacién lineal:

méax(G) = méx (30002 + 6000y)

Sujeto a
4r + 10y < 660
dr+3y < 380
r > 0,y>0
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En este problema la funcién lineal mostrada G = 3000z + 6000y es la Funcién Objetivo.
Cualquier punto del conjunto definido por las restricciones se llama Solucién Factible.
Nuestro problema consiste en encontrar el punto (o los puntos) en el conjunto de restricciones
en el cual la funcién objetivo toma su valor maximo.

Para resolver este problema primero graficamos el conjunto de las restricciones, que es el
conjunto solucién de las desigualdades, y que se muestra en el grifico a continuacién.

Consideramos las rectas 3000z + 6000y = d, para los distintos valores de la constante
d. Cada una de estas rectas son paralelas y la ganancia en ellas es constante. Para ver por
qué, considérese la recta 3000z + 6000y = 30000 para cada punto (z,y) que se encuentre en
esta recta y en el conjunto definido por las restricciones, el fabricante obtiene una utilidad
de $30,000.

Algunos puntos son: (10,0) (representa solamente 10 sillas), (6,2) (6 sillas y 2 mesas)
y (0,5) (solamente 5 mesas). Por lo que podemos graficar muchas rectas de ganancia cons-
tantes:
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Todas las rectas de utilidades constantes son paralelas entre si y las utilidades aumentan al
aumentar el intersecto. Cada nueva linea entre mayor el intersecto se produce més utilidades.

Entonces nuestro objetivo es determinar el intersecto mayor sin salirnos del conjunto de
restriccion.

De la figura se ve que la “idltima” recta de ganancia constante es la linea que intersecta
al conjunto de las restricciones en un solo punto (65,40). Esto quiere decir que se obtienen
las méximas utilidades cuando se fabrican 65 sillas y 40 mesas. Lo que produce una utilidad
de: 3000 * 65 + 6000 * 40 = 435000, es decir, $435,000.

La forma estandar del problema de programcién lineal esta dada por:

méx (3000z + 6000y)
sujeto a

4r 4+ 10y +s; = 660
4o + 3y + 5o 380
z,Yy,81,52 > 0

Observacion: En el caso particular de este problema se pudo recurrir a una técnica gréfica
llamada “método grifico” que nos permitié resolverlo. Este método muestra lo que pasa,
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pero es poco practico, ya que se requiere de la elaboracién de graficas muy precisas para
obtener la solucién.

Ademis, sélo se puede emplear en problemas en los que intervengan dos variables, pues
las gréficas en dimensiones tres son mds complicadas de visualizar y no se pueden utilizar
en dimensién mayor.

Ejercicio 175 Una industria produce dos tipos de productos Ay, As. Fxisten restricciones
de los recursos: mano de obra, materia prima y maquinaria. Se sabe que para producir una
unidad del producto Ay, el dinero gastado en los recursos es, en pesos, 5, 10 y 4 respectiva-
mente. En el caso del sequndo producto las cantidades son 6, 20 y 4.

El dinero disponible para cada uno de los tres recursos es, respectivamente, 15.000, 20.000
y 6.000 pesos. La ganancia por cada unidad del producto Ay es 3 pesos, y por cada unidad
del producto Ay es 4 pesos. Suponemos que en el mercado nuestros productos no tiemen
competencia.

Determinar las cantidades a producir, x1 y x2, de los productos Ay y A, respectivamente,
a fin de obtener el mdximo beneficio.

Ejercicio 176 Un chacarero tiene a su disposicion 100 hectdreas de tierra, 160 dias-hombre
para cultivarlo y 1.100 pesos para invertir. Desea sembrar dos cultivos, uno de los cuales
requiere un dia-hombre por hectdrea y produce un beneficio de 40 pesos por hectdrea; el
otro cultivo requiere de 4 dias-hombre por hectdrea y produce un beneficio de 120 pesos por
hectarea. El cultivo 1 requiere una inversion de 10 pesos por hectdrea y el cultivo 2 requiere
de 20 pesos por hectdrea. Se desea saber cudntas hectdreas de cada cultivo habrd que plantar
para obtener el beneficio mdximo.

4.3. Conjuntos Convexos

Para poder justificar algunos resultados que permiten resolver los problemas de pro-
gramacién lineal en un nimero arbitrario de variables, es necesario definir los siguientes
conceptos.

Definicién 149 Un conjunto C' en E™ es convexo si y sélo si para toda x1,x9 € C' y todo

nimero real o, 0 < a < 1, el punto axy + (1 — o) x5 € C.

Observacion. Todos los puntos del segmento de recta que une a estos dos puntos pertenece
al conjunto, nocién vital de la definicién.

Teorema 150 FEl conjunto
M={zeR| Az =b,2 > 0}

restriccion de un problema de programacion lineal es un conjunto convexo.
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Demostracién. Sean x,y € M, por definicién de conjunto factible tenemos que x > 0,
y=>0
Como x,y € M tenemos que

Ar =
Ay

Debemos probar que ax + (1 — )y € M, para ello

Alaz+(1—-a)y) = A(az)+A((1-a)y)
= oAz + (1 —-a)Ay

= ab+(1—a)b
= ab+b—ab
= b

Falta demostrar que ax + (1 — o) y > 0, verifiquémoslo por coordenadas. Sean x;, y; las
coordenadas i-ésima de x y y respectivamente, por lo tanto

x; > 0, Y; > 0
ar; > 0,(1—a)y; >0
ar;+(1—a)y;, > 0

Luego, el conjunto de soluciones M es convezo.

Definicién 151 Se llama punto extremo de un conjunto convexo M a aquellos puntos que
no se encuentran estrictamente dentro del segmento de recta que une otros dos puntos del
conjunto.

Es decir, x es un punto extremo de un conjunto convexo M, si y sélo si dados dos puntos
distintos x1 y xo en M tales que

r=ar;+ (1 —a)z,
mmplica =0 o0a=1.
Teorema 152 Dado el conjunto
M={zeR| Az =b,z > 0}
restriccion de un problema de programacion lineal y la funcion
flz)=cx, c#0

St f alcanza un mdximo local en p entonces p es un punto extremo de M.
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Demostracién. Supongamos que p no es un punto extremo, luego sean zy,2o € M y
a €]0, 1], tales que

p = (1—a)r; +azsy
cp = c((1—a)ry+axg)
cp = (1—a)ery + acxy
con lo cual el valor de cp estd entre los valores de cxy y cxa, pero f alcanza un méximo local

en p por lo tanto
cp = cry;  Cp = Cxay

lo cual es una contradiccién.

Observacion. La interpretacion de este teorema, nos motiva a encontrar todos los puntos
extremos de una conjunto convexo.

Ademis note que si una funcién alcanza en mas de un punto su valor maximo, también
hay un punto extremo donde alcanza ese valor.

Teorema 153 Dado el conjunto
M={zeR|Az"' =b,x >0} #¢
restriccion de un problema de programacion lineal entonces M tiene un punto extremo.
Demostracién. Sea x un elemento en M como
Axt =b

por lo tanto tenemos

=1

reordenando y escogiendo los indice de tal manera, que los primeros k coeficientes son no
nulo

k
Z yiai(A) =b
i=1

Supongamos que el conjunto {ai(A),az(A),...ax(A)} es linealmente dependiente.
Por lo tanto existen z; en los reales, no todos negativos, tales que

k
A Zai(A) =0
=1

y volviendo a la enumeracién original, reordenando, sumando y completando los otros coe-

ficientes con cero obtenemos
m

D (@i — Az) Ci(A) =b

=1
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de esta tltima suma podemos notar que si A > 0 entonces:

i) Algunos coeficientes se mantienen positivos (si z; = 0).

ii) Otros coeficientes aumentan su valor cuando z; < 0, es decir mantienen su signo
positivo.

iii) Otros coeficientes disminuyen su valor cuando z; > 0, con ellos escogemos el valor
dado por

)

)\:min{ﬂ / zi>0}

con lo cual al menos uno de los coeficientes se anula, por lo tanto al repetir el proceso
obtenemos que existe un elemento x de M tal que el conjunto de las columnas de la matriz
A con coeficientes de x distinto de cero {C;(A) | z; # 0}, forma un conjunto linealmente
independiente.

A continuacién demostraremos que este z, es un punto extremo de M.

Sean y, z € M, luego y > 0,z > 0, ademas

Ay=b Az=0>
tal que z = ay + (1 — «) z, igualando los coeficientes, obtenemos
v =ay, + (1 —a)z

como x tiene algunos coeficientes cero por lo tanto y, z también tienen los mismos coeficientes
iguales a ceros, es decir considerando solamente los coeficientes distintos de cero, tenemos la
siguiente combinacién lineal

Z (ay; + (1 —a)z) C;(A) = b

como las columnas son linealmente independientes, el sistema admite a lo méds una solucién,
luego todas las que hemos encontrado son iguales.
Por lo tanto, dado a, b € [0, 1], cualesquiera

ay; + (1 —a)z; = by;+ (1 —0)z
(a=bly; = (a—10b)z

Yy = zZ

Asi obtenemos que y = z, con lo cual obtenemos que x es un punto extremo.

Corolario 154 Dado el conjunto
M={zeR|Az' =bax>0}#¢

restriccion de un problema de programacion lineal entonces M tiene un nimero finito de
puntos extremos.
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Corolario 155 Dado el conjunto
M={zeR|Az' =bx >0} #¢

restriccion de un problema de programacion lineal entonces G = cx' tiene un punto donde
alcanza el mdximo y el minimo.

Ejemplo 177 Tenemos del ejemplo 154 que el conjunto de restriccion es

4 + 10y < 660
dr+ 3y < 380
r =z 0,y=>0

Transformando en la forma estindar tenemos que
~ | 660
| 380

los puntos extremos se obtienen como solucion unica de columnas linealmente independientes,
la 1inica posibilidad es tomar solamente dos columnas y asi obtenemos los siguientes puntos
extremos

-+ N < 8

(0,0, 660, 380): (0, 66, 0, 182): (95,0, 280, 0); (65,40, 0, 0): (0, 0, 0, 0)

Luego basta evaluar la funcién G = 3000z 4+ 6000y en los puntos extremos obtenemos:

G(0,0,660,380) = 0; G(0,66,0,182) = 396,000;
G(0,0,0,0) = 0: G(95,0,280,0) = 285,000;
G(65,40,0,0) = 435,000.

Asf se obtiene que el méximo se alcanza en x = 65 e y = 40.

4.4. Meétodo del Simplex

Es un algoritmo capaz de generar a partir de un punto extremo, nuevos puntos
extremos donde la funcién alcanza cada vez mejores valores, hasta llegar a una que no puede
ser mejorada.

El Método del Simplex se basa en que el valor optimal de un problema de programacién
lineal, siempre se alcanza en un punto extremo, lo que corresponde a la demostracién del
teorema 136. Al comprender que basta con considerar soluciones factibles basicas (puntos
extremos), se seleccionan varias bases o conjuntos linealmente independientes maximales y
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se calculan las correspondientes soluciones bésicas. La légica para la eleccion sistemadtica de
nuevas bases implica de nuevo los coeficientes de costo relativo.

El método del simplex se puede esquematizar de la siguiente manera:
Primer Paso: Matriz asociada a un problema de programacioén lineal.

Dado el problema de programacion lineal en forma estandar

méax(cz")
donde ¢ = (¢, ¢, ..., ¢) vy © = (21, 29, ..., T,), SUjeto a:
Azt =b

con A = (a;;) , ademds
z >0,

Le asociamos la siguiente matriz

{ A |b } . { A |b }
o bien
—c | —z —c |0

Nos referiremos a los coeficientes de la iltima fila, como indicadores o pesos de la funcién
objetivo.
Segundo Paso: Eleccién de la columna.

Las columnas a pivotear son las que tienen indicadores negativos, ya que ellas son las
unicas que pueden hacer que el méximo aumente, ademds algin elemento de esa columna
debe ser necesariamente positivo, en caso contrario significard que el conjunto es no acotado
luego no tiene méaximo.

Tercer Paso: Eleccion de la posicion de pivoteo.

El Método del Simplex, supone que la matriz ya estd pivoteada y a partir de ella se tiene

una solucién particular del sistema perteneciente al conjunto de restriccién, es decir un punto

extremo
A Y

Si hemos escogido la columna ¢ para pivotear, de acuerdo a lo exigido en el segundo
paso.
Sea t tal que

/ b/
t s i !
—-=min{— / a;, >0}
Atq g
Con lo cual, podemos pivotear en la posicién (¢, q), la eleccién de t no siempre es tnica.
Terminada la instancia de pivotear volvemos a repetir el proceso a partir del paso dos,
hasta obtener que todo los indicadores son no negativos.

En este caso, el valor optimal de la funcién es el coeficiente de la posicién (m +1,n+1).
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Ejemplo 178 Consideremos el siguiente sistema, el cudl corresponde exclusivamente al con-

Junto restriccion
2
1

DN DN
= W
— W

0
0
1

OO =
O = O

-1
Una solucion particular del sistema o un punto extremo es

z=(0,0,0,4,3,1)

Supongase que se decide pivotear sobre la primera columna. Para determinar cudl es la
posicion adecuada, se calculan las tres razones:

4 3 1
2 1 ’

y se selecciona la menor no negativa. Fsto nos indica que 2 es nuestro elemento en la posicion
(1,2), Asi obtenemos:

y nuestro nuevo punto extremo es,
r=(2,0,0,0,1,3)

donde se ha pasado de una solucién bésica a otra.

Ejemplo 179 Maximizar

w = 3z + 4y
sujeto a:
r+2y < 12
20 +3xr < 21
r,y = 0.

Solucién. Para convertir el problema a la forma estdndar necesitamos incorporar las vari-
ables de holgura

rT+2y+2=12

2r+ 3y +t =21 con w = 3x + 4y

x,Y,2,t >0

La matriz asociada al problema es
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en la primera columna tenemos indicadores negativos, para escoger cudl es la posicion en la
que vamos a pivotear, miremos los cuocientes y calculemos el minimo

., [12 21 21

mng —,—p» = —
172

con lo cudl procedemos a escalonar en la posicién (2,1). Obtenemos

0
1

DO =

1
0
0 —w+ %

DN | D | ConD | =
N | o0 [

Para comprender de mejor manera lo que hemos realizado, recuperemos el sistema que
define el conjunto restriccion , esto es:

%y+3z—%t:%1
:c+§y—|—5t:3
x,Y,2,t >0

Despejando z de la segunda ecuaciéon obtenemos

o281
Ty T YTy

reemplacemos en la funcién objectivo

w o= ——=y— =t

y como todas la variables son positivas, el valor solamente puede disminuir, con lo cudl

obtenemos que el valor méximo es % y lo alcanza en x = %, y=20

Ejemplo 180 Maximizar

w = 3xr + dy
sujeto a:
r+2y < 12
2r+3x < 21
z,y > 0.

Solucién. Traduciremos el problema de programacion lineal a la forma estdndar, de modo
que pueda aplicarse el procedimiento simplex,

1 2 1 0 12 T+ 2y+2=12
2 3 01 21 o 2r+3y+t=21 con w = 3x + dy
-3 =5 00 O x,y,2,t >0
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la solucién inicial es (0,0, 12,21), en la primera columna miremos los cuocientes y calculemos
el minimo
., [12 21 21
min , = —
12 2

luego procedemos a escalonar de la posicién (2,1). Asf tenemos

1 1 3 1 1 3
Dd oo 2 A AV
0 —% 0 % % :cy,ztz()

despejando x de la segunada ecuacién y reemplando esta sustitucion en la funcién

w = 3(§—5y——t)+5y

w = @—i— y——t

en este caso el valor puede seguir aumentando, y la solucién que tenemos es (21 0, g, 0)
Realicemos la bisqueda sobre la segunda variable, ya que ella puede seguir aumentando

ooy
mln{l—/z,m}_mm{&ﬂ}_{%

Escalonemos usando la posicién (2, 1), tenemos

01 2 -1 3 y+232—t:3
10 -2 2 6 0 w—5z+2=6
00 1 1 33 ey 2t >0

el punto que tenemos ahora es (6, 3,0,0), reemplacemos en la funcién a maximizar, asf

63 1 3
w = 33—2z—1t

como todas la variables son positivas, obtenemos que el méximo valor es 33 y lo alcanza en
=06,y =3.

Ejemplo 181 Tenemos del ejemplo 154 que el conjunto de restriccion es

dr + 10y < 660
dr +3y < 380
r,y = 0
y la funcion objetivo w = 3000z + 6000y. Transformando a la forma estdndar y asociando

la matriz tenemos,
4 10 1 0 660

4 3 0 1 380
—-3000 —6000 0 O O
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Pivotendo en la la posicion (2,1) obtenemos

0 1 -1 280
1 0 3 95

0 —=3750 0 750 285000

Al ~J

Para continuar el proceso pivoteamos en la poscion (1,2), y tenemos

01 2+ —3 40
10 —% 1 65
0 0 220 130 435000

Asi se obtiene que el mdzximo se alcanza en x = 65 yy = 40, y su valor mdzimo es $435,000.

Ejemplo 182 Mazximizar
Z:3$1+$2+3l’3

sujeto a:
2%1 + X9 + X3 < 2
T+ 2[82 + 3373 S 5
2[L’1 + 2[E2 + x3 S 6
Ty, 22,23 = 0

Solucién. Para convertir el problema a la forma estdndar de modo que pueda aplicarse el
procedimiento simplex, multiplicamos la funcién objetivo por menos uno e introducimos tres
variables de holgura no negativas x4, x5, g, con lo que resulta lo siguiente:

2 1 1 100 2
1 2 3 0105
2 2 1 0016
-3 -1 -3 00 00

La aplicacién del criterio de selecciéon de una columna sobre la que pivotear, demuestra
que cualquiera de las tres columnas proporciona una solucién mejorada. En cada una de
estas columnas, el elemento pivote adecuado se determina calculando las razones

Yio
Yij

y seleccionando la positiva més pequena.

S6lo es necesario determinar un pivote permitido y en general no hay por qué calcularlos
todos. Sin embargo, para hacer célculos a mano en problemas de esta magnitud, se podrian
analizar los posibles pivotes y seleccionar uno que minimice la cantidad de divisién necesaria.
Para este ejemplo se elige 1. de la posicién (1, 2).
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2 1 1 1 00 2
-3 0 0 -2 101
-2 0 -1 -2 0 1 2
-10 -2 1 0 0 2

En la tercera columna tenemos que el indicador es negativo, escogemos para pivotear la
posicién (3, 2)

[ B 10 3 -1 01
301 -2 1 01
500 —4 1 13
| -7 00 -3 2 0 4

El valor de la funcién objetivo sigue aumentando y se puede pivotar en la posicién (1, 1)

r 1 1 3 1 1
A BRI
5 -5 5 5
010 -1 0 1 4
7 6 3 27

1 050 5 5 0 F

Como la tltima fila tiene solamente elementos no negativos, se deduce que la solucién
correspondiente a la ltima tabla es optimal.

Por lo tanto,

1
,I'l:—,$2:O,I3:—,$4:0,I’5:0,I‘6:4

5 )

es la solucién 6ptima con un valor correspondiente a la funcién objetivo de %

Ejemplo 183 FEncontrar todos los pivotes o apoyos de la tabla simplex inicial.

2 -1 4 610 1
3 3 2 701 2
-1 -1 -5 2 0 0 —=z

1
2
Solucién. Primero, obsérvese que hay tres indicadores negativos, es decir, por lo menos

tres pivotes.
En la primera columna hay dos componentes positivos, asi que formamos los cocientes:

Yo _ Ly _ 2

v 20 Yy 3

como % < %, luego el pivote de la primera columna estd en la posicién (1, 1).

En la segunda columna hay solamente un coeficiente positivo, luego el pivote estd en la
posicién (2,2).
En la tercera columna, formemos los cocientes:
Yoo _ 1y 2
Y13 Ty 2
Asi, el pivote esta en la posicion (3, 2).
A continuacién tenemos marcados los posibles pivotes
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2 -1 @ 610 1
3B 2 701 2
-1 -1 =3 200 —z

Con lo que concluye el ejercicio.

Ejemplo 184 FEn el ejercicio anterior, encontramos el pivote en la tercera columna. Usar
éste, para dar inicio al método del simplex de modo de localizar el valor optimal.

2 -1 4 610 1
3 3 2 701 2
-1 -1 —% 200 —=z
Solucién. Pivotenado en la posiciéon pedida tenemos
1 1 31 1
2 —iboaoa Uy
23 % ’ 141 2 ! 2
-1 s 037 § 0 —2+3

Ahora permanecen dos indicadores negativos.
Luego, para escoger la posicién de la primera columna, veamos los cuocientes

i1 3.3
172 271
Pivoteamos desde la posicién (1, 1) y obtenemos
1 —3 2 3 3 0 2
0 2 -2 -2 -3 :
0 -2 2 5 L 0 —z+]

La tnica columna, que tiene indicador negativo es la segunda y en ella encontramos un
solo pivote, que esta en la posicién (2, 2), pivoteando esta posicién tenemos

1

w

8
5

l
U=

4 —

Gl =t

o O =
O = O
(S
(S

DN [ OT [ DT | =

N[V

1 3
2 —Z+]

Tenemos nuevamente un indicador negativo en la quinta columna, y un solo pivote posi-
tivo, pivoteando desde la posicién (5,1) obtenemos

508 1311 3
314 % 01 2
5 5 29 3 3
103 7 07 —2+3

3

Con ello, tenemos que el valor méximo lo alcanzamos en (0,2,0,0,3,0) y este valor es 3
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Ejemplo 185 FEncontrar todos los pivotes de la matriz asociada a un problemna de progra-
macion lineal.dada por:

(W2 0 N

-1
1 -4
-1 -1

— = O = W
O W N

N N —
OO OO
O OO = O
OO = OO
O = O O O

W~ NN

-2 —z

Solucién. Hay indicadores positivos en las columnas 1,2 y 5.
En la primera columna hay dos elementos positivos, realizando los cocientes:

2 3
w:—:2’ @:—:3

yn 1 Yyar 1
ya que 2 < 3, el pivote es 1 en la posicién (1,1).

En la segunda columna hay tres componentes positivas, formamos los cocientes:

Yo 2 _5 b0 _2_y yw_ 1

yiz 1 Yoo 2 Y2 O

1

COo1mo 5

es el minimo cociente, el pivote es 5 en la posicion (3, 2).

En la quinta columna hay cuatro componentes positivos, formamos los cocientes:

yo_2_ 1y 2, g0 _ 1 yw 3

= - = — —:—:2’ = — — —

yis 427 oy 1 Yss 2 yas 2

El menor cociente es %, y hay dos cocientes con este valor. Por lo tanto, en la posicién
(1,5) y en la posicién (3,5) estan los posibles pivotes.
Volvemos a dibujar la tabla, con los pivotes marcados:

o 1 3 441000 2
0 2 1 210100 2
-1 0 1 00101
1 -4 1 3200013
1 1 -1 020000 =

y con esto finaliza el ejercicio.

Ejemplo 186 Determinar el mdzimo optimal del problema de programacion lineal dado por

1 1 3 441000 2
0 2 1 210100 2
-1 5 0 1200101
1 -4 1 3200013
1 1 -1 020000 =
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Solucién. Pivotenado en la posicién (1,1) obtenemos:
1 1 3 4 4 1 000 2
0 2 1 2 1 0 100 2
0 6 3 5 6 1 010 3
0 -5 -2 -1 -2 -1 0 0 1 1
o 0 4 4 2 1 00 0 —z+2

Asi obtenemos, que el méximo valor es 2 y se alcanza en (2,0,0,0,0,0,2,3,1)

Ejemplo 187 La siguiente es una tabla terminal de un problema de programacion lineal:

01014+ 120 2
120035 310 3
00100130 1
03002041 2
01004110 —2+20

Solucién. Como todos los indicadores son no negativos, se ve que z alcanza un valor maximo
de 20 en el punto
(3,0,1,2,0,0,0,1)

La explicacién de este resultado lo tenemos en la ltima ecuaciéon de la matriz, dada por:

1 1
0x1 4+ 224+ 023 + 024 + =25 + =6 + 7 + 0xg = —2 + 20

3 2
o bien:
1 1
x2—|—§x5—|—§x6+:c7: —2z+20
y asi
=20 + ! + L +
z = i) 31‘5 2[L'6 Ty
1 1
2220—1'2—51'5—5376—1'7
Como todas las variables son no negativas, se tiene que
1 1 <0
T2 355 2$6 7 >

entonces z < 20. Observe que z = 20 cuando xo = x5 = x4 = x7 = 0. Las primeras cuatro
ecuaciones de la tabla terminal se leen:

1
x2+x4+§$5+x6—|—2x7 = 2

1 1
$1+2$2+§$5+§$6+$7 =

3
T3+ xgt+T7 = 1
3ro + 2x5 +4xr +85 = 2
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Como 9 = x5 = x¢ = x7 = 0, estas ecuaciones se reducen a:

Ty 2
T, = 3
r3 = 1
T3 = 2

Asi se ve que z alcanza su méximo de 20 en (3,0,1,2,0,0,0,2).
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Ejercicios.

1. Determine los pivotes de la tabla simplex inicial dada:

2 -1 2 10 1
a) | -1 0 3 01 2
| -2 -1 -1 0 0 —=z
1 1 110 1
by | -1 0 1.0 1 2
| -2 -1 300 -z
1 2 3 1000 1
6)23101002
3 1 2 0010 1
| -2 -1 -3 000 1 —=z

2. Escriba la matriz asociada a la forma estdndar para el problema programacién lineal
y encierre los posibles pivotes:

a)

max (2x1 + )

sujeto a:
T+ To S
2x1 4+ 51y <
T1,Ty 2
b)
max (rq; — o)
sujeto a:
2.261 + 31‘2 S 7
51[’1 + 8!172 S 4
r,r2 = 0
¢)
méx (4zq — 3xg)
sujeto a:
T+ 2%2 S 5
31'1 + 2£C2 S 7
bri+ 3y < 14
x,12 = 0
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max (3xy + 2z5 + 4xg)
sujeto a:
X1+ To + T3

2£L'1 + 29 + 3I3

T1,T2,T3

IV IA A

max (21 + xo + 3x3)
sujeto a:
T1 — T92 — I3
—r1 + T2+ 2ZL’3
2$1 — X9 + T3

IV IAIA A
oS N O

T1,T2,T3
f)
max (1’1 + X9 — 31’3)
sujeto a:
1+ X9+ X3
T — 25(72 + 25(73

2LE1 — X9 + X3

IV IA A IA
ok O w»

T1,22,T3

3. Utilice el procedimiento simplex para resolver y realizar una representacién grafica del
problema en el espacio 1, Ts.

a)
max (—x1 + 22)

sujeto a:
T1 — X9

T+ To

IV IA A

L1, T2

max (131 -+ Ig)
sujeto a:

—2T1 + 29

Tl — T2

IV IA A

X1, T2
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c)

sujeto a:

sujeto a:

4. Resolver los siguientes problemas de programacion lineal.

a)

sujeto a:

sujeto a:

max (4.%1 -+ 5.%’2)

211 + 34
3r1 + 229

IV IA A
ot

L1, T2

max (5x1 + 8z2)

T+ X2 < 3
T+ 20, < 4
5

T < 5

3

To = 5
T, 9 > 0

max (xq + 2x2 + x3)

rrt+wy <2
T, < 1
To+2x3 < 3
T1,Tey,x3 > 0

max (51‘1 + 2o + 333‘3)

T < 3

dxg +1x3 < 2
rT1—x2 < 0
T1,To,x3 > 0

max (Q}l -+ 21’2 -+ 21’3)

193
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sujeto a:
Ty +3xy +6x3 < 12
3[L’1 + 2[E2 + 4ZE3 S 10
—r1+ 219 +x3 <5
X1,T2,T3 Z
d)
max (r1 + 2x5 + 3x3)
sujeto a:
T1+we—23 <1
T1— X9 + T3 < 2
—r1+x2+23 < 3
x1,x2,x3 = 0
e)
max (.%’1 — X9 + Ig)
sujeto a:
1+ X9 + 2%3 < 5
Q.Il + X9 + T3 S 7
201 — 29+ 323 < 8
xry + 2I2 + 5,I3 S 9
x1,T2,T3 2 0
f)
max (51‘1 + 7%2 + 15%3 + 6%4)
sujeto a:
1+ 272 + T4
T+ 3%2 + x3

r1 + 429 + 323 + 224
T, + 5x3 + 324

L1, T2,T3, Ty

AV VAN VAN VAR VAN
e S



Capitulo 5

Ejercicios

5.1. Matrices

1 2 3 -1 5 -2
1. DadausA—{_1 0 Q}yB—{ 9 9 _1}

a) Describir los vectores filas y los vectores columnas de A y B.

b) Hallar A+ B, -2B.A— B,A—-2B,B— A
2. En cada uno de los siguientes casos determinar (AB)C'y A(BC)
(21 -1 1 1 4
) A=13 1}’32{ 1 0]’02{2 3}

- 1 1
21 -1 1
na-|51 lim=|2 olie-|}]

315
3.8 eaX=[100]yAd=|2 01
117

a) Determinar el orden de X A y comparar con las filas o columnas de A.

b) Si X =10..,010 ... 0] donde 1 aparece en la posicién (1,7) Determinar el orden
de XAy AX' comparar con las filas o columnas de A, con A en M,,.

4. Calcule los productos matriciales AB y BA

1 -2 3 1 :;;_i’
A=|0 1 1 -1 |; B=

1 -2 0 =5 5o 8

1 -1 -1

195



196

CAPITULO 5. EJERCICIOS

5. Para las matrices

101 7
A= {é _z 2};13: [_3 8 _?};CY: 5 3 5 —2
-2 43 2

Verifique directamente la distributividad a la derecha

(A+ B)C = AC + BC

.Se cumple la distributividad a la izquierda para estas tres matrices? Justifique.

2 -3 -5 -1 3 5 2 -2 —4
Dadas A= | -1 4 5 |;B= 1 -3 5 |yC=|-1 3 4
1 -3 —4 -1 3 5 1 -2 -3

a) Verifique que AB=BA=0; AC=A y CA=C
b) Use los resultados de (a) para comprobar que
ACB = CBA,
A2 B = (A—B)(A+B),
(A+B)> = (A-B)*= A*4 B?

Dadas las matrices en M;
2 1 =3 6 2 —1 4 1 2
A= 52 0}|; B=|01 -21]; C=(0 3 2
-3 1 —4 01 0 1 -2 3
Determinar X en M; tal que
1 2
2A+3X = (=0).(=B)
2 3
1 2 -3 -2 p q
Dadas las matrices | 3 4 | v B = 1 =5 |.Hallar D = | r s | de manera
5 6 4 3 t u

que A+ B—-D=0.

9. Si A en Mj efectuar los productos

a) A-D ey, c,e3]; Dley,ea e A
b) D [cy,co,c3] - A- D |dy,dsy,ds]
c) A-DSc1,c,¢3); DSJer,co,c3] - A
d) DS |[dy,dy,ds) - A- DS ey, co.c3)
., Cémo quedan los productos en a) y ¢) si ¢; = ¢y = ¢3 =17

La misma pregunta anterior para b) y d) en los casos ¢; = d;, i=1,2,3, ¢ =
di=1 1=1,2,3
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10. Sea A € Mj efectuar los siguientes productos

11.

12.

13.

14.

15.

16.

(1 0 0] [1 0 0]
a) |0 1 0| 4 A- 10 1 0|;r#0,renR
| 0 0 r | | 0 0 7 |
[0 1 0] [0 1 0]
b) |1 0 0 A; A- 11 00
| 0 0 1 | 0 0 1 ]
1 0 0] 1 0 0]
c) |0 1 k A, A- 10 1 k |:kenRR.
| 0 0 1 | | 0 0 1 |
—2a —2b —2¢ |
Exprese B= | +5u y+5v 245w | como producto matricial de
U v w |
a b c
A= | u v w | y matrices del tipo (a) ,(b),y (c) del ejercicio anterior.
Ty z
=21+ 22
. L1 =Y1— 22+ Y3 ne o ’
Si o :2y +y _3y y y2—221—22
2 1+ Y2 3 ys = 71 + 329
compruebe que :
BRI RN
e | |2 1 =3 2| 2 B z
’ U U I

Una matriz se dice idempotente si y sélo si A2 = A

a) Pruebe que

2 -3 =5
B=| -1 4 5 | esidempotente.
1 -3 —4

b) Demuestre que si A es idempotente, B = I,, — A es idempotente y AB = BA =0

Pruebe que no existe una matriz B tal que AB = BA =1, con A = [ _? _;1 } )

Determinar todas las matrices A de orden 2x2 con coeficientes reales, tales que cumplan
A2 =0

Determinar todas las matrices A de orden 2x2 con coeficientes reales, tales que cumplan
A2 =1
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17. Se dice que una matriz A es involutiva si y sélo si A? = I,

0 1 -1 4 3 3
a) Verifiqueque B= |4 -3 4 |yC=| -1 0 —1 | son matrices involu-
3 -3 4 —4 —4 -3

tivas.

b) Demuestre que si A es una matriz involutiva entonces 3(I,, + A) y 3(I,, — A) son
idempotentes y (I, + A) - 3([, — A) =0

1&&A—{®M_ﬂmﬂ.%MMMﬂpmm—LZ3
sint cost
000O0O
1 0000
19. Sea N=| 0 1 0 0 0 |.Hallar todas las potencias N* con k entero positivo.
00100
00010

20. Demuestre por induccién que

2) [ 1 n_ a” na !t
0 « o 0 a’

(o 1 0 n a” na™1 n(n2—1) a2
b) | 0 o 1| =1 0 a” na™1
0 0 « 0 0 a

21. En mecéanica cudntica a veces se usan las llamadas matrices de Spin de Pauli.

[o01 10 R 2,
Tlro] YTlo 1) FTlio] T

Muestre que dos matrices cualesquiera de ellas “anticonmuta” (AB = —BA).

22. Sea A = [a;;] una matriz cuadrada de orden n, con
1 j=i+1
az’j = .
0 jAi+1
Pruebe que A" =0y A" ! £ 0.

23. Si A = compruebe que A3 —2A4% —9A = 0 pero A2 —2A — 91 # 0.

(SN
|
[N S—
— N W



5.1. MATRICES

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

Sea p(z) = —(x + 2)(2* + 3z), qlz)=x+2, r(x)=2*+ 3z,

—1 2 2
Si A= 2 2 2|, Calcular p(A),q(A),r(A),s(A).
-3 —6 —6
1 -1 —1 1
SeanA—[2 2},B—{ 0_3]
Determinar (A + B)';  A'+ BY; A+ A, B+ B
1 2
Sean A = 2 0 |; B:{_i _1(2)}
-1 3

a) Determinar (AB)'; B'A'; AA';  A'A.
b) Verifique que AA*; A'A son simétricas.
¢) Verifique que (AB)' = B'A".

Si X,Y € M,1,y A € M, efectie los productos X'Y, XY,

199

s(x) =x+3.

XtAY.

Mostrar que toda matriz de orden n es suma de una matriz simétrica y otra anti-
simétrica.

[ -3 2 1]
Si A= 4 0 —1 | . Hallar la parte simética y antisimétrica de A

| 3 3 2]

[ -3 1 7]
Si A= 0 4 —3 | . Determinar una matriz simétrica tal que

| 21 0]

2,9, Blo,y, 2" = [,9, 2] A[,y, 2]

Sea A € M,, y G = A'A. Demostrar que G es simétrica y los coeficientes de la diagonal

son no negativos.

Determine si son Verdaderas o Falsas las siguientes afirmaciones. Justifique adecuada-

mente en cada caso.

a) El producto de matrices triangulares es triangular.

b) El producto de matrices triangulares del mismo orden es triangular del mismo

orden.

¢) Cada matriz antisimétrica tiene la diagonal principal igual a cero.

d) Para toda matriz A € M,,. Si A* = 0 entonces A = 0.

e) El producto de matrices simétricas del mismo orden es simétrica.
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/) Para toda matriz A € M, se tiene A’A = AA".
g) Para toda matriz A € M, se tiene (A + A?) es simétrica.
h) Para toda matriz A € M,, con A # 0 entonces existe B tal que AB = I,,.

1) Para toda matriz A € M,, se tiene

1
' Ax = (2" Ax)' = §xt(A + ANz con 2 € M.

j) Toda matriz triangular estricta es “nilpotente” esto es, hay una potencia de ella
que se hace 0.
k) Si Ay B son matrices de orden n 'y AB =0 entonces A =06 B = 0.

[) Si A, B son matrices de orden n X m entonces existe una unica matriz X de orden
n x m tal que

aA+ X =Bcona,feR,B#O.

-3 5 6 3 -
33. Dadas las matrices A= | -1 2 2 |yB=1|2 1 1 |. Verifique que A~! =
1 -1 -1 1 -3 0
0 12 -1 1 1
-1 30 |yB*'t=|—-¢ i —%
t i 3
1 =21 6§ T3 6
Ademés. Calcular (AB)™!, (BA)™', (4*)~!, (ABA)™.
1 0 1 1
0o 3 -2 -1
34. Dada A = L -4 1 - ,
1 2 0 1

a) Expresar A como producto de matrices elementales.
b) Hallar la forma Escalonada Reducida por Filas correspondiente a A.
¢) Determinar el Rg(A).

2 0 2 3
-1 3 4 -2

35. Dada A = 56 0 5|
2 1 -1 9

a) Expresar A como producto de matrices elementales.
b) Hallar la forma Escalonada Reducida por Filas correspondiente a A.
¢) Determinar el Rg(A).

36. Sea A = CCL 2 } , encontrar una matriz £ de modo que EA = B en los siguientes

Ccasos
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a) { Ay B son regulares?

b) Encuentre la inversa de P, si existe.

38. Cudles de las siguientes matrices son equivalentes por filas?

QO OO O

A=

A

1
2
4

—1
—2

5

o N

N W W
=

W N =
S O
—_— o O

201

39. Determinar mediante Operaciones Elementales por Filas la inversa de las siguientes
matrices, si existe.

a)

_ =0 O N — = DN =N = O o W

N O =

S = N
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40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

CAPITULO 5. EJERCICIOS

4 =z 3 2 -1 0 1 vy
. Para qué valores de = e y las matrices.| —1 0 1 6 | y 4 5 2 —1 | son
-1 0 0 3 00 -1 3
equivalente por filas?
2 -1 3 —1
Si A= 1 4 1 2 |.Hallar una matriz P regular tal que A = PFE, donde
-1 5 -2 3
E' es la forma Escalonada Reducida por Filas correspondiente a A.
15 -4 7 2 8 —6 24
SiA=1|4 3 1 11 |yB=]|13 -2 9
30 3 6 30 3 0
a) {EsA— B?
b) ( Es A7 B?
c) | EBs A B?
Sea A una matriz regular de orden n.
a) Demostrar que (A71)! = (A%)~L.
b) Si A es simétrica entonces A~! es simétrica.
Sea D[aj1, g, a3, - , Gnyl, con a; # 0 para todo i. Demostrar que A es invertible y

encontrar su inversa.

Demostrar que si T es triangular inferior y regular entonces 7! es Triangular Inferior.

Dadas las matrices A = [ (1) 3 } ,B = [ 2 il)) } . Resuelva la siguiente ecuacién ma-

tricial en X.
XB(A+ A*) — (XB - B*)A—- B?’A = A.

Sean A y X matrices simétricas. Determine X tal que se cumpla la igualdad.
2 0 -1

(AXHT (XA ) (XA =1, donded=| -1 2 -3

1 -1 3

Determinar mediante Operaciones Elementales Filas 6 Columnas los valores de a y b
para que la matriz A sea regular, en cada caso.

10
a) A=10 a
01

= O
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b) A=

— = Q
— o O
— ==

203

49. Sea a # 0 y A una matriz cuadrada de orden n tal que 34% + 7A + al,, = 0. Probar

que A es regular y Hallar A1

50. Sabiendo que la inversa de A es [ L

B.

2

1

2 } y que la inversa de AB es [

4 } . Calcular

51. Si A es regular entonces todas las potencias de A son regulares y para todo natural n

se tiene

(Ayuda: Use Induccién)

52. Pruebe con un contraejemplo que son falsas las siguientes afirmaciones

(A") = (A7)

a) A, B,C en M,, A singular entonces

b) Si A, B son regulares de orden n entonces A + B es regular.

c) Si A, B, A+ B son regulares, entonces
(A+B) '=A1l4+ B!

d) Si A, B son regulares de orden n entonces
AB=BA6(AB) ' =A"'B!
e) Si A, B,C son de orden n, B regular y AB = C' entonces
A=B"'C

AB=AC=B=C

f) Si A, B,C son de orden n, B regular y ABC = I,, entonces
AC =B!

g) Si A, B matrices tal que A — B entonces A™'B
h) Si A, B matrices tal que A — B entonces A" B

i) Toda matriz diagonal es invertible.

53. Calcular los siguientes determinante:

2

a) b)

== W
— = o
— 0 =
W = =

1
1
1
1

1

— = =W

1

1
4
1
1

A e

o

S OO = Ot

S O = Ot

S = Ot Oy O

— ot Oy © O

U oy O OO
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54. Calcule los siguientes determinantes usando propiedades:

PRy 12121 54000
2 4 3 5 4 2 00
a) : by|1 10 0 0], c)
-1 -2 6 -7 001 12 0010
5 2 6 =7 1291 1 0001
55. Calcular el determinante de las siguientes matrices:
A__senoz cos o __1:—1 1
- | cosa —sena N 3 P+ r+1
a1 [ cos(a+3) sen(a+ ) 1
B = 91 ; a} E = cos(a+ ) sen(a+p5) 1
g | cos(a+7) sen(a+7) 1
atb a—b [ a—b—c 2a 2a
C:{a—b a+b] F = 2b b—c—a 2b
i 2c 2c c—a—0»
56. Verificar que los siguientes determinantes son nulos:
1 1 1 1 cosa  €os2a
a) a b c ; b) | cosa cos2a cos3a

b+c c+a a+b cos2a cos3a cos4da

Ayuda (a): efectie Fizo(1)
Ayuda (b): cos2a = 2cos?’a — 1, cos3a =4cos®>a —3cosa

cosda = 8cos*a — 8cos?a + 1 y efectiie Fy;(1)

1 2 3 4 5
1 2 3 4 5
57. Probar que | a; as 0 0 0 |=0
by by 0 0 O
C1 Co 0 0O
58. Demostrar que
[ y x+y |
a)det | y x4+y «x = —2(z® + ¢?)
| T+ Y x (A
[ 1+2 1 1 1
b) det 1 14 1 =1’z
1 1 1 1—2




5.1. MATRICES

29.

60.

61.

62.
63.

64.

65.

66.

De las siguientes matrices ;cudles son invertibles?
1
4
1 310
0

1 11
2 3
IS
1 0 3

1 11

1 2 31; c) 123

1 3 6

Para aquella que lo sea encuentre su inversa por el método de la adjunta.

a 0 1
. Para qué valores de a y b la matriz A = 1 b a |esinvertible?
-1 11

205

Calcule por el método de la adjunta la inversa de las siguientes matrices regulares:

[ -3 5 6 1 3 3
a) -1 2 2 c) 1 3 4
1 -1 -1 14 3
ER IR
b |2 11 d)
1 -3 0 2 =1 0 1
L 1 -4 2 0

Pruebe que |[rA| = r™|A], si A es matriz de orden n y r un escalar real.

Pruebe que si T' = [t;;] es una matriz triangular, entonces

(a) Pruebe que A - (Adj(A)) = 0 cuando A es singular y dar un ejemplo.
(b) Pruebe que |Adj(A)| = |A|"" con A de orden n y dar un ejemplo.

Pruebe con un contraejemplo que son falsas las siguientes afirmaciones:

a) El cofactor de agy para

2 0 2 3
-1 3 4 -2 )
A= 5 -6 0 5| 60 6 342.
2 1 -1 9
b) Si A es cuadrada entonces |—A| = —|A4].

c) Si A, B matrices entonces |[AB| = |A||B].
d) Si AA" = I, entonces |A| = 1 con A de orden n.

Sean f(t), g(t) funciones al menos dos veces derivables.

7t g(t) ‘ |

probar que A(E) =\ ) iy

BROEL
Sea h(’f)—‘ 70 g
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67.

68.

69.

70.

71.

CAPITULO 5. EJERCICIOS

Sean x1, 9, r3 escalares reales. Probar que

= (v2 — m1)(x3 — 21) (23 — 72)

1 = o
1 a9 ry "
= H(% ;)
: i<j
1 z, !

Este determinante es conocido con el nombre de determinante de Vandermonde y se
denota por V,,.

Pruebe que si A, B son ambas de orden n y AB = [,, entonces ambas matrices son
regulares, A~! = By BA = I,, (Ayuda: use determinante)

Probar que si A, B son matrices cuadradas, no necesariamente del mismo tamano, y
C' de orden adecuado, entonces:

A C
AR
Ayuda: Usar induccién sobre el orden de A, y operaciones elementales filas.

Probar que si A, B son matrices cuadradas, no necesariamente del mismo tamano, C'
y D de orden adecuado, entonces si A es regular,

A C 1
‘D B ‘:\AHB—DA C|
. I 0 .| A C
Ayuda: premultiplique por [ _pA-l g } la matriz { D B } .
[ 2 17 -15 8 7 & T 3]
-102 12 -9 4 9 6 2
3 41 13 3 5 18 4 1
0 00 3 1 -1 2 1 2
Sea H=| 0 00 0 1 0 -1 -1 2
0 00 O 0o 1 0 1 O
000 0 0 0 1 2 —1
o 0o 1 -1 1 2 1 2
000 2 2 0 -1 -1 0 |
Calcule |H|. Ayuda: use ejercicios anteriores.
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72. Resuelva las siguientes ecuaciones lineales en R* (cuidado son cuatro variables)

a
b

C

) 10z —y =0.

) r+y+5z=1

) —v+3y+2z—w=3.
d) x4 3y=2.

73. Si anotamos S5; la solucién de cada una de las ecuaciones anteriores. Determine el
conjunto S = 51 NS, N S3MN Sy.

74. ; Son equivalentes (en cada caso) los dos sistemas de ecuaciones lineales siguientes ?.
Si es asi demuéstrelo.

a) Tr1 — X2 = 0 3$1+I2 = 0
21’1+$2 = 0 y T+ To = 0
Ty + T9 + 43 =0 -
%$1+$2+g$3 =0 2 35—

75. Dar un ejemplo (en caso que sea posible) de:

a) Un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas que no tenga solucion.
b) Un sistema de una ecuacién lineal con cinco incégnitas que no tenga solucion.

¢) Un sistema de tres ecuaciones lineales con dos incégnitas de solucién tnica.

76. Hallar todas las soluciones del sistema AX = 0 por el método de la escalonada y por
el método de Cramer. Siendo A en cada caso, una de las siguientes matrices:

3 —1 2
a) |2 1 1
1 -3 0

N /= = DN

,_.
|
[\
|
W
WO O wWwor b—

|
(@)

S O N =
W
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77. Si

soluciones de AX = 2X donde X = (x1, 79, x3)".

2 -2 1 —4
1 -1 2 =2
1 -2 -3 3
4 -1 3 —6
4 2 =2 3
6 —4 0
A = 4 =20
-1 0 3

CAPITULO 5. EJERCICIOS

Hallar todas las soluciones de AX = 3X y todas las

78. Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones (si es posible). En cada caso escriba

primero la matriz del sistema y la matriz ampliada.

T1+ T2 — T3
2[[’1 + 2o + 3I‘3
—To + 93

2%’1 + Ty — T3

1 — 2.7)2 — X3 +2I‘4

T+ 21173 — T4
31‘2 — 21’3 + 53[34

T, — 3T9 + T3
xr1 + 233'2 — 3333
—x1 + T2+ 2LE3
2I1 — X9 + T3

20—y —z =
3+ 4y — 22
v —2y+4z =

Ty — 3x3 + 4xy
T1 — 223+ 314
31‘1 + 2(L‘2 — 53[34
4331 + 3372 — 51’3

X1+ Ty — T3
2.3(71 + X9 — 2.’133
T1+ To+ T3
T +2l’2 —3ZE3

—_ 0

T+2y+ =z
3T+ 2+ 2u
de —y—z+u
—y—z+u

O ot
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79. Encuentre la solucion general del sistema, utilizando dos métodos distintos:

r+yt+z+tw = 2
x4+ 2z — 3w = -1
—r+2y+z—w = 3
r+y—4 = z

80. Resuelva simultdneamente, hallando la forma Escalonada reducida por filade [A | K | K3 | K3],
los tres sistemas lineales siguientes:

1 1 1
AX =K, =|1| AX=K,=|-3| AX=FK;=| 2 donde A =
1 2 —2

W N =
Ol = DN
S Ot W

81. Resuelva las siguientes ecuaciones matriciales:

a)

OO DO © ot
Wk O O ©

6

O N O

T
T2
xs

U1
Y2
Y3

21
22
Z3

hn
Y2
Ys
Ya

21
)
Z3
24

AX = [ACH(X) [ ACy(X) [ ... | AC,(X)] =Y = [C1(Y) | Co(Y) | ... | Cu(Y)]

82. Discutir segiin los valores de a,b,c, A, la existencia y en cada caso determinar las
soluciones de los siguientes sistemas lineales:

a)

ar +y+=z
r+ay—+ z
T+y+az

0
0
a

A —y+2
r+y—2z

rT—y+z =

20 —y — 3z
3r+y— 52
) dr —y+z
r+3y— 13z =

I
oo ow

ar —3y+5z = 4
d) x—ay+3z = 2
9 —Ty+8az = 0
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83. Calcular el valor de a € R, de modo que el sistema tenga infinitas soluciones

r—y+2z =1

ar+y—z = 0

2v+y—32z = -1
mr+y—z = 0
84. En el sistema 2xr+my+z = 0
y+mz = 0

a) ¢ Cual es el determinante principal del sistema ?

Determine m € R tal que:
b) El sistema sea inconsistente.

c¢) El sistema tenga tinica solucién. En tal caso determinela.

d) El sistema tenga varias soluciones. En tal caso determinelas.

Ty — o+ (4a>+ 1Dz = b
85. Dado el sistema ra+ (3—a)xs = 0
201 — a9+ (T—a)zs = =2

Hallar condiciones para a y b de tal manera que el sistema:

a) Tenga tinica solucién, en cada caso determinela.

b) No tenga solucién.

c) Tenga varias soluciones, en cada caso determinelas.

1 2 —1 1
86. Considerar el sistema 32 1 , X = 4
5 6 —1 c
6 4 a b

Hallar a,b,c € R, para los cuales se tiene:

a) El sistema es inconsistente.

b) El sistema tiene tnica solucién. Determinela.

c) El sistema tiene infinitas soluciones. En cada caso determinelas. ;Que ecuaciones
dependen linealmente de las otras?

2 -1

3 1 sea singular.

-2 1

87. Hallar ¢t € R, tal que la matriz A =

N O =

, tiene solucién?

t
. Para que valores de t € R el sistema AX = 1
1—1t
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88. Resuelva el sistema de ecuaciones y halle condiciones en las constantes a, b reales para
que tenga tnica, ninguna o infinitas soluciones.

X=1D0
1

Q ==

b
a
b

—_ = Q

89. Para los siguientes sistemas, determine los valores de a, A € R, de modo que
i) El sistema tenga tnica solucién, determinela.
ii) El sistema tenga mas de una solucién, determinelas.
iii) El sistema tenga solucién vacia.
(I=Nx+Az =

1
a) I1-=Ny+Xz = a
A+ (1-Ny = 1

MM+y+z = 1
b) z+Ay+z = A
rHy+rz = N\

A+3)z+y+ 2 = A

¢c) M+A-1y+z = 1
A+ z+Ay+(A+3)z = A+1

(

T —z = 1

d) —x+3y = a
2+ Ay +z2z = 1

1+ T3 +4)\25E3 = a-+ 2
6) T + 3373 = /\%3
21’1 + 7133 +2 = T+ )\Ig

1 2 —-11]|=x a

f) 0 3 1 y | = 1
2 -2 a 2 1—a

90. Decida si cada una de las siguientes afirmaciones es verdadera o falsa. Justifique en
cada caso.

a) El nimero de variables independientes de un sistema AX = B con A € M,,x, es
n— Rg(A).

b) Si el sistema AX = C es consistente, A € M3y.4; C = (1,2,5)" y Rg(A) = 2,
entonces s = 0.

¢) Si el sistema AX = C' es consistente, A € Mszyy; C = (8,-7,8)"'y Rg(A) = 3,
entonces s # 0.

d) Rg(A) = Rg(A") para toda A € M,,xy.
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91.

92.

93.

94.

95.

96.

97.

CAPITULO 5. EJERCICIOS

e) Si A€ Mpuxny Rg(A) < m entonces AX = 0 tiene solucién no trivial.
f) SiA#0y A€ Msyyy P € My PA = 0344 entonces P no es regular.

g) Si A € Mj entonces el sistema AX = 0 tiene solucién no trivial (X # 0) si y sélo
si A es singular.

h) Una matriz de rango 1 es aquella donde toda fila es miiltiplo de la primera fila.
i) SiAe Msy |A| =0, el sistema AX = B con B # 0 no tiene solucién.

j) Si Ae M,y |Al = 0 entonces AX = B con B # 0 no tiene solucién dnica (es
decir, no tiene o tiene infinitas soluciones).

Pruebe que si A L, B entonces los sistemas homogéneos AX =0y BX = 0 tienen el
mismo conjunto solucién.

Demuestre que la afirmacion siguiente es falsa (basta dar un contraejemplo).

Si A - B entonces los sistemas AX = C y BX = D tienen el mismo conjunto
solucion.

Sea A € M,,. (Bajo qué condiciones sobre el nimero de filas no nulas de la ma-
triz Escalonada Reducida por Filas de A, el sistema AX = 0 tiene solucién unica
(0,0, ...,0)"?

Sea AX = B un sistema de ecuaciones lineales con m ecuaciones y n incégnitas. F la
forma Escalonada Reducida por Filas de A con r filas no nulas y n > m > r.

a) {Cudntas ecuaciones son dependientes?
b) ;Tiene solucién el sistema?

c¢) {Cudntas variables libres tiene el sistema?

Demuestre que el sistema de ecuaciones lineales AX =Y es equivalentea [A | Y] [%] =
00 [A]L][F]=0.

Encontrar a,b,c € R, tal que x =1, y =2, 2z = 3 sea solucién del sistema

ar +3by +4cz = 5
r+3cy+4bz = 6
T+ 1y + dez = 7

En cada caso, encuentre un sistema de ecuaciones homogéneo AX! = 0 de modo que
los siguientes vectores sean soluciones de dicho sistema.

a) 1 =(1,0,0), x9=1(0,1,0), x3=1(0,0,1)

1,1,0) a5 =(0,1,1)
d) z; = (0,0,1,1) x5 =(—1,1,8,6)
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e) r1 =(1,2,3) x2=(7,3,—1)
98. En cada caso, encuentre un sistema de ecuaciones BX = C' de modo que:

a) C'=(1,7,5) y el sistema tenga las soluciones indicadas en 97 a).

b) Idem a) y el sistema tenga las soluciones indicadas en 97 b).

d) Idem a) y el sistema tenga las soluciones indicadas en 97 e).

= (1,0,7,—5) y el sistema tenga las soluciones indicadas en 97 d).

)
)
c) Idem a) y el sistema tenga las soluciones indicadas en 97 c).
)
e)
)

C
C = (0,1,0,1) y X; = (-1,-3,2,1)", Xy = (—1,0,4,9)" sean soluciones del
sistema.

g) C=(-3,2)y X; =(-1,1)%, X5 = (1,0)" sean soluciones del sistema.

f

99. Encuentre un sistema de ecuaciones BX = (' de modo que C' es solucién particular del
sistema (I) y la solucién del sistema BX = C' contiene a la solucién del sistema (II):

Ty — Tot+ T3 = 0

(I) T1+ a9 —23 = 1
(11) 4 0 2| |a|=] 5
-5 8 6 T3 7

5.1.1. Ejercicios complementarios

A continuacién presentamos una seleccién de problemas, incluidos en certamenes.
1. Sean A, B,C € M,, (R).

a) Demuestre que si AB =1, y CA = I, entonces B = C.

b) Demuestre que si A L, B entonces A S Bt .

2 1 —1 01 -1
2. Dadas A= |01 0 y B= |1 2 —3 |. Determinar la inversa de cada
4 2 =2 10 1
una, si existe.
a b 1
3. Sea A= |1 b 1 |.Determine para qué valores de a,b € R existe A, encuéntrela
1 b a
usando transformaciones elementales filas.
1 a a?
4. Probar que la matriz M = | 1 b b® | es invertible si y sélo si a,b, c son nimeros
1 ¢ ¢

reales distintos.
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CAPITULO 5. EJERCICIOS
0 00
SeaA=|1 0 0 | € M3(R).
210
a) Calcular A* para todos los valores posibles del entero .
b) Sea B = I3 + A. Calcular B*.
2 -3 =5 -1 3 5 2 -2 —4
. Dadaslasmatrices A= | —1 4 5 |;B= 1 -3 -5 |yC=] -1 3 4
1 -3 —4 -1 3 5 1 -2 -3

Determinar X € Mj (R) tal que

avox - () (26).

Mediante operaciones elementales filas u operaciones elementales columnas, determinar
1 a1

los valores de a € R tal que lamatriz A= | a 1 a |, sea invertible y calcular A~
0 a1

r+1 22—-1 2042 0

1 r—1 Y Y
Calcule o 5 5
1 1—x Y y+z
Determine si las siguientes proposiciones son verdaderas o falsas. En cada caso justifique

adecuadamente.

a) Sila matriz A es antisimétrica entonces A + A! = 0.

b) Ay B invertibles entonces A + B es invertible.
¢) Toda matriz A de orden n tal que A - A" = I, cumple |4] =16 |A| = —1.

El producto de matrices triangulares es triangular.

)
)
)
d) A — I, entonces existen matrices P y () invertibles tal que A™! = QP.
€)
)

f) Sea A € M, (R). Entonces A2 =0= A =0.

X2

g) StAe My (R)y X = { = ] entonces X' AX = 1 X!(A"+ A)X.

h) Sean A, B € M, (R). Entonces (A + B)? = A*> + 2AB + B2

1 1 1 37171 3n71 37171
i) SesnneNy A= |1 1 1 | entonces A" = | 3~ 3n=1 3ol
1 1 1 3n—1 3n—1 3n—1

7) Si A, B son matrices del mismo orden e invertibles y A — B entonces A~ — B~1.
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10. Sea A = , donde «, 3,a,b,c € R —{0}.

o O 2
o o O
o O O
o O =
_ o O
S = O

O O =
O = O
— X Q

a) Exprese A como producto de matrices elementales.

b) Calcule la inversa de cada una de las matrices elementales obtenidas en (a).
c¢) Calcule A~

11. Calcule usando sélo las propiedades de determinantes:

a—b—c 2a 2a
2b b—c—a 2b a,b,ceR
2¢c 2c c—a—>

12. Encuentre, si existe, la inversa de la matriz A, utilizando dos métodos diferentes. Jus-
tifique su respuesta en ambos casos.

3 5 4
A=1]1 0 3
01 2
1 -1 1
13. Sea A= | —2 1 1 | . Usando operaciones elementales:
1 -1 2

a) Determinar A~!.

b) Exprese A~' como producto de matrices elementales.

1. Obtener 551 (B A) — (B4)) = Tsiendo A= | § 1.

15. Dadas las matrices:

10 1 0 00 10 —-20 0 0
0 -1 1 —10 0 0 =11 —-10 0
00 1 1 00 00 1 1 1 3

A=17 1 1 100 y B=110 1 0o _2 _3
00 0 0 10 00 0 0 1 0
(00 0 0 0 3] 01 -11 0 3 |

Si B -2 A mediante las operaciones siguientes:
P, Fo(l), Fe(l), F(=1), Fs(=1), FRs5(2), Fe(1),

en forma secuencial. Calcular det(B).
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16. Sea A =

o Ww o o
o O O
- O O O
o O NN O

a) Pruebe que A es invertible.

b) Encuentre A~!, por el método de la adjunta.

17. a) Usando operaciones elementales filas determine los valores de a,b € R de modo que
a 01

lamatrizA= |1 b
-1 1

a |, sea invertible.
1

b) Encuentre todas las matrices A = { j fu } , tales que A? = 0.

3 =20
18. Sea A=| -2 3 0|,
0 0 5

a) Probar que A es invertible.

b) Encuentre por el método de la adjunta, la inversa de A.

19. Demuestre usando propiedades que

b+c c+a a+b
q+r p+r p+q|=2
yt+z x+z x+y

N30

b
q
)

8T

20. Decida si cada una de las siguientes afirmaciones es verdadera o falsa. Justifique su
respuesta.

a) SSTAe My (R)y X = { 2 ] entonces X*AX = 1X'(A' + A)X.
b) Sea A € M, (R)y A*> =T entonces A = 1.
c) Sean A, B € M, (R) tal que A # 0, B # 0. Si AB = 0 entonces |A| =00 |B| =0.
d) Si Ae M, (R)y A" =0, entonces A es singular.

) SiA— Ay y B— Bj entonces AB — A;B.
f) Si A, B € M, (R)entonces (A + B)*> = A2 + 2AB + B>.

e

1 2 0 0 2 3 —-11
21. Dadas las matrices A= | 1 1 -1 1 y B=|0 4 -3 0
2 -1 2 1 1 -2 3 0

a) Determinar la matriz Escalonada Reducida por Fila de A.
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b) ;La matriz A es equivalente por fila con B?

- 1 = x —1 % 3 1 xx pox 0
22. Sean A = [ -2 % x 2 x -1 } yB= 2 % x —q * —1
de orden 2 x 6. Se sabe que A es equivalente por fila a B. Justificando adecuadamente,

determine p, g € R.

dos matrices

23. Sea A € M, (R) invertible y U € M,, (R) tal que U'AU = A.

a) Pruebe que U es invertible.

b) (Es U' invertible?

¢) Si U' es invertible, encuentre ‘(U t)~!

1 0 2 3 0 -1 x
24. SeanA=|1 2 0|; B=|1 0 —=1]; X=1] vy |.Resuelvala ecuacién
0 01 01 1 z
1
3AX — ;X =A'BX+ | 0
1
a b 1
25. Sea A= |1 ab 1 | . Determinar el conjunto
1 b

C’:{(a,b)ERQ / )(A—l)t

%0.}

26. Justificando, determine si es Verdadera o Falsa cada una de las siguientes afirmaciones:

a) Si Ay B son matrices de orden n entonces |AB| = |A| |B|.
b) Si A es una matriz regular de orden n entonces |AdjA| = |A]""".
c¢) Si A es una matriz cuadrada entonces |—A| = — |A].

)

d) SSAX=C,yBX =0,y A L, B entonces las dos ecuaciones matriciales tienen

el mismo conjunto solucién cuando C; — Cb.

1 1 1
27. Sea A= | 2 0 —1 | . Usando operaciones elementales:
11 =2

a) Determine A1

b) Exprese A~! como producto de matrices elementales.
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x % *x %
1 =2 1 =2
Ty r oy
28. Sean A = x % B = x %
k * * *
-1 3 -1 3
R BEEE
Se sabe que A es equivalente por columna a B.Justificando adecuadamente determine
xreuy.
17 -1 1
29. Sea A=| 5 1 0|,
9 —-1 2

a) Pruebe que A es invertible.

b) Determine A~! por el método de la adjunta.

2 -1 5 6 5 6 4 3
-3 2 -8 -1 4 -1 9 2
30. Sean B = 1 3 -5 _1 y (C= 3 92 4 1 . Demuestre que By C
6 7 5 2 1 1 11
son equivalentes por fila.
1 -4 0
3l. DadaA=|1 2 1|,
5 =3 3

a) Encuentre, si existe, la inversa de A.

b) Utilice el resultado obtenido en (a) para resolver el sistema

u—4v = 0
u+2v+w = 0|
Su—3v+3w = 0

32. En el espacio de las matrices My(R),

. . . 11
a) Determine el conjunto de todas las matrices que conmutan con A = [ } .

00
b) Sea A € My(R) tal que A%+ I, — A = 0. Demuestre que A es regular y encuentre
su inversa.
1 1-Xx 0
33. Determine las condiciones del pardmetro A para que la matriz A= | 1 2—X A
0 1 2

sea invertible. Calcule A~!
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34. Determine si cada una de las siguientes proposiciones es verdadera o falsa. En cada
caso justifique adecuadamente.

a) Sea A = [a;;] € M, (R) tal que a;; = (—1)""7, entonces A es una matriz simétrica.

Sea A € M, (R), A+#0,. Si A tiene una fila nula, entonces A no es invertible.
d) Si A es simétrica entonces A - A = A'- Ay A" (n € N) es simétrica.

)
b) Sea B = [b;;] € M, (R) tal que b;; = i — j, entonces B es una matriz antisimétrica.
c)

)

35. Calcular mediante el uso de las propiedades del determinante el valor de:

T 2 T+ 2
2 T+ 2 T
T+ 2 T 2

36. Resuelva el sistema siguiente, segiin los valores de A :

A+3)z+y+2z = A
AM+A-1y+z = 1
A+ Dz +Ay+(A+3)z = A+1

37. Segtin los pardametros A\ y p analizar el sistema:

MM+y+z = 1
r+AXY+z = p
r+y+Az = 2u

De modo que:

a) Tenga tnica solucién. Determinela.
b) Tenga solucién vacia.

¢) Tenga infinitas soluciones. Determinelas.

38. Determine condiciones sobre los pardmetros a,b,c y A en R de modo que el sistema de
ecuaciones lineales:

M+y+z = a
r+Ay+z =
rT+y+rz = c

a) Tenga solucién vacia.
b) Tenga infinitas soluciones, en cuyo caso resuelva el sistema.
¢) Tenga una tnica solucién. Determinela.

39. Dado el sistema
r+y+z+tw = 0

r = y+1
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a) Encontrar el conjunto solucion.

b) Determine una solucién particular del sistema.

40. Determine los valores de ¢ € R, si es posible, de modo que el sistema

rT+y+cz = 0
3r+4y+2z = 0
2¢24+3y—2 = 0

a) Tenga tinica solucién. Determinela.

b) No tenga solucién.

41. Sean a , \ pardametros reales y el sistema:

1+ T3 +4)\2$3 = a4+ T2
T + 3IL‘3 = )\1‘3
201 + T3 +2 = X9+ A3

Determinar la(s) condiciones de a y A para que el sistema

a) Tenga solucién tunica.

C

)

b) No tenga solucién.
) Tenga infinitas soluciones.
)

d) En (c) determinar las soluciones en funcién de a y A\. Ademds dé dos ejemplos
numeéricos de tales soluciones.

42. Determinar los valores de o, 8 € R, tales que el sistema siguiente tenga solucién tnica,
infinitas soluciones o no tenga solucién. Justifique y determine las soluciones en cada
caso:

l+a)r+2y—2z = 0
r+2+a)y+z = [f-—a-1
20 — 2y — 22 = [f+1
43. Sea el sistema
1-XNz+Iz = 1
1-Ny+rz = a
r+(1-=XNy = 1

Analizarlo segiin A\, a € R para que el sistema tenga:

a) Solucién dnica. Exprese esta solucion.
b) Solucién vacia.

¢) Solucién infinita. Determine el conjunto solucion.

44. Dados los siguientes sistemas:
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45.

46.

47.

48.

a)

ar+by+z = 1

r4+aby+z = b

r+by+az = 1

b)

2r+y+z2z = 1

—r—3y+z = b

r+cz = 0

rT—2y+2z = a

Hallar a, b, c € R para que los sistemas tengan tnica solucién, infinitas soluciones
o no tengan soluciones. En los casos que haya solucién determinelas.

Dado el sistema

Ty — T+ (4a® +1)xs = b
o+ (3 —a)xs = 0
201 — 2o+ (T—a)zz = =2

Hallar condiciones para a,b € R de tal manera que el sistema tenga:

a) Unica solucién.
b) Infinitas soluciones, determinelas.

¢) Solucién vacia.

Resolver segin los valores de a,b € R, el sistema:

r+ay + a*z = 1
xr + ay + abz = a |
br +a?y +a%bz = a?b
Dado el siguiente sistema:
axr +vy = b
T+ ay = 1
—r+y+az = 2

Hallar condiciones para a,b € R de tal manera que el sistema tenga:

a) Unica solucién.
b) Infinitas soluciones, determinelas.

¢) Solucién vacia.

Dado el siguiente sistema:

M+y+z+w =
THANY+ 24w
r+y+Az+w
r+y+z+Iw =

I
e
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a) Determine los valores de A € R para que el sistema tenga tnica solucién. Deje
expresada la solucién usando Cramer.

b) Determine los valores de A € R para que el sistema tenga infinitas soluciones.
Encuéntrelas.

49. Dado el sistema:

r+2y—z+3u = 1

20+3y—z+du+w = 0

r+z—u = 1
Sr+3y+4du+w = a—>
r4+y+2u+w = a+b

a) Encuentre valores de a,b € R para los cuales el sistema es consistente. Determine
el conjunto solucién.

b) ;Existen valores de a,b € R de modo que la solucién sea tinica?. Justifique.

50. Dado el sistema:

T+ Az = 0
y+z = 0
AX+y+2z = 3

Determinar A € R de modo que el sistema:

a) Tenga tinica solucién. Determinela.

b) Tenga solucién vacia.

51. Dado el sistema:

20 —y+3z = -3
r+ay—z = 6
r—y+2z = b

a) Calcular a,b € R para que (1,2, —1) sea una solucion.
b) Calcular a,b € R para que el sistema:

1) Tenga tnica solucién. Determinela.
2) Tenga solucién vacia.
3) Tenga infinitas soluciones. Indique el conjunto solucién.

¢) Escribir una solucién para a = 2,b = —3.

5.2. Espacios Vectoriales

1. Sea V = R?, y considere las siguientes operaciones:

a) (r1,22) + (Y1,42) = (21 + Y1, 72 + 42)
a(xy, x2) = (axy,x2) a €R.
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b) (x1,22) + (y1,92) = (21 + y1,0)
a(xy, o) = (ax1,0) « €R.
.,En cada caso, es V' con estas operaciones un espacio vectorial real?.

2. Sea V =R", en V se definen las siguientes operaciones:
(‘Th'"?xn)—i_(ylw”)yn) :('Il_yh"')xn_yn)
a(xy, T2y .y y) = (—axy, ..., —ax,) « € R.

., Qué propiedades de espacio vectorial cumple V' con estas operaciones?

3. Demostrar que los siguientes subconjuntos son subespacios vectoriales de los espacios

dados:

a) Uy ={(z,y) eR* |/ z+y=0} V =R?
b) Uy ={(z,y,2) eR® | 2x+y=2z} V=R3
¢) Us={(a,b,0) eR® / a,beR} V=R?

4. ;Cuéles de los siguientes conjuntos son subespacios vectoriales de R™?

ZE1:0}

a

S

Ty + 3%2 = 333}

I = $2}

o

ISH

T1To = O}

/
/
/
/
eER” / x,€Q}
/
/
/

99

2+ri4 .+ a2 =1}

~

sinz; =0}

S

)
)
)
)
)
)
)
)

>

er? + e*s =4},

5. Sean a,b,c € Ry U = {(z,y,2) € R®/ax + by + cz = k}. Demostrar que U es un
subespacio vectorial si y sélo si k = 0.

6. ;Cuadles de los siguientes subconjuntos de M,, son subespacios vectoriales de M,,?

a) El conjunto de las matrices regulares.
b) C(B)={Ae M, |/ AB= BA}.
¢) El conjunto de las matrices singulares.

)

)

)

d

(&

El conjunto de las matrices simétricas.

El conjunto de las matrices antisimétricas.

fl{AeM, | A2=A}.
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7. ;Por qué la solucién del siguiente sistema de ecuaciones no es un espacio vectorial?

1+ X9+ T3+ 24
2%2 + 31L’3 - 3.734
[ 21’2

4
3
-1

8. Demostrar que los siguientes subconjuntos de M3 son subespacios vectoriales de M3

a b ¢
a) d e 0 / a,b,ceR
| 0 00
[ b ¢
b) fd / a,bcd, feER
¢ b a

9. Decida cuales de los siguientes subconjuntos de funciones, con las operaciones suma y
producto por un escalar usuales, son espacios vectoriales. Justifique.

a
b

)
)
c¢) El conjunto de las sucesiones con coeficientes en R.
d)

El conjunto de polinomios de grado n incluyendo el polinomio nulo.

El conjunto de polinomios de grado menor que n incluyendo el polinomio nulo.

El conjunto de las funciones cuya n—ésima derivada es continua en el intervalo
[a,b].

e) El conjunto de las funciones cuyo codominio es | — oo, 108].

10. SeaV =F(R,R)={f:R—R / f es funcién} ;Cuéles de los siguientes conjuntos
de funciones son subespacios de V7

f(2%) = (f(2))’}
£(0) = ()}
fB)=1+f(=5)}
f(=1) =0}

f es continua}

o
—_ — — —
—~
~
m
T~ T T T

11. Demostrar que los unicos subespacios de R? son:
a) {(0,0)}
b) R?
¢) {alr,y) / a€R} para(z,y) #0.

12. Dados £ = {(2a,a) / a€R} y B={(bb) / beR} ;Cudles de los siguientes
son subespacios de R?? E, B, ENB, EUB.
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13. Sean W7 y W5 subespacios de un espacio vectorial V' tal que W; U W5 sea también un
subespacio. Demostrar que uno de los subespacios W; para ¢ = 1,2 estd contenido en
el otro.

14. Encuentre una combinacién lineal de los vectores u;, que expresen v en los siguientes

casos:
a) up =(1,2,-3) uy = (—1,-3,2) v=(1,1,—-4)
b) up =2z —1 uQ:—%m+1 v=2x
c) up =(1,-2,3) uy = (4,—-2,4) v=(1,1,1)
d) uy=1-—2i Uy = 30 + 2 us =1—1 v=1-5¢
e) En este caso, con la condicién que todos los escalares sean diferentes de cero, u; =
(1,2,0) uy = (2,—-2,0) ug = (—1,1,0) =(0,1,1) v=(1, 1,0)

15. Demostrar que (a, b, ¢,d) € R* es combinacién lineal de (1,1,1,1); (2,3,1,0)y (—2,1,4,1)
siy sélosia+c=0b+d.

18 13 5 1 31
6 . . . . 2 4 6
16. Demostrar que [ T } es combinacién lineal de { 0 —9 } y [ 5 3 } .

17. Demostrar que sin® z y cos? z son combinacién lineal de 1 y cos 2.
18. Demostrar que 2 4+ x + 1 es combinacién lineal de 1,z — 2, (z + 2)%.

19. Determinar si los siguientes conjuntos son linealmente independiente o linealmente
dependiente:

a) {2}

){(1 ,1),(0,1,1), (1,1,0)}
¢) {(1,0),(0,1), (1, 1)}
A ERI RS AL bR
e) {1,z,ze"}

) {1,z,zsinx}.

20. Consideremos los siguientes vectores de R*

e1 =(1,0,0,0); ey =1(0,1,0,0); e3=1(0,0,1,0); e4=1(0,0,0,1)

Sean

r = 61+2€2+O&€3+€4
= e1+ e+ 2e3 + fey con o, €R
z = ey + fes
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a) Determinar o y 3 para que z,y, z sean linealmente dependiente
b) ;Qué vector es combinacion lineal de los otros dos?
21. Determinar si los siguientes conjuntos son linealmente independiente o linealmente
dependiente:
a) A={1,z,2% ...,2"} subconjunto de R[z]
b) B={1,(x —1),z(x —1),2*(z — 1),...,2" ' (z — 1)} subconjunto de R[z]
¢c) C={a, a+br, a+br+cr® a+bx+cx?+ dz*}subconjunto de R[z], donde

a, b, c,d son constantes no nulas.

22. Probar que si dos vectores son linealmente dependiente, entonces uno de ellos es multi-
plo escalar del otro.

23. Sea V un espacio vectorial real, demostrar que:

a) Si dos vectores v; y vg son linealmente independiente, entonces vy + vg y v1 — vy
también lo son.

b) Si tres vectores vy, vy y v3 son linealmente independiente, entonces vy + vy,  vg +
v3, w3+ v; también lo son.

24. Demostrar que los vectores (3 4+ v/2,1 4+ v/2) y (7,1 + 2v/2) en R? son linealmente
dependiente, sobre R, pero linealmente independiente sobre Q.

25. Determine el subespacio generado por los siguientes vectores:

a) up =(=1,2,1), wus=(2,1,3)

)
b) up = (—1,1,2), wuy=(0,1,0), u3z=(2,4,1)
¢)1, -2, z*—2x+1; como subespacio de R [z]
d) uy=z+1, wus=12*+1 como subespacio de R [z].

Encuentre en los casos anteriores un sistema de ecuaciones cuyo conjunto solucién
corresponda a los subespacios generados.

26. Determinar cuédles de los siguientes vectores pertenecen al subespacio indicado:

a) (4,7,6), (2,9,4), (2,0,5), (0,0,1) en el subespacio generado por (1,2,1) y
(2,3,4)

b) 2% —x + 3, 473 — 3z +5, 2*+1, x — 5 en el subespacio generado por
22 +222 41, 22—2, 2341

27. Demostrar que los siguientes conjuntos generan el mismo subespacio vectorial de las
funciones de [a,b] en R, F([a,b],R)

{sin2 x, cos® z, sin x cos x} {1, sin 2z, cos 2z}
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28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

Sean A € My, y H={X eR* |/ AX =CY}. Suponga que {X;,...,X,;} es una
base de ker(A) ={X e R* / AX =0}, y sea X, € H. Pruebe que

(H) = (X1, ..., X, X,) .

Sean A = {(w1,29,73,74) ER* | 311 =219 = 23}
B = {(vi,72,23,14) €ER* | 13=2}
(

C = {xl,xg,xg,m4)€R4 / x1 = x9 — 13}
D = {($1,£L’2,[B3)€R3 / 1'1:1}

Hallar explicitamente los subespacios generados por los conjuntos dados, es decir,
(4).(B),{C) . (D).

Sean V' un espacio vectorial real y A, B C V entonces se cumple:

a

) A<V siysolosi A= (A).

b) A no es subespacio de V si y sélo si A # (A).
c) ((A)) =(4).

d)

e) A genera a (B) y B genera a (C') entonces A genera a (C) .

(A) = (B) siy sblo si B genera a (A) y A genera a (B).

Si Wi y W5 son subespacios de un espacio V' entonces probar que:

)

b) Wi U Wy C Wy + Wh.
) W1 + W5 es el més pequeno espacio que contiene a Wy y Wy
)

Wi+ Wy = (W UWa).
Ayuda (c): Sea U espacio que contiene a Wy U Wy, mostrar que Wy, + Wy C U.

Sean A y B subconjuntos no vacios de un espacio vectorial V. ; Es vilida la siguiente
igualdad?
(A)N(B) = (AUB)

Sean U = ((1,0,0),(0,1,1),(1,1,1)); V ={((1,1,1),(2,1,1),(1,0,0)) .
a) Encuentre un sistema de ecuaciones que describa al espacio U. Idem para V.
b) Determine una base de U NV
¢) Determine un sistema de ecuaciones que describa al espacio U NV

Dado el espacio V =< A€ M3(R) |/ A=

. Determine un conjunto

o e

b
e
b

2 QO

generador de V.

Decida si cada una de las siguientes afirmaciones es verdadera o falsa.Justifique su
respuesta:
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a) (VA,BCV)(A+#B= (A) # (B)).

b) (VA,BCV)((A) =(B)— A=B)

c) VAL BCVzeV)(AU{z}) =A<z € A).
)

d) Si A es linealmente independiente y el cardinal de A es igual a dim(V') entonces
A es una base de V.

36. Sean A ={(1,-1,2),(3,0,1)}; B={(-1,2,3),(3,3,—4),(2,1,—1)}. ;Generan Ay
B el mismo subespacio de R3?. Justifique.

37. Sea V ={(z,y,2z,u) eR* / x+132—9u=0=1y+3z—2u}

a) Demuestre que V es un subespacio de R*.

b) Demuestre que {(9,2,0,1),(—13,—3,1,0)} es una base de V.

38. Determine condiciones sobre a, b, ¢ € R, tal que el vector (a, b, ¢) pertenezca al espacio
generado por (2,1,0),(1,—1,2), (0,3, —4).

39. Encuentre una base para el subespacio solucién de los siguientes sistemas de ecuaciones
lineales en RS,

T1+ xo+ 23+ 14 = 0

CL) 2I1+x2+2$3—$4 = 0

b) To + X3+ X4 = 0
boy+as—14 = 0

¢) Totwyg—a5—214 = 0
T1— T+ T4 = 0

40. Sean A = {(w1,22,73,24) €RY ) 3wy =22y = x3}

B - {(xl,xg,l'g,x4) 6 R4 / 1‘3 f— 2}
O = {(I1,$2,$37x4) € R4 / Tr1 = I9 _1»3}
D = {($1,£U2,£B3)€R3 / x1 =1}

a) Hallar una base para (A4),(B),(C), (D).
b) Hallar un espacio complementario para cada uno de los espacios anteriores.

¢) Muestre que existe mds de un espacio complementario para cada espacio de a).

41. Probar que :

a) Si ad — be # 0 entonces {(a,b), (c,d)} es base de R?.

b) El conjunto {1,i} no es base de C como C-espacio vectorial, pero si lo es de C
como R-espacio vectorial. (2 = —1).
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c) Si V es un R-espacio vectorial y A C V tal que 0 € A entonces A es linealmente
dependiente.

d) Si V es un R-espacio vectorial y z € V, z # 0 entonces {z} es linealmente
independiente.

e) Muestre mediante un ejemplo que unién de conjuntos linealmente independiente
no necesariamente es linealmente independiente .

42. Dadosv; = (1,—1,2,-3); s = (=2,3,—1,1); w3 =(0,—1,-3,5); wvy=(-1,4,7,—12)
en R%. Encontrar un subconjunto maximal linealmente independiente de {v;, v2, v3, v4}
y extenderlo a una base de R*.

1 -1 2 =3 T
43. Sea T = ($17$2,I‘3,l‘4) < R4 / _(2) :i _:'1; é §2 -
— — 3

-1 4 7 -12 T4

un

o O O O

subespacio de R* entonces :

a) Hallar una base de T.

b) Calcule la dimensién de T'

44. Sea H = {(z1, 72, 23,74) €ER* |/ 1 — 25 — 23 =0} <R Pruebe que dim(H) = 3.
.Es vélido la siguiente afirmacién?

Si H={(v1,22,23) €R® / x1 — 19 — 13 =0} entonces dim(H) = 3.

45. Sea B = {x,y} una base del espacio vectorial V' 'y u = ax + by; v = cx + dy.
. Qué condiciones deben cumplir los escalares a, b, ¢, d de modo que {u, v} sea una base
de V' 7

46. Sean V' y W espacios vectoriales reales tales que dim(V') = n, dim(WW') = m con bases
{v1,v9, ...,vn} ¥ {wy, wa, ..., w, } respectivamente. Se definen las siguiente operaciones

en VxW={(v,w) / veV,weW} dadas por

(v, w)+(y,2) = (v+y,w+z) (vyeViwzeW)
a(v,w) = (aw,ow) (aeRpweViwel)

a) Demostrar que V' x W con estas operaciones es un R-espacio vectorial.
b) El conjunto {(v1,0), ..., (vp,0), (0,w1), ..., (0, w,,)} es una base de V' x W.
r —x

A7. SeanW:{AeMz(R) /AZ[y . ]}YVZ{B€M2<R) / B:[—aa lc)]}

subespacios de M, (R). Encuentre una base para W y otra para V.

48. Determine si cada una de las siguientes afirmaciones es verdadera o falsa. Justifique:

a) Si H genera a V' entonces existe una base B de V' tal que B C H.
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b) Si HCV y Card(H) < dim(V') entonces H es linealmente independiente.

c¢) Si A es linealmente independiente y Card(A) = dim(V') entonces A es una base
de V.

d
€ dimR(ngg (R)) =6

) La dimensién de R como Q-espacio vectorial es 1.
)

/) Una base para el espacio Rs[z] es {1 + x, x + 22, 22 + 323, 2% + 42, 2* + 525, —2°}
)

g9) S={X €R"/Bpxn+ X" =bmx1 # Omx1} ¥ ho € S entonces S = {hg + w/w € ker(B)}

49. Considere fi(z) =sinz, fo(z) = v2cos(x — ), fi(z) = cosz. Sea S = (f1, fo, f3)

a) Determine si {f1, f2, f3} es linealmente independiente.
b) Determine una base para S y calcule dim(S5).

c) Sea f(x) = bsinx — 2cosz. Calcule las coordenadas de f respecto a la base
anterior.

50. Sean By = {(1,—1,0),(0,—1,2)}, By ={(1,—-1,2),(3,-5,4)} y W el subespacio de
R3 generado por B;.

a) Probar que B; es base de W.
b) Si X = (z,y,2) € W. Hallar [X] , [X]p, .

2

c) Hallar las coordenadas de los vectores en ambas bases, si es posible, sino justifique:
(1,0,0), (0,0,1), (4,-7,6), (3,—2,-2).

51. Si
1 0 1 1 0 1

4l 1| +3lo|+1|0|=a|l =1 ]|4b|0|+c|o],
p p 4 p p 4

entonces debe cumplirse que: a = 4, b =3, ¢ = 1, jes verdadera la afirmacién
anterior? Justifique su respuesta.
52. Considerar las dos bases siguientes de R?

B=1{(1,1,1),(0,2,3),(0,2,-1)} y B"={(1,1,0),(1,-1,0),(0,0,1) }

a) Hallar las coordenadas de v = (3,5, —2) respecto a cada una de las bases.

b) Hallar la matriz P cuyas columnas son precisamente los vectores coordenadas de
los vectores de la base B respecto a la base B’. Denotamos a esta matriz por
(1]

¢) Verificar que P - [X]|z = [X]5 .
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53. Demostrar que los vectores

v =(1,1,0,0), w=(0,0,1,1), w3=(1,0,0,4), wv;=(0,0,0,2),

forman una base de R*. Hallar las coordenadas de cada uno de los vectores de la base
candnica respecto de la base ordenada {vq, va, v3,v4} .

54. Sea B = {v1,v9,v3} una base ordenada de R* donde

U1 = (1707 _1)7 Vg = (17 L, 1)7 V3 = (17070)

¢ Cuéles son las coordenadas del vector (a, b, c) en la base ordenada B?

55. Sean o = (z1,72) y 3 = (y1,92) dos vectores de R? tales que
Ty +aays =0, i+ ai=yi+y;=1

a) Demostrar que B = {«a, 3} es una base de R?.

b) Hallar las coordenadas del vector (a,b) en la base ordenada B = {«, }. (Las
condiciones impuestas a «a, 5 dicen geométricamente que « y 3 son perpendiculares
y de longitud 1).

56. Sea V' = Ry [z], es decir, el espacio de todas las funciones polinomiales de la forma
fx)=co+crx+ cox? con ¢y, c1,co € R. Dados t € R fijo y

gi(r) =1, gr)=a+t, g@)=(r+1)"
a) Demostrar que B = {¢1, g2, 93} es una base de V.
b) Si f(x) = co+ c1w + coz?. jCudles son las coordenadas de f en esta base B?

57. Sea V un espacio vectorial real generado por las filas de la matriz

3 21 O 9 0
1 7 -1 -2 -1
2 14 0 6 1
6 42 -1 13 O
a) Hallar una base para V.
b) ;Qué vectores (z1, T2, T3, T4, x5) son elementos de V7
c) Si (xq,x9,23,14,25) € V, ;Cudles son sus coordenadas en la base elegida en la
parte (a)?
58. Sean U, W los siguientes subespacios vectoriales de R3

U={(a,byc) eR® |/ a+b+c=0}; W={(00,deR /| deR}

Demostrar que R =U +W, R*=U & W?
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59. Sean U ={f:R— R / f(z)=f(—z), z€R}y
W={f:R—R / f(z)=-f(—z), x &R} subespacios vectoriales de F'(R,R).
Demostrar que F(R,R) =U & W.

60. Dados los siguientes subespacios vectoriales de M, (R)

T = {AeM,(R) | A=A"}
S = {BeM,(R) /| B=-B'}.

Demostrar que M, (R) =S&T.

61. Dado U = {(z,y,z,w) € R* / x =y, =z=w} subespacio vectorial de R*. Hallar
W subespacio vectorial (complementario) de R* tal que U & W = R*.

62. Sean A = ((2,3,6,0),(0,0,0,1))

B = {(1,0,2,0),(0,1,0,0),(0,0,0,1))
C = {(1,1,0,0),(1,0,—1,0),(0,0,0,1))
D = {(1,1,0))

a) Hallar un espacio complementario a los espacios A, B, C, D.

b) Muestre que existe mds de un complementario por cada espacio de (a).

63. Dados U = {(z,y, 2) r+y+z2=0}<Rdy
W=A{(yzw) /| z=y, z=w}<RY

a) Encontrar a lo menos un espacio complementario de U y uno de W.

b) Clasificar todos los subespacios vectoriales complementarios de U en R3.

64. Sean

Vi = {(@yzt)eR! /| 2-y=0, 2+t=0},
Vé = {($7y727t)€R4 / 2x+3y:_(t—z)}7

subespacios vectoriales de R*. Determinar

a) una base para V; + V5.
b) una base para V; N Va.

c¢) ;Cuadles son las dimensiones de estos subespacios vectoriales?

65. SeanW:{A€M2(R) / AZ[CE _x]}yV:{BeMz(R) / B:[ ¢ b]}

y oz —a ¢
subespacios de M, (R). Hallar dim(W;+Ws) y dim(W;NW5;), exhibiendo las respectivas
bases.
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r+yt+z+tw = 0
66. Sean V =< (z,y,2,w) ER* / z—y+22+3w = 0|y
20 + 3z +w = 0

W =((1,1,1,1),(=2,1,0,1)),

a) Hallar dim(V), dim(W), dim(V nW).

b) Hallar V 4+ W ;Es suma directa V + W de V 'y W?
67. Sean T = (1 — x + 22% — 323, -2+ 32 — 2® + 2%, 2 + 322 — 52,1 + 522 — 82%) y
gg —_i_ g;_—i—cc iy ~ 8 }, subespacios de R3 [z].
Hallar bases y dimensiones de 7', S, T NS, T+5.

S—{a+bm+cm2+dx3 /

68. Sea U =< AecM;(R) /| A= < M3 (R). Determine W subespacio

o Qe

b c
e d
b a
vectorial de M3 (R) tal que U & W = M3 (R).

(s / a-[" 0]}

subespacios vectoriales de M, (R).  ;Es M; (R) suma directa de Uy y Us?.

69. Dados Uy = {A eM(R) /| A=

5.2.1. Ejercicios complementarios

A continuacién presentamos una selecciéon de problemas incluidos en diversos tipos de
controles semestrales.

1. Sea H = {(z,y) e R* |/ 22 —4y?=0}.; Es H un subespacio vectorial de R??. Jus-
tifique.

2. Hallar, si es posible (si no justifique), una matriz B € M3(R) de rango 2 tal que la
tercera fila no sea combinacién lineal de las dos primeras filas. Justifique su ejemplo.

3. Sean
r+y+z+w = 0
V=L_(r,y,z,w)eR* /| z—-y+22+3w = 0
2z + 3z + 4w = 0

y W el espacio generado por los vectores (1,1,1,1) y (=2,1,0,1) en R%.

a) Hallar dim(V), dim(W), dim(V nW).
b) Hallar una base de V. + W. ;Es V + W suma directa de V' 'y W?

4. Dada B = {(1,qa,2),(0,1,a),(1,0,1)} subconjunto de R3.

Determinar las condiciones para a € R de tal forma que B sea una base de R3.
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5. Sea U = ((1,0,1),(0,1,0), (2, —1,2)),

a) (Es B=1{(0,2,0),(—1,1,—1)} una base de U?
b) Determine las coordenadas del vector v = (—1,3,—1) enlabase B’ = {(1,0,1),(0,1,0)}.

¢) ;Es posible determinar coordenadas del vector v = (—1,3, —1) respecto de B?

6. Dados los subespacios

r4+2y—z—w = 0
v = {epswer T2 2 O

w = {((1,0,1,1),(1,1,1,2),(0,1,0,1))

a) Hallar dim(V), dim(W), dim(V nW).
b) Hallar una base de V' + W.
c) (Es V + W suma directa de V' 'y W?

7. Sea W = {(z,y,2) € R® | 2kx+3y=0, z=k}.;Paraquevaloresdek R, W
es un subespacio vectorial de R3?.

8. Sean A ={(1,-1,2),(3,0,1)} vy B={(-1,-2,3),(3,3,—4),(2,1,—1)} . {Generan
Ay B el mismo subespacio vectorial de R3?. Justifique.

9. Sea
x4+132—9u = 0 }

_ 4
V-{(%?LZJUGR / y+32_2u = 0

a) Demuestre que V es un subespacio vectorial de R*.
b) Demuestre que {(9,2,0,1),(—13,—-3,1,0)} es una base de V.
10. Sean U = ((1,0,0),(0,4,2)) < R* y W = {(z,y,2) e R® | z=2=2y} < R3.

Demuestre que
UdW =R

11. Determine si cada una de las siguientes proposiciones, es verdadera o falsa,justificando
con una demostraciéon o un contraejemplo segin corresponda.

a) A={2*-222+x+1, 22+7, 2x—5} C Rs[r] es un conjunto linealmente
independiente.
b) (u,v,w) = (u,v) = {u,v,w} es un conjunto linealmente dependiente.
c) V={(vyz)eR |/ z+y=0 6 z—2y=0} es un subespacio vectorial
de R3.
12. Sea Dy = {A € M4(R) / A es matriz diagonal}

a) Demuestre que D, es un subespacio vectorial de M,(R)
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b) Encuentre una base para D, y demuestre que efectivamente es base.

c¢) ;Cudl es la dimensién de Dy?

d) {Cuéles son las coordenadas de A =

en b)?

en la base que usted escogio

S OO
S o N O
S w o o
- O O O

13. Sean V' un espacio vectorial real y B = {v,v2,v3} una base de V,ademds v} = v; +

/

209 + 3v3; vy =20 — v +v3; V= —v1 + vy — U3

a) Pruebe que B’ =

b) Encuentre [id]%, .

. ! 1.7
c) Siv=uv]+ zvy —

14. Sean

W
v

Hallar dim(W), dim(V),

/ / /
{v], vy, v4} es una base para V.

3

1v4. Encuentre [v] 5.

((1,2,1),(—19,18, —11), (3, -1
(new | —5=1-3)

dim(V nW).

15. Sean U y W los subespacios de R* definidos por:

/o

\ L

f N & € e R

/ dr4+y—z—u=0; 3xr—-2z—u=0,,

/ r+dy+z—u=0;, 20—y+2z24+u=0

JEs R* = U @ W?. Justifique su respuesta.

16. Sean U, V, W los subespacios de R? definidos por:

U

w

a) Pruebe que

) R3=U+V

v

{(x,y,z)€R3 / SU—|—y+Z:0}
{(0,0,2) / ze€R}
{(z,y,2) eR® | x=2z}
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2) R*=U+W.
b) ;En cudl o cudles de los casos anteriores la suma es suma directa?. Justifique.
17. Dado el subespacio vectorial
U= {(a:,y,z,u) cR* /| z=z4u; y=2z—u z:3x+2y—|—5u}

a) Determine una base para U
b) Encuentre dim(U).

18. Sean U,V subespacios de R? definidos por
U=(2-13) v V={(r,9,2) eR® [/ x+ky+z=0}

;Para que valores de k € R, se tiene R® =U @& V?

19. Determine si cada una de las siguientes afirmaciones es verdadera o falsa. Justifique su
respuesta.

a) A=1{(1,2),(-1,3),(2,1)} es un conjunto de vectores linealmente independiente.
b) Dados

U = {az’+br+ceRz] /| b—a+c=0},
V = (z+1),

subespacios vectoriales de R [z] entonces Ry [z] =U & V.

c¢) Sean
B = {(1,0,0),(1,1,0),(2,1,1)},
B = {(27170)7(1’071)>(47271>}
11 0
bases de R®. Entonces [id]5, = | 0 —1 1
11 1

20. Verifique:

a) El conjunto P ={Ae My(R) /| A+ A"=0} es un subespacio vectorial de
M, (R) de dimensién 1.

-3 LL[8[2 i ([2 ][22 [22])

Ademds determine las coordenadas de u = 19 _7

en base B es decir [u] 5.

21. Sea U ={az®+bz* +cx+deR3[z] /| a—b—c—d=0}
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a) Verificar que U es un subespacio vectorial de Rj [z].
b) Hallar una base de U.

¢) Determinar la dim(U).

22. a) Pruebe que el conjunto A = {f : [0,3] = R / f es constante} es un subespacio
de V={f:[0,3 =R / f esfuncién}.

b) Determine todos los vectores (a, b, c) € R® que pertenezcan al espacio generado por
(2,1,0),(1,-1,2),(0,3,—4).

c) Sea

W=<qAeMR) /] A= ,a,b,e,d,e € R

O e
St o
SIS T

Hallar base y dimensién de W.

23. Sean U = {z*(ax —b) |/ a,beR}yV ={cx(l—2z)+d / c,dée R} subespacios
de Rg [.CC] .

a) Determinar una base de U N V.
b) Determinar una base de U + V.
c) (Es Rs[z] = U & V7. Justifique.

24. Sean los subespacios V' y W definidos por:

V:{(x,y,z)E]R3 / km—l—y—sz:O}yW:{(O,y,z)ER?’ / y—l—z:O;x:O}

Determinar s,k € R para que R® =V @ W.

1 0

25. Sean B = 01,1 base de W subespacio de R3 y []d]g = [ ; _01 }
1 2

a) Determinar el conjunto C', base de W.
b) ;Estan los vectores (1,1,3),(—2,3,4) y (0,0,1) en W?. Justifique.

c¢) Para los vectores de la parte b), determinar las coordenadas en la base C' cuando
sea pertinente.

26. a);Para que wvalores de £ € R los vectores v; = (k1 — £k,0),
vo = (2k— 1,0,k +2), w3 =(0,k,—k) forman una base de R3*? Justifique.

b) Desde el conjunto de valores de k ,(a),dé un ejemplo de base {v1, vy, v3} de R3.
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27. Sean
V = {Ae€ M(R)
v Ao
=l

CAPITULO 5. EJERCICIOS

/ A es matriz triangular inferior} ,

} / abe ]R} subespacio de V,

} / ac€ ]R} subespacio de V.

Determinar si V' = D & H.Justifique.

28. Dado W = (Bj) con By =

a) Mostrar que ambas By y By =

x
b) Hallar las coordenadas de | y
R

[ 0

c) Hallar las coordenadas de | 1
3

-1
1 C R3.
1 -
1] [ -1
11,12 son bases de V.
5 | 4
en base B; y en base Bs, cuando proceda.
1 [o0
, | 3 | en las bases B; y By cuando proceda.
7

29. Hallar la ecuacién del plano 7, que pasa por la interseccién de las rectas:

x —4
L, = y | = 1
_Z_. _7_
. o
Ly, = y | =1 —1
_Z_ __3_

3
+A| -1 / AeR
__5_
S
+u| 5 / peR
—1

y es perpendicular a la recta determinada por la interseccién de los planos:

i x
T = y | €ER? /) Bz —y+z2=0p ym= y | €eR® / o4+y—2=0
z z

30. Determine si cada una de las siguientes afirmaciones es verdadera o falsa:

a) Si B = {1, 72} es una base de R? entonces para todo = € R?,

también es base de R2.

B' = {x, 29,2}
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31. Dado W = {(x,y,2) € R® |/ 2z =vy; y= —z} subespacio vectorial de R? encuen-
tre U subespacio de R? tal que R?® = U @ W. Ademds, determine una base y ecuaciones
para las coordenadas del subespacio U.

32. Dados los vectores u = (1,—1,2) y v = (2, 1,0) determine dos vectores & = (21, x2, T3)
ey = (y1,%2,y3) en R? tales que simultdneamente cumplan las condiciones siguientes:

a) x = av para algin «a € R,
b) u==z+y,

c¢) las coordenadas de y verifiquen la ecuacién 2y; + y = 0.
33. En Ms(R):

a b

a) Demuestre que W = {[ e d

de M2 (R)

] / a+b+c= O} es un subespacio vectorial

b) Complete una base para M(R) a partir del conjunto { [ (1) 8 } ) { (1) 1 } } :

34. Sean:

a) los vectores v = (—2,3,2, —2 u; = (0,1,2,0 us = (1,0,—2,1) en R*, es-
) ( ) b ) ) ) ) ) b ) ) ) )
tudie si v € (ug,us) .

b) el conjunto A = {(2,1,0), (1, k,3), (0,2, —4)}, determine los valores de k para que
el conjunto A sea linealmente independiente.

35. Dado B = {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)},

a) Demuestre que B es base de R3.

b) Determine condiciones sobre el vector (a,b,c) para que al reemplazar cualquier
vector de B por (a, b, c), el conjunto siga siendo una base.

36. Dados

ytz =

U = {(m,y,z,w)€R4 / Ty
W = <(1,2,0,0),(1,3,1,1),(2,3,—1,—1))

a) Determine dim (V).
b) Encuentre una base para U + W y otra para U N .
c) (EsRY=U @ W?.
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37.

38.

39.

40.

41.

42.

CAPITULO 5. EJERCICIOS
Sean
V = {(xay7z7w)€R / x+y—|—22+3w = 0}7
W = ((-1,1,0,1),(~2,1,1,—1))
a) Hallar una base para V + W.
b) Hallar una base para V N W.
¢) Determine U < R*, tal que U & (V + W) = R*.
Sean
B 4 T+2y—z+2w = 0
V = {(x7yuz>w>€R / 3£L’—y+2+w = 0 ’
W = ((1,—-2,1,0),(0,4,0,—2))
a) Hallar una base para V + W.
b) Obtener una base para V N W.
c¢) Determine U < R*, tal que U & (V + W) = R%.
Sean B; = {(1,-1,0),(0,-1,2)} y By = {(1,-2,2),(3,—5,4)} subconjuntos de R? y

W - <Bl> S RS.

a) Probar que B, es base de W.

b) Sabiendo que B es base de W, encontrar [/ d]gf y [/ d]g; :

c) Hallar las coordenadas en ambas bases (si es posible, si no justifique) de los
vectores (1,0,0) y (4, —7,6).

Dado U = {(x,y,2,w) e R* / x=1y, z=w} <R*Hallar W subespacio vectorial
de R* tal que U @ W = R*.

Sea

W = <x3—2x2+4x—|—1, 20 — 322 + 92— 1, 2% +62—05, 21:3—5x2+7x+5>
a) Hallar una base para W.
b) Determine dim(W).

Sea A={(1,-1,2),(0,1,—1),(1,0,1)}

a) Encuentre (A) .

b) ;Qué condiciones debe satisfacer un vector (z,y, z) para que pertenezca al sub-
espacio generado por A.

c¢) Encuentre una base y la dimensién para (A) .
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5.3. Transformaciones Lineales

1. ;Cudles de las siguientes funciones 7' de R? en R? son transformaciones lineales?

a) T(xy,22) = (1 + x1, x2)
b) T(x1,x2) = (xa, x1)
c) T(x1,22) = (21, 22)
d) T(z1,29) = (sinxy, xq)
e) T(xy,x2) = (x1 — 22,0)

3. ;Cudles de las siguientes funciones son transformacién lineal?

o) T: R — R?
(z,y) +—— (z+ 3y, 4z + 5y)

b) F: Ry [2] —  M;(R)

aga:?’ + a2 + a1x + ag +——
ar ap

c) G: R} — R?
(@,y,2) — ((z+y+2)" 2+ 3y)

d) H: M3R) — Ms; (R) donde A =
X — X-A-A-X

—_
O = W
— O N

e) I: R2 — R
(x,y) — 2®+y

) J: Rylz] — I%ﬂ—&-l 2]
plz) +— Of p(t)dt

9) K: R,[z] — R,_1[7]
pz) +—  p(x)

h) L: M;(R) — R

a b a b
] et
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4. Dadosv; = (1,—1), vy =(2,—1), v3=(=3,2) v w=(1,0), ws=(0,1), ws=

(1,1). ;Existe una transformacién lineal T : R*? — R? tal que T'(v;)
1=1,2,3 7. en caso afirmativo definala.

ot

;Existe una transformacién lineal T : R*® — R2? tal que T'(1,—1,1)
T(1,1,1) = (0,1) ?

6. Sea T : R® — R? transformacién lineal tal que 7(1,1,1) = (1,0,2),
(0,1,1), T(0,1,1) =(1,0,1). Calcular T'(z,y, 2).

= w; para

= (1,0) y

T(1,0,1) =

7. Describir explicitamente la transformacién lineal G de R? en R? tal que G(1,0) =

(a,b), G(0,1) = (c,d).

oo

. Sean T'y H transformaciones lineales de R? en R? definidas por T'(x1, z3)
H(zy,22) = (21,0)

a) Describir T'y H geométricamente
b) Hallar explicitamente (T'+ H), HoT, ToH, T? H

- ('T27 xl) y

9. Describa el efecto geométrico de las siguientes transformaciones lineales de R? en R? :

a) f(z,y) = 5(x — 3y,3z +y)
b) f(z,y) = (22 +y,~y)
c) flz,y)=(r+y,z+y)
d) f(x,y) = (y,2)
| cosB —sinf x .
e) flx,y) = [ sinf  cosf } [y] con [ € R fijo.

10. Sea T : R* — R? una transformacién lineal definida por

T(1,1,1,1) = (7,2,3), T(1,1,1,0) = (6,1,7),
T(1,1,0,0) = (4,1,5), T(1,0,0,0) = (1,0,1)

a) Hallar T'(z,y, z,w)

b) Encontrar el conjunto de las preimdgenes de (7,1, 8).

¢) Determinar del conjunto anterior, el o los vectores cuya suma de sus coordenadas

es 1.
11. Dada la funcién F : R* — R? definida por
F(z,y,z,w)=(r+y,z —w,r+w)

a) Probar que F' es una transformacion lineal

b) Hallar una base para ker(F') y una base para Im(F).
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c¢) Calcule dimensiones del nicleo e imagen de F.

d) ;Es F inyectiva? ;Es F' sobreyectiva?. Justifique.

12. Dada la funcién F : R* — R? definida por

F(x7y7z7w) :(x—y—l—z,y—i—z—w)

a
b

) Probar que F es una transformacién lineal
)

c¢) Calcule dimensiones del nicleo e imagen de F.
)

Hallar una base para ker(F') y una base para Im(F').

d) ;Es F inyectiva? ;Es F sobreyectiva?. Justifique.

13. Sea T € L(R™,R™). Si Rg(T) = r, pruebe que:

a) T=m siy sélosiT es sobreyectiva.
b) r=mn siysolosiT es inyectiva.

c) Sir=n=m entonces T es un isomorfismo.
14. Sea T € L(R?* R) definido por T'(z,y) =z —y

a) Hallar una base para ker(7") y una para Im(7)

b) ;Cuéles son las preimagenes de 1, —1,0 7
15. Sean f,g € L(R",R) y T : R® — R? definida por

T(X) = (f(X), (X)) X = (21,22, ..., 7)) € R

a) Demostrar que T € L(R™ R?)

b) Dadas las funciones f(xy,...,z,) = 1y g(x1,...,2,) = x,. Determine una base
para ker(T") y para Im(7"), ademéds calcule Nul(T) y Rg(T).

c) Dadas las funciones f(x1,29,23) = —21 + 520+ 223 v g(x1,22,23) = 221 —
3x3+ 623 . Determine una base para ker(7") y para Im(7'), ademas calcule Nul(T')
y Ry(T).
3 -1 1 277"
16. SeaT(X)=] 0 1 =2 1 'Z una transformacién lineal.
-3 0 1 -3
t
—1
a) Hallar las preimagenes de 2
—1

b) De una base para ker(T") y otra para Im(7T).
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c) jker(T) ~ Im(7T")?. En caso afirmativo, muestre un isomorfismo.

17. Dada la transformacion lineal de R3 en R* definida por

T(L0,0) = 261 +3€2 — €4
T(O, 1, O) = —€1 — 262 — 263
T(O, 0, 1) = es + 463 + eq

donde Cy = {ey, €9, 3, €4} es la base canénica de R*:

a) Hallar T'(z,y, 2).
b) Encontrar una base para ker(T') y otra para Im(7).

c¢) (Los vectores
(1,1,-2,-1), (1,0,-1,0), (—=1,-1,2,1)

pertenecen a la imagen de 7T7. En caso afirmativo, indique las coordenadas de
estos vectores en la base dada en (b).

d) Las mismas preguntas anteriores para la transformacion lineal de R3 en R* definida
por
T(]_,]_,l) = €1 —62+€3
T(l,l,O) = ey —€ex+tey
T(l,0,0) = ey — €3+ €y

18. Sea D : Rj[r] — Ry [z] tal que p(z) — D(p(x)) = p'(z), (donde p'(z) es la derivada
de p(x)).

a) Demostrar que D es transformacion lineal.

b) (Es D un isomorfismo?
19. Considere las siguientes funciones, y resuelva (i), (ii), (iii) para cada una de ellas:

a) Sean

U = {(z,y,2)eR® | z+y+2=0}
W = {(m,y,z,w)€R4 / x:y,z:w}.

Se define T': U — W por

y ademads
T(a(—1,1,0) +b(—1,0,1)) = a(1,1,0,0) + b(0,0, 1, 1).
).

con v = (3,3, %,

[
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b) Sean

U = {(x17x27a7371’4) & R4 / 31‘1 — 21»2 — x?’}
W = {(e1,23,5) €R® | @ =25 — 3}

Se define T': U — W por

T(2,3,6,0) = (1,1,0)  T(a(2,3,6,0)) = (a,,0)

con v = (4,6,2).

¢) Sean

U = {a+bx+cx2+dx3 / 2045+ ¢ B O}

3a—2b+c— = 0
W = <1—:U—|—2x2—3x3;—2+3x—x2+3}3;1+5x2—83:3>.

Se define T': U — W por

T(i+z—32%) = —2+43z—27+4a°
T(3+2*+32%) = 1+52%— 83

y ademads

1 1 1 5
T(a <§+x—§x3> +b<§+x2+§x3)> :a(—2+3x—x2+x3)+b(1+5x2—83:3)

con v = x + 322 — a3,
d) Sean

U = {(z,y,2,w) eR* /| z—y+22+43w=0},
w = ((1,1,1,1),(-2,1,0,1),(3,1,1,0)) .

Se define T': U — W por

T(-3,1,2,0) = (1,1,1,1)
T(7,0,—5,1) = (=2,1,0,1)
T(1,2,-1,1) = (0,3,2,3)

y ademads
T(a(-3,1,2,0)+5(7,0,—=5,1)+7(1,2,—-1,1)) = a(1,1,1,1)+5(-2,1,0, 1)+~+(0, 3,2, 3)

conv=(—1,2,1,2).
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e) Sean
v = {wpswer ) grrrete 2Ol
w = 2
W = <:c3,:c2,a:,1>.
Se define T': U — W por
7(3,0,—-4,2) = =z

T(-1,1,-1,2) = 22
y ademds
T(a(3,0,—4,2) + B(—1,1,-1,2)) = ax + B2*
con v =1+ 22

f) Sean
U=(2*z1), W={(zy,2w) eR | z=z}.

Se define T': U — W por
T(x*+z+1) = (0,2,0,—1)

T(x—1) = (1,-1,1,3)
T(x2-1) = (1,1,-1,2)

y ademads

T(a(z*+z+1)+b(x—1)+c(2*—1)) =a(0,2,0,—-1)+b(1,—-1,1,3)+c(1,1,-1,2)
con v = (3,1,3,0).

Donde,

1) Determine si es transformacioén lineal.
2) Encuentre ker(7") e Im(7), si es posible.

3) Determine el conjunto de las preimédgenes del vector v que se indica en cada
€aso.

20. Sea T € L(R3 R?) una transformacién lineal donde B = {(0,0,1),(0,2,1),(3,2,1)}

base de R3, C' = {(1,-3),(2,-5)} base de R?, y se tiene [T]g = [ _41 _212 —28 }

a) Hallar ker(7T), sin calcular T'(x1, x2, 23) en coordenadas canénicas.
b) Determinar T'(xy, 22, x3) en coordenadas canénicas.
c¢) (Es vilida la siguiente igualdad?

L1

[T (1,22, 3)] = [T)5 | 2
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d) Hallar Nul(T) y Rg(T) sin hallar Im(7T").

e) Hallar una base para la Im(T).
21. Sea f :R? — R? una transformacion lineal tal que
f(,-1)=,7,—-1), f(2,-5)=(-1,0,5)

a) Hallar bases B y C' de R? y R3 respectivamente, tal que

10
flp=101
0 0
b) ;Son tunicas estas bases?
c) Hallar una base de ker(f) y una de Im(f).
d) Calcular Nul(f), Rg(f), f(1,2), f(0,1).
)

e) Explicita los conjuntos siguientes, { X € R? / f(X)=(2,4,7)}y{X eR* / f(X)= (2,6,
22. Sea T la transformacién lineal de R? a R? definida por la matriz
-1

(T)5 = 0
0

o O =
_ o O

donde B = {(1,-1,0),(—1,1,—1),(1,0,0)}

a) Probar que T? =T.

b) Hallar una base {ws, ws, w3} respecto de la cual la matriz de T sea

1
0
0

S = O
o O O

c¢) Hallar una base del subespacio imagen de Ty otra del ker(T).

23. Determine una transformacién lineal perteneciente a L(R3 R3) que transforma los

vectores (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1) en los vectores (%, :,0), (—%, £,0),(0,0,1) respecti-

vamente. Encuentre la inversa de esta transformacion lineal.

24. Sea T € L(R?,R?) definida por T'(z,y) = (—y, 1)

a) Determinar [T]5 donde B = {(1,2), (1, —1)}.

b) Demostrar que si D es cualquier base de R? y [T ]g = A entonces ajpag; # 0.
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2 -1 =3
25. Sea T : M3y; (R) — M3y (R) definida por T(X)= | =1 3 5 - X
1 2 2

a) (T es un isomorfismo?

b) Hallar bases B, C' de R? tal que [T]5 = { j(.; 0 ] . ¢Puede ser B =C?

0
c) Hallar ker(T"), Im(T), Nul(T)y Rg(T).

26. Sea T': R — R tal que T'(z,y,2) = 2x — 3y + 2

a) Demostrar que 7" es una transformacién lineal.

b) Encontrar [T]2 donde B = {(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)} y B' = {2}.

c¢) Encontrar una base para ker(7') y una para Im(7").
)

d) Determine Nul(T'), Rg(T).

27. Sean B = {(1,1,0),(2,0,1),(1,1,3)} base de R?*; B’ = {(2,1),(1,1)} base de R? y

F € L(R3,R?) tal que [F]5 = {(1) } 8}

a) Determine F(1,—1,2).
b) Determine ker(F'), Im(F), Nul(F)y Rg(F).

28. Considere W = {(z,y,z,w) €R* |/ z4+y+2z+w=0}

a) Demuestre que W es isomorfo a R3.

b) Encuentre la matriz asociada al isomorfismo definido en (a).

29. Dada la funcién
T : R3 — R3
(371,3:2,.1:3) — (xl +$27x1+x37x2)

Encuentre la matriz asociada a la transformacién lineal inversa de T, respecto a las
siguientes bases

a) Bases canénicas.
b) C base canénicay B’ = {(1,1,0),(1,0,1),(0,0,1)}.
c) B={(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)} 'y B ={(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)}.

30. Sean
T1 : Rz — Rg tal que Tl(l'l, ZCQ) = (ZCl + X9, X1 — Ta, 21'1),

Ty : R — R? talque Ti(z,y,2)=(rx+y+z2—1y),
Ty :R? — R? tal que T3(z,y) = (—z,y).

Determine:
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a
b

c

) TyoT,
) Ty30Tyo0T,
) TooTy + T3
d) (TyoTy —3T3)"", si existe.

31. Hallar la imagen, rango, kernel y nulidad para la transformacién lineal nula y la trans-
formacion lineal identidad.

32. Sea T : R®* — R3 tal que T'(x,y, 2) = (v +y,0,0). Demostrar que Nul(T) + Rg(T) =
dim(RR?).

33. Sea T : R* — RR? una transformacién lineal definida por
T(z,y,z,w) = (x+2y —z+4w, 2z+4y+3z+5w, —x—2y+6z—"Tw)
a) {Qué condiciones deben cumplir 7, s,¢ € R para que el vector (r,s,t) € Im(T)?

;Cudl es el rango de T7

b) ;Qué condiciones deben cumplir a,b,c,d € R para que el vector (a,b,c,d) €
ker(7)? ;Cuél es la nulidad de 77

34. Sean f,g € LR",R) y T : R® — R? tal que T(X) = (f(X),9(X)) donde X =
(1, T2, ..., Ty) € R™.

a) Determine [T ]gi donde C,, y Cy son las bases canénicas de R" y R? respectiva-
mente.
b) Si f(x,y,2) = —x+by+2zy g(z,y,2) = 20 — 3y + 3z. Dar explicitamente [T]g; :
35. Encontrar el valor A € R tal que la transformacién lineal T : R? — R3 definida por
T(x,y,2) = (A\x+ 2y + 2z, \x + y,y + z) tenga como kernel al conjunto {(0,0,0)}.
3. Si T: R — R3 ; L: R3 — R?
(r,y) — Qz+y,z+yy) (,y,2) — (Qr+y,y+2)
Determine ker(T o L).

37. Sea V el espacio vectorial de todas las matrices de orden 2, con coeficientes reales. Sean
B—[ZZ}mafﬂm—AB—BA

a) Demostrar que T" es una transformacioén lineal de V' en V.

b) Hallar una base de Im(7") y otra de ker(7).

38. Dar un ejemplo de una transformacién lineal de R? en R? tal que ker(T') = ((4, —7,5))
e Im(7T) = ((2,—1,1),(—1,3,2)). Si no existe, justifique.
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39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.
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Sea D : R3[z] — Rylz] tal que D(p(z)) = p'(z), (la funcién derivada), B' =
{1,z,2%, 23} y B” = {1,2,2%} bases de R3[z] y Ry [z] respectivamente. Determine
(D]} .

Describa explicitamente una transformacion lineal de R? en R? que tenga como imagen
el subespacio generado por el conjunto {(1,0,—1),(1,2,2)}.

Sea T : R® — R? una transformacion lineal tal que T'(WW) = W para todo subespacio
vectorial W de R? con dim(W) = 1. Demostrar que T'(z,y,z) = (az,ay, az) para
algin o € R—{0}.

Defina tres transformaciones lineales entre los espacios vectoriales soluciones de los
siguientes sistemas homogéneos:

r+y—z = 0
z = 2x—y

y r+y = 0

Determine el kernel y la imagen de cada una de ellas.

Sea V' un espacio vectorial real de dimensién 2 y sea B una base ordenada de V. Si

rewvy)yim,- | ).

Demuestre que 7% — (a + d)T + (ad — be) Iy, = 0.

Defina una transformacién lineal T' que sea inyectiva desde V = {(z,y,2) € R®/z = —y}
a R?. Encontrar ker(T) e Im(T).

Responda justificando en cada caso:

a) ;Existen funciones sobreyectivas de R? a R3?

S

;Existen transformaciones lineales sobreyectivas de R? a R3?

;Existen transformaciones lineales sobreyectivas de R? a R??

o

ISH

e) ;Existen funciones inyectivas de R? a R3?

;Existen transformaciones lineales inyectivas de R3 a R2?

—

)
)
)
) {Existen funciones inyectivas de R? a R??
)
)
)

g) (Existen transformaciones lineales inyectivas de R? a R37?.

Sea T' una transformacion lineal sobre R? definida por T'(z,y, 2) = (3z, z—vy, 2x+y+2).
;Es T invertible?. De serlo, hallar una expresién para 7 1.

Sea G : R? — R? definida por G(z,y) = (22 +y, y — x). Encontrar los valores a € R
tal que G — al es no invertible.

Sean V,W espacios vectoriales reales y T : V' — W un isomorfismo. Probar que
T-': W — V es también un isomorfismo.
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49. Sea W, = {X € R®> /| 2, — x5+ Txz = 0}. Hallar dimg ().
Sea W2 = {X € C5 / 21’1 — X9 + 7$3 = 0} Hallar dlmK(Wg)

a) Wi es isomorfo a Wy?

b) Sea Wz ={X € R® | 2z —xy+ Tzz =0}. (Es W3 isomorfo a W;.

50. Dada la transformacién lineal

T: R — M, (R)
x+ Ty oY

a) Demostrar que 7" es inyectiva.

b) Hallar una base de la imagen de 7.

51. Dada una transformacién lineal T' sobre R? definida por

T(x,y,2) = 3z, v — y, 2z + y + z). Demostrar que

(T? — Id) o (T — 3Id) =0
52. Encuentre transformaciones lineales de R3 con las siguientes propiedades:

a) T*=1; T#I
b) T #0; T*#0; T3=0
53. Pruebe que si T es una transformacién lineal de rango 1 de V en V, entonces 72 = cT'
para algin escalar c.
54. Sea T : R?* — R? una transformacién lineal tal que T'(e;) = ey; T'(e2) = e3;
T(e3) = 0 donde {ey, e, €3} es la base canénica de R3.
Muestre que 7'y T2 no son la funcién nula, pero 7% = 0.
55. Generalizacién del ejercicio anterior. Sean V' un espacio vectorial de dimensién n y
B ={v,...,v,} una base ordenada de V.

Por el teorema Fundamental del Algebra Lineal existe una tnica transformacion lineal
sobre V' tal que

vipp st g=1,...,n—1
T(/U]):{ OJ+ < J:n

a) ;Cudl es la matriz de T" en la base ordenada B?

b) Demostrar que T" = 0 pero que 7" £ 0.
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56. Sea T : R® — R3 una transformacion lineal tal que

(1,0,1) — (1,1,1)
(0,1,0) — (1,1,0)
(0,1,1) +—— (1,0,0)

a) Demuestre que T es biyectiva.
b) Encuentre T~ '(z,y, 2) mediante tres métodos distintos.

57. Dada la transformacién lineal T : R?* — R3 de modo que ker(T') = ((1,0,1));
7(0,1,0) = (1,1,1); 7(0,1,1) = (1,1,0),

a) Determine T'(z,y, 2)
b) Determine el conjunto de las preimagenes del vector (0,0, 1) cuyas componentes

sumen 0.
2
Bs 1

1 0
58. Dada T : R®* — R® tal que [T];? = | 1 1 |, donde
3 1

—1
B ={(1,1,2),(0,1,1),(-1,0,0)}, Bs=1{(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)}

a) Encuentre 7'(1,3,1) sin calular T'(z, vy, 2)

b) Determine T !(z,y, z), si existe.

c¢) Encuentre [T]gg sin calcular T'(z,y, z), donde

Bs ={(0,1,2),(1,1,1),(0,1,0)}, B,={(1,1,0),(1,-1,1),(1,0,0)}

59. Encuentre los valores propios de las matrices:

3 2 -2 -1 2 1.0
EE N
0 0 4
31 —1
60. Dada la matriz A= |2 2 -1 |,
2 2 0

a) Encuentre el polinomio caracteristico de A.
b) Determine los valores propios de A.

5 —6 —6

61. Dada la matriz A= | -1 4 2|,
3 -6 —4
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62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

a) Halle el polinomio caracteristico de A usando operaciones filas y columnas.

b) Determine los valores propios de A.

3 =2 0
Dada la matriz A=| -2 3 0 |,
0 05
a) Determine los valores propios de A.
b) Halle los espacios propios asociados a cada valor propio.

¢) Exhiba una base para cada uno de los espacios propios o espacios caracteristicos.

Pruebe que una matriz y su traspuesta tienen el mismo polinomio caracteristico.

3 =20
Dada la matriz A=| -2 3 0 |,
0 0 5

a) (Es A diagonalizable?

b) Determine la matriz diagonal B similar a A.

Dada la matriz A = [ :g ? } ,

a) {Es A diagonalizable?

b) Silo es, determine la matriz diagonal B similar a A. Si no explique por qué.

Dada la matriz A =

S W N
SN =
-~ O O

a) Determine los valores propios de A.

b) Usando (a). decida si A es diagonalizable.

3 -2 0
Dada la matriz A= | -2 3 0
0 0 5
Encuentre una matriz P que diagonalice a A.
5 —6 —6
Dada la matriz A= | -1 4 2
3 -6 —4

Encuentre una matriz P que diagonalice a A.

1 0
Dada la matriz A = 0 0
0
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70.

71.
72.

73.

74.

75.

76.

77.

78.
79.
80.
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a) Encuentre los valores propios de A.
b) ;Es A diagonalizable?

¢) ¢Se verifica en general que una matriz es diagonalizable cuando los valores propios
son repetidos?

d) Si A es diagonalizable, encuentre una matriz P que diagonalice a A.

Sean A € M, (R)y u, v vectores propios de A con valores propios «, 3 respectivamente
tal que a # (3 . Entonces A es diagonalizable y B = {u,v} es una base de R? tal que

PIAP:[C(); 2,1 dondeP:[Id]?:[“l “1}

Uz V2

Pruebe la proposicién anterior.
Probar que: 0 es un valor propio de A € M, (R) si y s6lo si A es singular.
Si Spec(A) = {1, ..., \,} pruebe que la matriz

B =k, A" 4+ kp 1AM 4 kA kol

tiene valores propios 3, = > km)\g .

j=0

Sea D(f) = f' (la funcién derivada), como D es una transformacién lineal de C*°([0, 1]).
Pruebe que f(x) = ce*® son los tinicos vectores propios de D. (Ayuda: Use (e **g(z)) =
0 siy sélo si D(g) = \g)

De un contraejemplo a la siguiente proposicién: Si x; es valor propio de T; (i = 1,2),
entonces x; + 9 es valor propio de T + T5.

Si v es un vector propio de T, probar que también lo es de p(7') donde p(x) es un
polinomio con coeficientes en R.

Sea D : R, [x] — R, [z] una transformacién lineal tal que D(2*) = kz*~!. Hallar el
polinomio caracteristico de D, los valores propios y los espacios propios de D.

Pruebe que los valores propios de una matriz A de orden n regular son /\% si Spec(A™!) =
{1, At

Pruebe que A regular implica que AB es similar a BA.
Pruebe que similaridad es una relacién de equivalencia en el conjunto M, (R).

Si es posible, diagonalice en R o en C las siguientes matrices:

o %3
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81

82

83

84.

85

86

7T 4 —4
b) 4 -8 -1
| -4 -1 -8
[2 —i 0
c) i 2 0
| 0 0 3
(1 «a
d) | a —1
. Pruebe que

255

a) Una matriz simétrica tiene todos sus valores propios reales.

b) Una matriz antisimétrica tiene todos sus valores propios complejos con parte real

nula.

¢) Una matriz cuadrada A y ortogonal (A~! = A?) tiene todos sus valores propios

igual a 1.

. Si ¢q(x) es el polinomio caracteristico de Ay y ca(x) lo es de As. ;Cudl es el polinomio

L. 1 O
caracteristico de { 0 A
2 —1 1
-1 2 —1
1 -1 2

. Para A =

directamente que pa(A) = 0. Use el resultado anterior para expresar A™!,

}? Jidem para [ A4

As
0 A

|7

encuentre el polinomio caracteristico pa(x). Verifique

A3, At

y A® como polinomios en A de grado menor o igual a 2.

<
I
oo RN

S O =N O

S OO O

=N O OO

. Cudntos vectores propios que sean linealmente independientes tiene .J7, donde

N O O OO

. Sea V' un espacio vectorial real de dimensién n. ;Cudl es el polinomio caracteristico de
la transformacion lineal identidad sobre V7 ;Cuadl es el polinomio caracteristico de la

transformacion lineal nula?
0

. Dada la matriz A =

O O 2
o o OO

es A diagonalizable?

o O oo

o O OO

€ My(R). (En qué condiciones para a,by ¢ € R
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5.3.1. Ejercicios complementarios

A continuacién presentamos una seleccién de problemas, incluidos en certamenes

1 0 4
1. Dada A = | 0 1 2 | setiene T : R*® — R3 definida por T(z) = Az. {Es T un
4 2 5
isomorfismo?. Si lo es, definir 77! : R® — R3. Justifique.
1 0 1 1 9
2. SeaT € L(R3? R?) con B = 0o, 11/.,]2 basedeR?’yC:{{ },[ ]}
2 5
0 1 1
basede R*. Dada [T = | _9 g | entonces determinar:

a) ker(T). ;Estd (1,2,—3) 6 (2,3,2) en ker(7)?. Justifique.

I
b) T | z2 | en base canénica.
T3

¢) Nul(T),Rg(T).

d) Im(T) ;Est4 [ _11 ] 6 {H 6 {H en Im(7)?

e) bases By, By de R? y R? respectivamente, tal que:

mE=15 0 0l

3. Encontrar una transformacion lineal 7' : R?* — R? tal que ker(T') = ((1,2,1),(0,1,1))
y T(1,0,1) = (4,12).

4. Seala funcién F : R? — R? definida por F(1,2) = (1,4) y F(0,1) = (2, 8). Determinar:

a) Si F' es una transformacién lineal.

b) F(x,y)y [F ]g siendo C' la base canénica de R?.

c¢) ker(F') e Im(F). ;Es F sobreyectiva?. Justifique.
)

d) ;(15,60) y (—3,4) son vectores de Im(F')?. Justifique.

. d
5. Sea D : Rjlzx] — Ry[z] una funcién definida por D(p(x)) = —(p(x)). Dados los

conjuntos By = {1,x,2% 2%} y By = {1, 2,2} entonces:

a) Demostrar que D es una transformacion lineal.

b) Demostrar que B; y B son bases deRj [z] y Ry [x] respectivamente.

c¢) Determinar [D]gf :
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d) ;Es D un isomorfismo?

6. Sea T : Ry[z] — R? una funcién definida por T'(az? + bx + ¢) = (a,b,c). Sea B =
{1,2,2% — 1}

a

b

Demuestre que 1" es una transformacion lineal.
Demuestre que B es una base de Ry [z].

c¢) Calcule [T]g donde C' es la base canénica de R3.

)
)
)
d)

.Es T un isomorfismo?. Justifique su respuesta.

7. Considere la transformacion lineal T : R* — R? definida por T'(x1, z9, 23, 14) = (21 +
2x9 — w3 + 4wy, 221 + 439 + 313 + b1y, —T1 — 229 + 63 — Ty)

a) {Que condiciones deben cumplir r, s, € R tal que (r, s,t) € Im(7")?, ;Cuél es el
rango de 17

b) ;Que condiciones deben cumplir a,b,¢,d € R tal que (a, b, c,d) € ker(T)?, ;Cudl
es la nulidad de 77
8. Sean f € L(R* R?) y g € L(R? R?) tales que:

flx,y,z,t) = (@ +y,z+t,a+2+1t)y g(z,y,2) = (22 + 3y, z — 22),

a) Probar que go f € L(R* R?).

b) Hallar la matriz asociada a esta transformacion lineal, g o f, respecto de las bases
candénicas.

c¢) Verifique si se cumple una de las siguientes afirmaciones:
lgo fI=1gllf1 6 lgofI=1[f]ldg]-
9. Sea f € L(R3 R3) definida por f(x,y,2) = (x —y + 22,22 +y, —x — 2y + 22)

a) Determine [f],, donde C es la base canénica de R?.
b) Determine ker(f) e Im(f).

c¢) Encuentre una base de ker(f) y una base de Im(f).
d) Determine Nul(f)y Rg(f).

10. Sea f:Ry[z] — Ry [z] tal que f(az? + bz +¢) = (a+b)x + (2a — b+ ¢)

a) Pruebe que f es una transformacion lineal.
b) (Es f epiyectiva?, justifique.

c) ;Es f inyectiva?, justifique.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.
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Sean B = {(1,2,3),(0,1,0),(1,1,0)} y B' = {(1,1,0),(0,1,1),(1,0,1)} bases de R? y
B" ={(2,1),(0,—1)} base de R?. Consideremos, f : R* — R? definida por
£(1,2,3) = (0,0,7);  £(0,1,0) = (0,2,0); f(1,1,0) = (1,1,1)

"

y g:R3 — R? tal que [g BN [ 41 g } . Encuentre [g o f]5 .
Sean B = {(1,3,0),(0,1,0),(1,5,2)} (—5,9,6),(0,1,1),(1,5,4)} bases de R3.

Sea f € L(R® R®) tal que [f]5 =

HOO%

a) Demuestre que f es un isomorfismo.
b) Determine [f~1]%,.
c¢) Encuentre f~1(—6,8,6).

Sean [ : Ry [z] — My(R) definida por f(az?® + bx + ¢) = { Zi_l; g;—i—cb } .y B=

1 0] 11 11 11
2 2 _ g
{z°+2x+1,22° — 3,2} basede Ry [z] y B {lo 0_,[0 O}’ll 0],[1 1}}

!

base de My(R). Encuentre [f]5 .

19 0 16
Sea fe L(R3R3)talque f(X)=]| -4 3 —4 | X para X € R3.
—-20 0 -—17

a) Encuentre una base B de R? tal que [f], sea diagonal. Obtenga [f]5 .

19 0 16
b) Encuentre una matriz P, invertible tal que [f], =P~ '| -4 3 -4 | P.
-20 0 -—17

Seaf:R3_>M2(R) talquef(x,y,z)z |:i_|_y g:;_z:|

a) Encuentre ker(f).
b) Halle una base de Im(f).
¢) Sean B = {(1,0,1),(2,1,—1),(1,1,1)} base de R® y B’ la base canénica de M,(R).

Encuentre [f]5 .

Sea I :R3 — R? una transformacién lineal definida por

F(1,0,0) = (0,1,2); F(0,1,0) = (0,0,3); F(0,0,1) = (0,0,0).

Dada Id la transformacién identidad de R3, determinar:
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@) (Id— F)(z,y,2)
b) Im(Id — F)
c) ker(Id — F)
d) Rg(Id— F)
e) Nul(Id—F).

17. Sean T : Rs[z] — My(R) tal que T(ax® + ba? + cx + d) = {g d} y B =
{1,z + 1,22 2* — 1} base de R3 [].

5 , 1t o] Jo27 00100
a) Calcule [T]; donde B—{{O O}’{O 1],{0 L1 o es una base
deM2<R)

b) (Es T un isomorfismo?. Justifique.

18. Sea T : R® — R3 una funcién lineal tal que :

T(1,0,1) =(2,-1,0); 7(0,1,2)=(0,1,1); T(1,1,1)=(2,0,1),

a) Determinar T'(x,y, z), donde (z,y, z) € R3.

b) Determinar una base de Im(7T") y Rg (T).

¢) Determinar una base de ker(T") y Nul(T).

d) ;Estan (2,2,3),(1,0,1),(4,3,7) en Im(7)?. Justifique.

19. Sean f : R? — R? definida por f(z,y) = (v + 2y,3z — 2y) y g : R? — R? tal que

l9lc, = [ ?) (1) } con Cy base canénica de R? y B = {(2,1),(1,2)},

a) ;Es f una transformacion lineal de R??

b) ;Es f o g un isomorfismo de R??

20. Sea T € L(R* R*) tal que B =1{(2,-1),(-1,0)} y

B' = {(1,0,0,1),(1,1,0,0),(0,1,0,1),(0,0,1,1)} bases de R? y R* respectivamente.
2 0

-1

3

2

!

Ademss sea [T]5 =

=N

a) Hallar [T]g; donde Cy, Cy son las bases canénicas de R? y R* respectivamente.
b) Determinar una base de ker(T) y Nul(T).
¢) Determinar una base de Im(7") y Rg(T).
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0 si i<y
21. Considere la matriz A = (a;;) € M,(R) tal que a;; = a; si 1 =j . Demuestre
Qjj si ¢ > 7
que Spec(A) C R.

22. Determine si cada una de las siguientes afirmaciones es verdadera o falsa. Justifique :

a) T € L(]R", R™) y B, B’ bases de R" y R™ respectivamente tal que n > m, entonces
( B € Mpxm(R).
b) T € L(R* R3) entonces existe v # 0 en R* tal que T'(v) = 0.
c) f€L(V,V), f esinyectivay B es una base de V' entonces f(B) es una base de V.

d) Sea A € M3(R),t = 5 valor propio de Ay X € M;«3(R) es un vector propio
correspondiente, entonces AX = 5X.

23. Dadas las siguientes afirmaciones, determine cuéles de ellas son verdaderas y cuédles
falsas. Justifique en cada caso:

a) Sea F: R? —» R3 B = {(1,2),(2,1)} base de R? y C' la base canénica de R? y

2ytx -y dytw
3 737 3 '

entonces F(z,y) = (

b) U={(z,y,2) €R® |/ x+y— 2=0} subespacio de R?® entonces {(1,0,—1)} es
una base de U.

c¢) Si{vy, v, v3} esunabasede V'y g € L(V, W) es inyectiva entonces {g (v1) , g (v2), g (v3)}

es una base para Im(g).
d) Sea A = {(z1,79,73,74) ERY / 1z =1a9;203 =124} entonces dim(A) = 2y
A=((1,1,0,0),(0,0,1,1)).

24. Sea {(1,1,1),(0,1,0),(0,0,—1)} una base de R3. Sea f : R* — R? una transformacién
lineal tal que

f(1,1,1) = (1,-3,0); f(0,1,0) = (=5,0,1); f(0,0,—1) =(—4,-3,1).
Determinar:

a) f(z,y,z) para todo (z,y,z) € R3.

b) [flo donde C es la base canénica de R®.
¢) Una base para ker(f) (Es f inyectiva?
) R

d) Rg(f) iEs f epiyectiva?
25. Sea I : R* — R? definida por F(x,y,2,w) = (x —y+ 2,y + 2 — w)

a) Probar que F' es una transformacion lineal.
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b) Hallar una base para ker(F") y una base para Im(F).

c¢) Calcule las dimensiones de ker(F') e Im(F'). (Es F inyectiva?, ; Es F sobreyectiva?.

1)

26. Sea F': R® — R? tal que F(1,0,—1) = (1,
FO0,1L,1) = (1,1)
(17 2, ) = (17 )
Demuestre que F' es una transformacién lineal.

Calcule F(z,y, 2).

OI—‘

a
b
c
d

)
)
) Determine un conjunto generador de ker(F) y calcule su dimensién.
) (Es F sobreyectiva?. Justifique.

27. Dadas las siguientes afirmaciones, determine cuéles de ellas son verdaderas y cuédles
falsas. Justifique en cada caso:

a) Sea f : R"™ — R™ transformacién lineal, vy, v, v3 vectores linealmente indepen-
dientes, entonces f(v1), f(v2), f(v3) son también vectores linealmente inde-

pendientes.
b) Sean A € Myx3(R), b = (b1, b, b3,bs) € R* vector dado que es combinacién
lineal de las columnas de A, Rg(A) = 2 entonces el sistema Az = b tiene

solucién tnica.

c) Sean T : V — W una transformacién lineal y dim(V) = n, dim(W) = m tal
que Rg(T) = n entonces T es inyectiva.

d) Sean V = ((0,1,1),(1,-1,0)), W = ((1,0,1),(0,0,1)) y T : V — W tal que

)5 = [ ? :; } Luego, si v = (2,—1,1) en V entonces [T (v)]5 = [ g } :

-1 -1 2
28. Sea A= | 0 1 0 |.Encontrar una base (si es posible) que diagonalice A.
-1 0 2
-3 -6 0
29. Diagonalizar A = | =2 2 —1 | € M3(R). (es decir, hallar P € Mj (R) regular
2 1 -2
tal que P~'AP es matriz diagonal).
-4 2 -6
30. Si es posible diagonalice la matriz A= | —6 4 —6
3 —-15

1 -2
31. Dadalamatriz A= 1] 0 0
-2 4

o O O
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a
b

)
)

C) Encuentre los espacios generados por los vectores pI‘OpiOS.
)

d

Determine el polinomio caracteristico de A.

Determine el espectro de A, (Spec(A)).

.Es A diagonalizable?

2
32. Dada la matriz A= | 2 , determine:
1

— W
NN

a
b
c

d

El polinomio caracteristico de A.
Spec(A).

Los espacios propios de A.

)
)
)
) (Es A diagonalizable?.

—1
0
1

33. Dada la matriz A = , determine:

O = O
_= O O

a
b
c
d

El polinomio caracteristico de A.
Spec(A).

Los espacios propios de A.

)
)
)
) (Es A diagonalizable?.

34. Dadalamatriz B=|9 4 6 |, sesabeque Spec(B)={-1,1,3}.

a) Determine los espacios asociados a cada valor propio y las dimensiones de ellos.
b) (Es B diagonalizable?.



