HECTOR PATRITTI

<
O
<
>
nd
LLI
O
<
i
LL
O
V)
LL
=
O
O
<
S
3id
ol
<

ANA COLO HERRERA




PARA LOS CURSOS DE MATEMATICA DE LOS BACHILLERATOS
TECNOLOGICOS DEL C.E.T.P.

APLICACIONES DE LA

DERIVADA

Ejercicios resueltos

PROF. ANA COLO HERRERA PROF. HECTOR PATRITTI



DERECHOS RESERVADOS POR LOS AUTORES

Esta publicacion no puede ser reproducida en todo o en parte, ni archivada o trasmitida por
ningun medio electrénico , mecanico , de grabacion, de fotocopia, de microfilmacion o en otra
forma, sin el previo conocimiento de los autores.

Publicacion inscrita en la Biblioteca Nacional el 5 de enero del 2004 en el Libro No.29 con el
No0.232 habiéndose realizado los aportes legales correspondientes segin Art.7 de la ley No.
9739 sobre derechos de autor.

Email: anacolo@adinet.com.uy hpatritti@yahoo.com.ar
Telefax: 7120680 Montevideo -Uruguay



mailto:anacolo@aadinet.com.uy

Aplicaciones de la Derivada

CONTENIDO

0] [0 o SRR
Areas , Perimetros y VolUmeNes .........c.cccceoeveveveiennn,
FOrmulas TrigonOmeLriCas ........ccevvvvveresieesieere e s
Tabla de Derivadas ........cccocoveveieniniisieieene e
Seleccidn de definiciones y teoremas ........cccceeceeevvvrvenne.
Capitulo 1

1—1 INrOdUCCION ...ovviiiiiiiiiiiiee e
1-2 Enunciados de ejJerciCios .........ccoevvivveieereesreenne
1 -3 Resoluciones de ejJerciCios .........ccoceuverreenueriennenns
Capitulo 2

2 =1 INroduCCION .....cccvviiiiiiiie e,
2 —2 Enunciados de ejJerciCios .........cccvvvevveseeieeriennnnn
2 -3 Resoluciones de eJerciCios .........ccoceevvereerenennnnns
Apéndice

Unidades y equivalencias ..........ccccoovveereeriesiieseeriesnenns
Ejercicios SUQEridos ........cccveieiieiesie e

Bibliografia ........cccovvieiiiirieecc

Paginas
1- 4
5
6 - 7
8- 9
11 - 14
17 - 23
25 - 39
41 - 79
83 - 88
89 - 124
125 - 219
223
227
229

Ana Colo Herrera

Héctor Patritti



Aplicaciones de la Derivada

PROLOGO

Ana Colo Herrera 1 Héctor Patritti



Aplicaciones de la Derivada — Prélogo -

AL ESTUDIANTE

La presente publicacion tiene por objetivo poner a tu disposicion una amplia
serie de ejercicios , con sus correspondientes resoluciones , relativos a la aplicacion
del concepto de Derivada a problemas de las distintas disciplinas que involucran los
Bachilleratos Tecnoldgicos en sus diferentes orientaciones.

Partimos de la base de que estas familiarizado con los conceptos tedricos
correspondientes a Funciones de Variable Real que tu docente del curso ha
desarrollado respecto al concepto de Derivada.

Al comienzo de la publicacion encontraras un resumen de los conocimientos
que deberas tener presentes para resolver los problemas propuestos asi como una
tabla de derivadas.

Al final de la publicacién te sugerimos aquellos ejercicios que entendemos
adecuados segun el Bachillerato que estds cursando, sin que ello signifique
naturalmente , que los restantes carezcan de interés para ti.

Esperamos que si aun no lo estds , llegues a convencerte de la importancia
relevante que el concepto de Derivada tiene en la resolucién de problemas relativos
a la tecnologia en sus distintas disciplinas.

La publicacion esté dividida en dos Capitulos.

El Capitulol se refiere a la derivada como indice matematico que expresa la tasa de

variacion instantanea o rapidez de variacién instantanea de una funcién y consta de

veinticuatro ejercicios.
El Capitulo 2 estd dedicado a problemas de Optimizacion y consta de sesenta
ejercicios.

Los enunciados de algunos de estos ejercicios corresponden a conocidos
problemas que seguramente encontrarés en distintos textos de Matemaética pero que
han sido modificados y/o adaptados por los autores a los cursos de los Bachilleratos
Tecnoldgicos.

Otros son creacion de los autores.
El enunciado del ejercicio No. 54 corresponde al ejercicio No.18, pagina 317 del
libro “Calculo” de James Stewart que ha sido incluido por considerar que se trata de

una interesante muestra de aplicacion de los conceptos que estamos manejando

Ana Colo Herrera 3 Héctor Patritti



Aplicaciones de la Derivada —Prélogo -

en una disciplina aparentemente alejada de la que td has elegido
Las resoluciones de todos los ejercicios propuestos en la publicacion son de
exclusiva responsabilidad de los autores.

Deseamos hacerte una precision respecto de la notacién utilizada en la
resolucion de los ejercicios.

De las distintas notaciones que suelen utilizarse para la “funcién derivada primera”

de una funcion f de variable real x , a saber f°, fy ﬁ hemos adoptado la notacion
dx

de Leibnitz df que entendemos la mas adecuada pues explicita claramente la

dx
variable respecto de la cual se efectla la derivacion , hecho este que en los problemas

técnicos es absolutamente relevante.

df sera entonces la notacion para la funcion derivada primera. de la funcion f

dx
respecto de la variable x .

ﬁ(xo) sera el valor de la funcion derivada primera en el punto X
dx

2
Lz sera la notacion para la “funcion derivada segunda” de la funcién f respecto de
dx

la variable x .

(121;()(0) sera el valor de la funcion derivada segunda en el punto X,
dx

Previo al Capitulo 1 encontraras un resumen de formulas de perimetros , areas
y volimenes , un resumen de férmulas trigonomeétricas , y una tabla de derivadas.
También una seleccion de definiciones y teoremas que has visto en el curso tedrico y
que deberas tener presentes para resolver los ejercicios del Capitulo 1.
Si este material que ponemos a tu disposicion resulta de utilidad en tu formacion

matematica habremos alcanzado nuestro objetivo.

LOS AUTORES
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Perimetros , Areas y VVolumenes

Triangulo
a c p=at+b+c
h A= @
2
b
Rectangulo
a
b p=2a+2b
A=ab
Hex&gono
L p=6L
A= P2
2
Circulo

Sector circular

Long. Cfa.= 2nR
A=nR?

Long. Arco = RO
1

R A= -R2%0
2
Esfera Cilindro Cono
e
<+ <+“—>
R R R
A = 47R? Agotal = 27R% + 27Rh V= gnth
_4 3 2
V=—nR V=t R°h
3
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Aplicaciones de la Derivada

TRIGONOMETRIA

Unidades de medida de angulos

Grados
Radianes
. . 0 180° o .
Equivalencia: 360" =2n rad. ——> 1lrad= ——=57"17
T

Longitud de un arco de circunferencia de radio R que subtiende un

anqgulo central 6

s=R0 0 en radianes

Valores de lineas trigonométricas de algunos angqulos especiales.

0 Grados 0| 30 45 60 90 | 120 | 180 | 270 | 360
0 Radianes | 0 i z z z 2 T Sr 27
6 4 3 2 3 2
sen 0 0 1 Q @ 1 @ 0 -1 0
2 2 2 2
cos 0 1 @ @ 1 0 1 -1 0 1
2 2 2 2
tg 0 0 ? 1 |3 |3 |-3] 0 2| 0
Angulos suplementarios O+¢p=m
sen 6 = sen (n—0) cos 6 = - cos (n—0) tg 6 =-tg (n—0)
Angulos complementarios 6+ ¢ = %
sene:cos(%-e) tge:cotg(%-e)

Anqgulos opuestos

Sen(-0)=-sen6 cos(-6)=cos6 tg(-6)=-tgo
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Anqgulos que difieren en %yen I
sen(6+%):cose cos(6+%):-sen6 tg(6+%):-cotge

sen (6+m)=-sen 6 cos(0+m)=-cos6 tg(6+7)=tg 6

Teorema del seno

senA senB  senC

A
a b c
c b
Teorema del coseno
B a C
a®=b’+c°~2bccos A
b®=a’+c’—2accosB
c?=a’+b’-2abcosC
Férmula fundamental
senzx + coszx =1
Férmulas de suma y resta de &ngulos
sen (X +Yy)=senxcosy +cos Xseny
sen(X—y)=senxcosy— cosxseny
Cos(X+Yy)=COSXCOSYy— senxseny
COS(X—Yy)=COSXCOSYy+senxseny
tgx +t
g(x+y)= > 9
1-tgx tgy
tgx - tgy
tg(x-y)=
9(x=y) 1+ tgx tgy
Férmulas del angulo doble
sen 2X = 2 senx cosx C0S 2X = Cos°x — sen’x tg 2x = 2tg>2<
1-tg°Xx

Férmulas del anqulo mitad

2. _ 1-cos2x

2 1+ cos2x
sen“x =

COS™X
2 2
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Aplicaciones de la Derivada

TABLA DE DERIVADAS
df df
f(x — f(x —
e dx ) dx
k 0 senx CoSX
X 1 COSX - sen X
X] sg(x) x=0 tgx 1+ tgzx
x™ mx™? Arcsenx !
\J1- x2
1 1
X 2 Arccosx 5
1=
1 1
Jx —— Arctgx
2-/x 1+x
3/x 31 shx chx
3 x2
e* e* chx shx
T
Lx X thx 1 - th’
1 1
L|x| X Argshx
X2 +
1
Sg(x) 0 vx=#0 Argchx
2
X -1
X X i
a a’ La Argthx 1-x2
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DERIVADAS DE FUNCIONES COMPUESTAS

d(fo d(fo
fo)| 2D (rag) (fog)
dx dx
g(x) dg sen g(x) Cos g. dg
dx dx
k.g kd—g cos g(x) -seng. dg
dx dx
d d
o | so@). o tg g(x) (1+tg%g). o>
dx dx
-1 dg 1 dg
m mg™* =Y Arcsen g(x el
g g dx g(x) T—xz dx
1 1 dg 1 dg
— -— — | Arccos g(x - -
1 dg 1 dg
—_— Arctg g(x —
o 2./g dx 99() 1+g2 dx
1 dg dg
3 - = sh g(x ch g(x). —
3g A2 o g(x) 909.
ed 9 dg ch g(x) shg(x). 99
dx dx
ldig 2 dg
Lg oLlgll g dx th g(x) (1-th'g)
g 1dg 1dh 1 dg
L= === _=="| Argshg(x ==
h gdx hdx gsh () /1+g2 dx
a’ a%La 99 Argch g(x) 1 dg
h h | dh h dg 1 dg
—Lg+—— Argth g(x —
g g{dxg gdx} gth g(x) 1— g7 dx
hed e g{thr h.dg}
dx dx
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Aplicaciones de la Derivada — Resumen -

SELECCION DE DEFINICIONES Y TEOREMAS

Definicion de funcion derivable en un punto.

Una funcion f de variable real x con dominio D se dice derivable en un punto X,

perteneciente a D si y sdlo si existe y es finito , el siguiente limite:
f(x +h)-f(xo)
h

lim h <R

h—>0

Al valor de dicho limite se le llama * derivada de la funcion f en el punto xg».

Teorema 1) Derivada de suma de funciones

H) Sify g son funciones derivables en X,

d(f+g) _df d
dx : (XO)_(j)((XO)+(j>§i(XO)

T

Teorema 2) Derivada del producto de funciones
H) Sify g son funciones derivables en X,

d(f. df d
09) )= 90600 2 (1) 1050) B )

T

Teorema 3) Derivada del cociente de funciones
H) Si f y g son funciones derivables en X, con g (X)# 0

i df d
.- (9]<x0> Gk} (o)~ ko) g (xo)
dx gZ(Xo)

Teorema 4) Derivada de la funcion compuesta o regla de la cadena

H) Si gesderivableen x,y f derivable en g (Xo)

m) 40D~ & fox ). 2 xo)

Ana Cold Herrera 11 Héctor Patritti



Aplicaciones de la Derivada — Resumen -

Definiciones

Funcidn creciente en un punto

Una funcion f es creciente en un punto X, si cumple:
f(X) < T (Xo) vx € Ex, s (semientorno izquierdo de centro X, y radio o)

fx) > f(xg) VXe E;O s (semientorno derecho de centro X, y radio 6 )

Funcién decreciente en un punto

Una funcion f es decreciente en el punto x, si cumple:

f(X)2f(xo) VX € Ex, 4

+
f(xX) <f(Xo) VX € EX0,5

Méaximo y minimo relativos

f(x,) es maximo relativo en x, de la funcién f si se cumple:

f(Xo) 2f(x) Vx e Exo s

f(Xo) es minimo relativo en X, de la funcion f si se cumple:

f(xo) <f(x) Vx e Exo s

Teorema 5) Relacién entre derivabilidad y continuidad

H) Si una funcion f es derivable en el punto x,

T) fescontinuaen el punto X

Sobre este teorema recuerda que el reciproco no es valido, es decir, existen funciones

continuas en un punto pero no derivables en él.

Teoremas que relacionan la derivada en un punto con la variacion de la funcién en él.

Teorema 6)

df
H) — 0
) i (x0)>

T) f creciente en el punto X,

Ana Col6 Herrera 12 Héctor Patritti



Aplicaciones de la Derivada — Resumen

df

Teorema7) H) —
dx

(x0)<0

T) f decreciente en el punto Xp

Teorema 8) H) f presenta maximo o minimo relativo en xg

df
3 _
dx (Xo)

T) :j:((xo) =0

Respecto de este teorema debes tener presente que:

1ro) EI reciproco no es cierto. Puedes tener una funcion con derivada nula en un
punto Xg Yy la funcién no presentar en €l un extremo relativo. La fig. (1) te muestra
esa posibilidad.

2do.) Una funcion puede presentar extremo relativo en un punto X, y no ser derivable

en él. La fig. (2) te ilustra uno de estos casos para una funcion continua en xp y la

figura (3) para una funcion discontinua en Xg .

Af(x) A f(x) A f(X)

FJ P

0 Xo X 0 Xo X 0 Xo X

fig. (1) fig. (2) fig. (3)

Teoremas que relacionan la derivada sequnda de una funcidn con su concavidad.

2
Teorema 9) H) ZZ(XO) >0 T) f presenta concavidad positiva en Xg
X
d%f . .
Teorema 10) H) d—z(xo) <0 T) f presenta concavidad negativa en Xg
X

Ana Col6 Herrera 13 Héctor Patritti



Aplicaciones de la Derivada — Resumen

Teoremas relativos a intervalos (a , b).

Teoremas que relacionan la derivada 1ra. con la variacion de la funcion.

Teorema 11) H)

Teorema 12) H)

Teorema 13) H)

Teorema 14) H)

Sf >0 Vxe(ab) T) f crecienteen (ab)

Sf <0 Vxe(ab) T) f decrecienteen (ab)
X

2

j]; >0 Vxe(ab) T) ftiene concavidad >0 en (a,b)
X

d%f . .

d—z <0 Vxe(ab) T) ftiene concavidad <0 en (a,b)
X

Ana Colo Herrera
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Aplicaciones de la Derivad

CAPITULO 1

df
= (x
dX(o)

f(X) y
df
y — f(xo) :dX(Xo ) (X = o)

f(Xo)

Demanda NEWTON

A

N\ IT_ kAT
» Precio dt

»

1-1 Introduccion
1-2 Enunciados de ejercicios

1-3 Resolucion de ejercicios
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INTRODUCCION

Capitulo 1
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Aplicaciones de la Derivada — Introduccion- Capitulo 1

INTRODUCCION

En este Capitulo 1 te proponemos ejercicios tratando de que valorices la
derivada de una funcion en un punto como indicador matematico de la rapidez
instantanea de variacion o tasa instantanea de variacion de una funcion.

En distintas disciplinas como Electricidad , Electrénica , Termodinamica |,
Mecanica , Economia , Biologia , etc , resulta de importancia fundamental no s6lo
saber que determinada magnitud o cantidad varia respecto de otra , sino conocer cuan
rapido se produce esa variacion.

Puedes imaginar numerosos ejemplos de ello que seguramente te son familiares.
Pensemos , por ejemplo , en una persona que cae a un rio cuyas aguas se encuentran
a muy baja temperatura.

Es claro que la temperatura corporal sera funcion del tiempo que la persona
permanezca en el agua y claro también es que la funcién serd decreciente al haber
pérdida de calor del cuerpo hacia el agua tendiendo el mismo a alcanzar la
temperatura del agua dada la diferencia de masa entre ambos.

Sin embargo en este problema resulta vital conocer la rapidez de disminucion de la

temperatura del cuerpo que por cierto no es lineal.
La disminucion podria ser mas rapida al principio de la caida e ir luego
enlenteciéndose , ocurrir exactamente lo contrario , etc.
De toda esa informacion dependerd que sepamos cuanto tiempo se tiene aun
disponible para salvar la vida de la persona , y esa informacion nos la dara
justamente la derivada de la funcién en cuestion.

De hecho muchas cantidades o0 magnitudes que conoces se definen

justamente como derivada de otra.

A titulo de ejemplo: la rapidez instantanea de un movil se define como la derivada
de la funcion espacio recorrido; la aceleracién como derivada de la velocidad ; la
fuerza electromotriz inducida , en Electrotecnia , como la derivada del flujo del
campo magnético, todas ellas respecto de la variable tiempo (t). EI angulo de

desplazamiento del eje de una viga, como derivada de la funcion “elastica de la

viga”; laintensidad de corriente eléctrica como la derivada de la carga eléctrica

Ana Colo Herrera 19 Héctor Patritti



Aplicaciones de la Derivada — Introduccion- Capitulo 1

respecto del tiempo ; el gasto instantaneo , en Hidraulica , como derivada del
volumen respecto del tiempo, etc.
Al respecto resulta importante que hayas entendido con claridad el significado de lo

que en el curso teorico has llamado “Interpretacion geométrica de la derivada” donde

has demostrado que la derivada de una funcién f en un punto xg ( jf(xo))
X

representa el coeficiente angular de la recta tangente al gréfico representativo de la

funcién en el punto_[xq_ f(xo)]

Este resultado no es una mera curiosidad geométrica sino que su alcance es
relevante.

Detengamonos en este punto para ayudarte a recordar.

Considera una funcion f de variable x. En la figura (1) tenemos parte del gréafico

representativo de la funcion y sea xp el punto del dominio que hemos elegimos para

trabajar .
R
Q
f(xoth) I
f(Xo) P R
0 Xo Xo+h "X

fig. (1)

Recuerda que llamamos “punto” al valor Xp Yy no al punto geométrico P.
Incrementamos ahora nuestra variable x en un valor h arbitrario y pasamos al nuevo

punto Xg+ h .

Ana Colo Herrera 20 Héctor Patritti



Aplicaciones de la Derivada — Introduccion- Capitulo 1

El incremento h puede ser tanto positivo como negativo. En el caso de la figura lo
hemos tomado positivo moviéndonos en consecuencia hacia la derecha de xg.
Veamos que ha ocurrido con la funcion f.

En el punto xq el valor funcional es f(xg) yenel punto xg+h es f(xp+h).

La diferencia f (xg + h) - f(xg) indica en valor y signo la variaciéon del valor
funcional provocado por el incremento h de la variable x .

A esa diferencia se le llama “incremento de la funcion en el punto Xq correspondiente

al incremento h” En la figura (1) este incremento es la medida del segmento QR.
Consideremos ahora el cociente de ambos incrementos ,vale decir :

f(xo + 1) =1(xo)
h

A este cociente se le denomina “ cociente incremental en el punto Xq”.
Es importante que comprendas que este cociente incremental indica la rapidez

promedio de variacion de la funcion en el intervalo [ Xo  Xo + h].

Si disminuimos el valor del incremento h iremos obteniendo nuevas tasas promedio
de variacion de la funcion , en general diferentes (excepto si la funcién es del tipo
f(x) = Kx en cuyo caso el cociente incremental dara siempre constante e igual a K).

Si esa sucesion de valores del cociente incremental tiene limite finito para h— 0

habremos obtenido la rapidez instantanea de variacion de la funcion en xg .

Es al valor de ese limite que hemos llamado “derivada de la funcién en el punto xp”
Desde el punto de vista grafico has visto que el cociente incremental es la tangente
trigonométrica del angulo QPR de vértice P, hecho que deduces de aplicar
simplemente la definicidn trigonométrica de tangente en el tridngulo PRQ y que te
permite afirmar que el valor del cociente incremental es la pendiente o coeficiente
angular de la recta PQ.

El paso al limite que has efectuado posteriormente te permite entonces concluir que
el nimero real que has obtenido como derivada de la funcion f en el punto xg no es
mas que el coeficiente angular de la recta tangente al grafico en el punto P.

Debes tener presente entonces que cuando calculas la derivada de una funcion f en

un punto xp obtienes el coeficiente angular de la recta tangente al grafico de la

funcién en el punto (Xg, f(Xg)) , pero la informacion que has conseguido no es
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Aplicaciones de la Derivada — Introduccion- Capitulo 1

meramente una informacion geomeétrica.

Esta informacion te permite obtener la rapidez con que esta variando la funcion en
el punto considerado.

Cuanto mayor sea el valor absoluto de la derivada en el punto , mas rapido varia la
funcién en él , y esta informacion es de vital importancia en una variedad enorme de
problemas de distintas disciplinas.

Ten presente que a la hora de resolver problemas de la realidad , aplicando modelos
funcionales , nuestras funciones f representaran magnitudes o cantidades que varian
en funcion de otras magnitudes o cantidades a las cuales representara nuestra
variable x .

Por ejemplo si estas estudiando la variacion en el tiempo de la energia E dada por un
dispositivo de algun tipo , nuestra funcion f representard la funcién energia E
nuestra variable x representara al tiempo t y nuestras f(x) representaran los valores
de E(t) .

Si calculas la derivada en algun instante to {dE(to)] habras obtenido con qué
dt

rapidez estd cediendo energia el dispositivo en ese instante medida , por ejemplo ,

Calorias
en ——
hora

, Si esas son las unidades con que estas trabajando , digamos , en un
problema de Termodinamica.

Esa derivada que has calculado no es otra cosa que la “potencia” del dispositivo en
ese instante.

Después de definir derivada en un punto has visto el concepto de funcion derivada.

A esta nueva funcion , asociada a tu funcion original , debes concederle toda la
importancia que realmente tiene.

Supongamos que has representado graficamente cierta funcion f representativa de
cierta magnitud interviniente en un fendmeno como funcién de otra magnitud , por
ejemplo el tiempo.

La sola visualizacion de la curva te permite obtener variada informacion sobre lo
que esta ocurriendo en el fenémeno.

Conoceras cuando la magnitud en cuestion aumenta y entre qué instantes , cuando
disminuye , cuando se producen sus maximos y/o minimos y cuales son sus valores.

Pero puedes obtener ain més informacion cualitativa si imaginas como van variando
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Aplicaciones de la Derivada — Introduccion- Capitulo 1

las pendientes de las rectas tangentes en los distintos puntos de la curva.

Podras concluir , por ejemplo , si aumenta o disminuye la “rapidez” con que la
funcién aumentaba o disminuia sus valores , podras decidir eventualmente que tu
funcién aumenta cada vez mas rapido hasta cierto instante a partir del cual si bien
sigue aumentando lo hace cada vez méas lentamente ( punto de inflexion de la
gréfica) o a la inversa.

Tendras entonces un panorama mucho mas completo del desarrollo del fendmeno
con toda la informacion adicional que te permite obtener la funcion derivada.

Es claro que si obtuvieras la expresion analitica de la funcion derivada podrias
obtener datos cuantitativos de todo lo anterior , incluso la representacion grafica de
la funcion derivada te permitiria tener una idea rapida y mas acabada de cdémo
transcurre el fendbmeno en estudio.

Esperamos que todo lo dicho te haga valorar , en su justa medida , el aprender a
interpretar graficas obteniendo de ellas toda la informacion que realmente contienen.
En muchos fendmenos , incluso , no es posible obtener una expresién analitica de la
magnitud a estudiar , recurriéndose entonces a instrumentos adecuados para obtener
su representacion gréfica, procediéndose luego a la interpretacion de la misma.
Piensa , por ejemplo , en los electrocardiogramas , sismogramas , poligramas

(poligrafo o detector de mentiras ) , etc.
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LA DERIVADA
COMO TASA DE
VARIACION DE UNA
FUNCION
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Ejercicio No. 1 — Quimica — ( Resolucion pagina 43 )
La ley de Boyle para los gases perfectos establece que a temperatura constante
PV=K donde P es la presion, V el volumen y K wuna constante.

Si la presidn estd dada por la expresién: P(t) =30+ 2t con P en cm de Hg,

L 3 . , .
t en seg ; y el volumen inicial es de 60 cm~, determina la razén de cambio del

volumen V con respecto al tiempo t a los 10 segundos.
Ejercicio No. 2 -Contaminacion - ( Resolucion pagina 44 )

Una mancha con forma de cilindro recto circular se ha formado al derramarse en el

mar 100 m> de petréleo.

"N

DY I
espesor/

¥ "

Calcula con qué rapidez aumenta el radio de la mancha cuando ese radio es de 50m

. _— ) cm .
si el espesor disminuye a razon de 10h— en el instanteenque R=50m..
ora

Ejercicio No. 3 - Geometria - ( Resolucion pagina 46 )

El area de un tridngulo equilatero disminuye a razén de 4 cm™ por minuto . Calcula
la rapidez de variacién de la longitud de sus lados cuando el 4rea es de 200 cm?.

Se supone que el triangulo se mantiene equilatero en todo instante.

I o
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Ejercicio No. 4 — Electrotecnia-  ( Resolucion pagina 46 )

Sean dos resistencias R1 y R2 conectadas en paralelo. La resistencia equivalente R

111
cumpre- R R R

Si R1y R ;aumentan arazon de 0.01y 0.02 Q/seg. respectivamente, calcula la

razon de cambio de R cuando R; =30QQy R, =90Q) .

Ejercicio No. 5 - Hidraulica - ( Resolucion pagina 47)
Una tolva con forma de cono recto circular invertido de radio de base R y altura H
esta siendo llenada con liquido con un gasto constante Q = 0.5 m* por minuto.

A medida que se produce el llenado el nivel del liquido en la tolva sube.

Si R=2m y H=3m: Q

a)¢, Crees que ese nivel sube con velocidad constante?

Justifica tu respuesta sin efectuar calculos.

b) Calcula ahora esa velocidad, verifica tu respuesta anterior

e indica el valor de la velocidad cuando la altura del liquido

en latolva es de 1,5 m. ¢Qué condicion crees que deberia cumplir el recipiente para
que el nivel subiera a velocidad constante? Justifica mediante célculo en el caso
que el recipiente sea un cilindro recto circular.

Ejercicio No. 6 — Quimica - ( Resolucion pagina 48 )

Un globo esférico se llena con gas con un gasto constante Q = 100 litros /minuto.
Suponiendo que la presion del gas es constante , halla la velocidad con que esta

aumentando el radio R del globo en el instante en que R=0.3 m.
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Ejercicio No. 7 — Descarga de granos - ( Resolucion pagina 49 )

La caja de un camion transportador de granos esta siendo llenada con el grano

proveniente de un silo a razén de 0.5 m*® / min. |
El grano forma un cono circular recto cuya

altura es constantemente igual a 5/4 del radio

de la base. Calcula:

a) ¢A qué velocidad esta subiendo el vértice del cono cuando la altura es de 1.50 m?
b) ¢ Cual es el radio de la base del cono en ese momento y a qué velocidad esta
variando?

Ejercicio No. 8 — Fisica- ( Resolucion pagina 51)

Un cuerpo que pesa 0.5 toneladas es levantado verticalmente utilizando una eslinga

de acero que pasa por una polea colocada a 20 m de altura, como indica la figura.

Un extremo se une directamente al cuerpo y el otro, ( punto A), es arrastrado por un

vehiculo que se mueve hacia la derecha con velocidad v=20 km / horay a una altura

del piso de 1.50 m. La eslinga tiene una longitud de 50 m..

20mT =
\Y v
A 1.5m
1 i

Te pedimos :

a)¢ A qué distancia del cuerpo estara el vehiculo en el instante de iniciar la maniobra?
b) En cierto instante t el cuerpo se halla a cierta altura h respecto del piso y el
vehiculo a cierta distancia x del cuerpo. Encuentra la relacion entre x y h.

c) ¢ Cual es la velocidad del cuerpo en el instante en que su altura es de h=6 m?
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Ejercicio No. 9 - Fisica - (Resolucion pagina 52 )

Un foco de luz esta colocado a una altura de H metros sobre el nivel del suelo.

Una persona de altura h metros pasa por la vertical del foco moviéndose a velocidad
velocidad constante u m/ seg .

a) Calcula la velocidad V con que se mueve el extremo A de su sombra, en funcion
deH,hyu.

b) ¢ Cuél es esa velocidad si el foco luminoso esta situado a 4m del nivel de la calle,

la persona mide 1.75 de altura y camina a una velocidad de 1 m / seg ?

¢) Supongamos ahora que una segunda persona camina acompafiando a la anterior.
Investiga si es posible que la velocidad del extremo de la sombra de esta segunda
persona sea doble de la velocidad V de la primera .

F

7

Ejercicio No 10 — Fisica — ( Resolucion pagina 54 )

Un automovil recorre una carretera rectilinea con movimiento uniforme cuya
velocidad tiene médulo v, mientras un reflector colocado en el punto Fa distancia d
de la carretera lo ilumina constantemente, para lo cual se va girando sobre un eje.

Tomando tiempo t=0 cuando el maévil pasa por el punto O y suponiendo que en un
instante posterior t aquél ha recorrido una distancia x como se indica en la figura , te

preguntamos:

a) ¢Cual es la relacién entre el angulo 6 y la distancia x ?
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(O X A——> V

d

b) Recordando que la velocidad angular @ de un movimiento circular es:

dé
="
dt

i)¢Crees que el movimiento del reflector es circular uniforme? Busca una
justificacion sin realizar célculos.

ii) Encuentra la relacion entre o y x , bosqueja esa relacion y verifica tu respuesta a
la pregunta anterior.

c) Calcula w parax =0y x=50m, siendod=100my v=72Km/h,

d) Recordando que el movimiento del vehiculo es rectilineo uniformey por tanto
X =V.t, encuentra la expresion de w(t) .
e) Siendo la aceleracion angular del movimiento circular y=dw /dt, calcula

esa aceleracion y para x =0y x =50m.

Ejercicio No. 11 — Demanda — ( Resolucion pagina 56 )

Una féabrica vende q miles de articulos fabricados cuando su precio es de
p U$S /unidad.

Se ha determinado que la relacion entre py q es:
q2-2q./p-p?-31=0

Si el precio p del articulo es de 9 U$S y se incrementa a una tasa de 0,20 U$S por

semana, te pedimos :
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a) Calcula el nimero de articulos vendidos a 9 dolares.

b) ¢ Con qué rapidez cambia la cantidad de unidades q , vendidas por semana cuando
el precio es de 9 U$S?

Ejercicio No. 12 — Forestacion — ( Resolucion pagina 57 )

Para estimar la cantidad de madera que produce el tronco de un arbol se supone que
el mismo tiene la forma de cono truncado como indica la figura.

Radio r

\/y Radio R

siendo: r el radio de la base superior; R el radio de la base inferior y h la altura.
Recordando que el volumen V de un tronco de cono esta dado por la expresion:
V =1/3.h.(R*+R.r+r?) te preguntamos:

¢Cudl es la rapidez de variacion del volumen V en el momento en que: r =60cm
R=90cmy h=15m, si el incremento de r es de 10 cm / afo, el incremento de R
esde 15cm/afoy el de h de 25 cm / afio?

Ejercicio No.13 — Contaminacion — ( Resolucion pagina 58 )
Estudios realizados han permitido determinar que el nivel medio diario C de

monoxido de carbono CO, en el aire , en partes por millon (ppm) , en una ciudad ,

esta relacionado con la poblacion p expresada en miles de habitantes por la siguiente
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expresion : 5
c(p)= /F; 117

El aumento de poblacién en esa ciudad en t afios se estima que estd dado por la

relacion siguiente: p(t)=3,1+0,1t% en miles de habitantes.
¢, Con qué rapidez crees que estara variando la concentracion de CO, en esa ciudad
dentro de 3 afios?

Ejercicio No.14 — Variacion de volumen — ( Resolucion pagina 59 )

Un camidn descarga arena formandose un monticulo que tiene la forma de cono
recto circular. La altura h va variando manteniéndose constantemente igual al radio r

de la base.

Cuando la altura es de 1m. ella esta aumentando a razon de 25 cm / minuto.
¢, Con qué rapidez esta cambiando en ese instante el volumen V de arena?
Ejercicio No.15 — Fisica — ( Resolucion pagina 60 )

Un nifio sostiene el manojo de hilo de una cometa a 1,50 m del suelo. La cometa se

desplaza horizontalmente a una altura de 81,5 m. .

Te pedimos que calcules a qué velocidad debe el nifio soltar hilo en el momento en

que la cometa esta a 100m de él si la velocidad de la cometa es de 20 m / min.
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Ejercicio No. 16 - Termodindmica — ( Resolucion pagina 61 )

Una bebida se saca del refrigerador a una temperatura de 10°C y se deja en una
habitacion donde la temperatura es de 25° C.

Segun la ley de enfriamiento de Newton ( calentamiento seria en este caso el término
apropiado) la temperatura T de la bebida variard en el tiempo de acuerdo a la
expresion:

T(t)=25- A.e'kt con Ay k constantes.

a) Sabiendo que al cabo de 20 minutos la temperatura de la bebida es de 15° C,
calcula las constantes Ay k.

b) Bosqueja el grafico dela funcion T para t>0 y encuentra la expresion de
la rapidez instantinea de calentamiento de la bebida.

c) Encuentra el instante en que esa rapidez es maximay el instante en que ellaes la
mitad de la maxima.

d) ¢Cual sera la temperatura de la bebida al cabo de una hora?

Ejercicio No. 17 — Electricidad - ( Resolucion pagina 64 )

La carga eléctrica Q que atraviesa la seccion de un conductor esta dada por la

expresion:

Q) = -2 cos(w 1) < - O - g
2 a4 O g
J i

siendo Ay o constantes:

a) Grafica Q en funcién de t en un periodo.

b) Recordando que la intensidad I de la corriente indica la rapidez con que varia la
carga Q que atraviesa la seccién del conductor , deduce de la grafica de la parte a)
los instantes en que | es méxima y minima.

c) Verifica con el célculo tus respuestas a la parte anterior.

d) Calcula en qué instante la intensidad I en valor absoluto es la mitad del valor

maximo.
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Ejercicio No.18 — Propagacion de epidemia - ( Resolucion pagina 66 )

Un estudio realizado durante una epidemia que se propagd entre los animales del
rodeo vacuno de nuestro pais mostré que el nimero de animales afectados, t dias

después de iniciado el brote, respondi6 a una expresion del tipo:

N
1+ Ae Kt

n(t) =

N y A constantes, A>1,donde N era el nimero total de animales del rodeo nacional.
a) Demuestra que la méaxima velocidad de propagacion de la enfermedad ocurri6
cuando se infectd la mitad del rodeo.

b) Bosqueja la funcion n para t >0,y la funcién velocidad de propagacion V.
Ejercicio No.19 — Propagacion de rumor — ( Resolucion péagina 68 )

En una poblacion de P habitantes se desea estudiar la velocidad de propagacion de
un rumor.
Se adopta para ello un modelo matematico que indica que el nimero N de personas

que en un instante t han oido el rumor puede expresarse por la relacion:
N(({t)=P(1 —e_K't) con: Kcte.,, K>0, t enhorasy Ken (1/hora)

a) Si K=0,1 , calcula el tiempo transcurrido para que el 60% de la poblacion
conozca el rumor, y la velocidad de propagacién del mismo en ese momento.
b) Grafica N (t) parat >0 e indica en qué momento la velocidad de propagacion del
rumor es maxima.

c) Demuestra que el modelo matematico adoptado consistid en suponer que la
velocidad de propagacion del rumor fue proporcional al nimero de personas que en

un instante t todavia no lo habian oido.
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Ejercicio.20 — Poblacion de bacterias — ( Resolucion pagina 70)

La poblacion P de una colonia de bacterias con espacio y alimentos ilimitados, varia
. ., K.t
con el tiempo de acuerdo a la expresion: Pt)=C. € con C y K constantes,

tenhorasy Ken 1/ hora.

a) Si en el instante inicial t = 0 la poblacién era de 1000 bacterias y al cabo de
1 hora la misma se duplicd, determina los valores de C y K
b) Bosqueja el grafico de la funcion P, halla la velocidad v de crecimiento de la
poblacion en funcion de t y determina el instante de minima velocidad.
c¢) Calcula la poblacion al cabo de 2 horas y la velocidad de crecimiento en ese
instante.

d) Demuestra que el modelo matematico adoptado para el estudio del problema
consistié en suponer que la velocidad de crecimiento de la poblacién en un instante
fue proporcional al nimero de bacterias en ese instante.

Ejercicio No.21 — Variacion de la poblacidon - (Resolucion pagina 71)

Un modelo matematico para estudiar la variacion de la poblacion mundial P ha

supuesto que la misma esta expresada por :

P(T)=5.e 0.0278 1

con P en miles de millones de personasy t en afios.

En este modelo se han considerado constantes la tasa de natalidad ( nacimientos por
afio ) y de mortalidad ( defunciones por afio ).

Tomando t=0 en el afio 1987:

a) Bosqueja P como funcion de t para t >0.

b) Calcula la tasa de variacion instantanea de la poblacion en el afio 1987.

¢) Calcula la poblacion prevista para el afio 2005 y la tasa de variacion instantanea en
ese afo.

d) ¢ En qué tiempo se duplicaria la poblacién existente en 1987 y cuando alcanzaria
los 15.000 millones?

e) ¢Crees adaptado a la realidad este modelo matematico?
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f) Demuestra que en este modelo la tasa instantanea de crecimiento en un instante t
se ha supuesto proporcional a la poblacion existente en ese instante, y que la
constante de proporcionalidad vale 0.0278.

Ejercicio No.22 —lIluminacion — ( Resolucion pagina 72 )

Un terreno circular de radio R se ilumina con un foco colocado en el punto A como

indica la figura.

X

S
1u
? \'%

o

C
Un movil recorre el segmento BC con movimiento rectilineo uniforme de
velocidad u mientras su sombra S proyectada sobre el muro perimetral describe un
movimiento circular de velocidad V. (uy V , médulos).
En un instante t cualquiera el mdvil se encuentra en un punto P, siendo x la
distancia BP y s la longitud del arco BS. Recuerda que: s =R.
a) Halla larelaciénentre 6 y ¢ y calcula 6 en funcion de x .
b) Encuentra la expresion de VV como funcion de Xx.
c) Tomando t=0 cuando el movil pasa por el punto B, bosqueja la funcion V e
indica en qué posiciones del movil la velocidad de la sombra es maxima y minima
para x variando entre 0y 2R.
d) Calcula la velocidad de la sombra cuando el movil pasa por el punto medio del
segmento BO, e indica cuél es el porcentaje de esa velocidad respecto de la velocidad
maxima.
Ejercicio No.23 —Electrotecnia — ( Resolucion pagina 75)
Considera el circuito de la figura donde una tensién constante de V voltios se aplica
sobre una resistencia R (€2) cerrando instantaneamente la llave S en el instante t=0.
Se establece entonces en el circuito una corriente de intensidad | en Amp. que esta

expresada por la ley de OHM:
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|(t):\F: v

a) Grafical (t) ; Vt>0.
b) Supongamos que ahora agregamos al circuito una bobina de autoinduccion

constante , de L Henrios, y repetimos la operacion.

L
—
L

R

- []

t
: . . \Y/ -
La corriente que circula viene expresada ahora por: I(t) = R l-e?

t=L/R enseg, I en Amp., ten seg.

Al valor (1) se le llama “ CONSTANTE DE TIEMPO” del circuito.

c) Bosqueja el grafico de I(t) ,v t>0.

Deduce , comparando los bosquejos de las partesa) y b) cual ha sido el efecto de
introducir la bobina en el circuito.

d) Calcula la rapidez de variacion de I(t) en t=0 yen t=t.

e) ¢Como actuarias sobre las constantes del circuito para , sin variar el valor final de

la corriente, lograr que ella aumente sus valores més rapidamente ?
Ejercicio No. 24 — Electrotecnia — ( Resolucion pagina 78 )
Considera el circuito de la figura donde un condensador cargado de capacidad C

(Faradios) y tension inicial de V (voltios) entre sus placas, se descarga sobre una

resistencia R (QQ).
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Al cerrar la llave S comienza a circular una corriente de intensidad 1 dada por la

expresion:

t
V_f
I()=—e 7 S
® R

(Tt =RC constante. de tiempo)

O

a) Bosqueja I (t)

b) ¢ Cual es el valor maximode I (t) ?

c) Calcula la rapidez de variacionde lent=0y t=r.

d) Encuentra qué porcentaje del valor maximo de | alcanza la corriente para t=r.

e) ¢(Como actuarias sobre los elementos del circuito para , sin variar el valor inicial

de la corriente, lograr que ella disminuyera sus valores mas rapidamente?
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Ejercicio No.1

Se te pide en este ejercicio que determines la velocidad de cambio del volumen

. . . dv
respecto del tiempo en el instante t = 10 seg , 0 sea , el valor de la derivada Y

calculadaent = 10.

Laidea serd entonces expresar el volumen V en funcion del tiempo t.

Por un lado la ley de Boyle establece que P.VV = K y por otro conocemos como varia
la presion con el tiempo: P(t) =30 + 2.t

Basta entonces que despejemos el volumen de la ley de Boyle y luego sustituyamos

la presién por su expresion en t. Tendremos entonces:

K
V(t) = ——
(t) P()
Sustituyendo P(t) obtenemos finalmente:
K
V(1) = 1
® 30+ 2.t @)
Derivemos (1) y hallemos su valor en t = 10
av — _Lz — dl(lo) = _27K2
dt  (30+21t) dt 50

El dato de que el volumen inicial es de 60 cm® nos permite calcular la constante K.

En efecto, para t=0 debera ser V= 60.
. K
Sustituyendo en (1): 60 :% = K=1800

3
(:1\'[/(10) _ 3000y gy M g signo negativo indica disminucion.

2500 seg

En definitiva el gas esta disminuyendo su volumen a razén de 1.44 cm’ por seg a los

10 seg. de iniciado el proceso de compresion.

Veamos otra forma de resolver el ejercicio.
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Como la presion y el volumen son funciones de t la ley de Boyle establece:
1) p®.VH=K Vvt>0

Derivando ambos miembros de la igualdad (1) obtienes:

d(p.v) _ dK
dt dt

En el primer miembro tenemos la derivada de un producto y en el segundo de una

vt>0

constante, por tanto:

p— + = —=
dt - dt dt  pdt

Como nos interesa el instante t=10 debemos calcular , para sustituir en la relacién
d
(2): V(10), p(10) y d‘:(m).
De p=30+2t p(10) =50 p(0)=30
—>

dp dp
=2 —S(10)=2
4 4 10

De Boyle: { p(10).V(10) =K — V(lo):;()
p(0)V(0)=K == K=30.60=1800

Haciendo la sustitucion de valores en (2) encontramos la solucion ya conocida.

3
Naoy=-144 ™
dt seg

De esta forma se resuelve el ejercicio sin explicitar V(t).
Ejercicio No. 2

Debes hallar en este ejercicio la velocidad con que aumenta el radio R a medida que

la mancha se expande sobre la superficie del mar, en el instante en que R = 50m.

A Espesorh

«—
R=50m
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Podriamos pensar en hallar la expresion R(t) para derivarla posteriormente.

Sin embargo no se te indica como dato del problema la forma en que el espesor h
varia con el tiempo por lo que no lograremos encontrar R(t).

Debes encarar el ejercicio partiendo de la relacion entre R y h que nos proporciona el
volumen de la mancha que sabemos se mantiene constante.

Tendremos:

V=nR%h vi0 (1)

Derivemos ambos miembros de la igualdad (1) respecto de (t):

=N NV (rIR heg2dn )
dt dt dt

- : dv
Como V es constante, es decir independiente de t , sabemos que: ’m =0 lo que nos

permite concluir de (2) que: 2RC:;:.h+R2c:::O

Despejando aRr obtenemos: d—R:i.ﬁ (3)
dt dt  2h dt

Como tenemos el dato de que la altura de la mancha disminuye a razon de 10 hcm
ora

sera: dn =-1072 m

dt hora
De la relacion (1) , hzi2

7R
ComoV =100 m*, R=50m = h= 1002 _ 004,
.50 74

Sustituyendo valores en la ecuacion (3) se tiene finalmente:

R _ 507 402 _gog, M
dt  2.(0.04) hora

La velocidad con que aumenta el radio de la mancha cuando ese radio es de 50 m ,

m
resulta entonces cercana a los 20 —— .
hora
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Ejercicio No.3

Si llamamos L al lado del tridngulo equilatero, siendo su alturah = iL su area A

sera:

NE
(1) A:TLZ L h

con A=A(t) y L=L(t).

Se te pide la rapidez de variacién de la longitud de los lados por lo que debes calcular

Oc'j't‘ para A = 200 cm®.

Derivando respecto de t la igualdad (1) obtenemos:

dA_B o L
dt 4 dt
., . dL .. dA
De la expresion (2) debemos despejar E y sustituir E y L por sus valores

correspondientes al instante en que A = 200 cm’

2
De (1): 200 = Q.LZ: L =21.5cm Yy teniendo en cuenta que aA _ -4 Crr_]
4 dt min.
> di" ~ _78 ~_021 ﬂ
dt ~ 21,5-/3 min

Los lados estan entonces disminuyendo sus longitudes a la velocidad calculada.

Ejercicio No.4

com ~-tit L roPRRe o Gogor , R1Y R, funciones de t.
R Rl R2 R1+ R2

Derivando la tltima expresion respecto de t tendremos:
— Ry +R1.—= |(R1+Ry)-R1.Ry| —+ —=
dR_[dt 2 1dtj(1 2)-Ry 2(
dt (Ry+Ry)

Operando y simplificando obtienes:
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R
r? MRz, gz Ry

drR _ " gt dt
dt (Ry+Ry )
siendo: IR 001 -2y Ra_ggp 2 R; =302 ,R, =900
dt seg dt seg

Sustituyendo valores obtienes:

) -2
dR _ 900.2107%+8100.107° _ oo s Q
dt 1202 seg

La resistencia equivalente R esta entonces aumentando con la rapidez calculada.

Ejercicio No. 5
a) La respuesta a la pregunta es NO.

Tratemos de justificarla, para lo cual supongamos dos instantes diferentes t; y to

dh1 _¢_ \\ //
'y

Tdh ¢\ / h
N

a los cuales corresponden niveles h; y h, respectivamente , como indica la figura.

Consideremos intervalos de tiempos iguales “dt” en ambos instantes.
Los volimenes que ingresaran seran iguales por ser el gasto de entrada constante , y
ocuparan los volumenes indicados.

Los troncos de cono deben ir disminuyendo sus alturas “dh” a medida que h aumenta
y consecuentemente la velocidad de la superficie ira disminuyendo a medida que h

aumenta.

. . . : dh .
El calculo de la parte b) nos confirmara que la velocidad v = m es una funcién

decreciente con h.
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\ /1

<«

| H—
R | r
b) Consideremos que el liquido , en un instante t, ocupa el volumen sombreado.

Calculemos ese volumen, que sera el volumen ingresado al recipiente en el tiempo t.
Hemos considerado t =0 en el instante en que se comienza el llenado.
Tratemos de encontrar ahora la relacion entre r y h . Para ello podemos valernos

del teorema de Thales o del célculo trigonomeétrico.

; R
H h H
H < r
h 0
\
7 R? 3
El volumen sera entonces: V= 302 .h® siendo Vy h funciones de t.
H

Derivando respecto de t la expresidn anterior se obtiene:
dv  2R? an2 _R? p2.dh
dt 342" dt  H2 0 dt

dv . . ]
Como Q :E de la expresion anterior concluimos:

~dh QH?
dt  7.R%h?
La velocidad resulta entonces funcidon decreciente de h con lo que el célculo
confirma el razonamiento de la parte anterior.
Para los valores dados tendremos:

2
dh_ 0s() _om _oom

dt 7.22152 min. min.
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c¢) El razonamiento hecho en la parte a) del ejercicio nos conduce a afirmar que el

recipiente deberia tener seccion horizontal constante. En el caso de cilindro circular

tendremos: V=7c.R2.h con R constante.

Derivando respecto de (t): v = n.RZ.@ H
dt dt
Finalmente: v = @ = & = Vv constante.
dt  R? _—
«—>
2R

Ejercicio No. 6

Siendo el globo esférico de radio R su volumen V sera:
v=2,R? 1)
3
Ambos , V y R son funciones del tiempo durante el inflado del globo.
Como se te pide la velocidad con que varia el radio cuando su valor es de 0.3 m,
deberés hallar el valor de la derivada de R respecto del tiempo para el valor de R
indicado.

Comencemos entonces derivando la expresion (1). Tendremos:

WV _4r o dR

= 472
dt 3 dt dt

El gasto de gas para el llenado es :

(2)

3
Q= 4V _ 100 dﬂ
dt min

Sustituyendo valores en (2) obtenemos

dR Q 100 25 dm
aR_ Q _ -~ dn gas
dt  4.R? 4732 97 min

) . cm .
El radio aumenta entonces con una velocidad cercanaa 9 —— en el instante en que
min

R =30 cm.
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Ejercicio No. 7

A medida que se produce la descarga del grano la relacion entre el radio de la base y
la altura se mantiene constante e igual a 4 / 5 por lo que los distintos conos son
semejantes. El vértice del mismo sube verticalmente mientras que la circunferencia
base aumenta su radio horizontalmente.

a) En esta parte se te pide que calcules la velocidad con que esta subiendo el vértice.

. dh :
Llamando h a la altura del cono deberés calcular m enel instanteenqueh=15m

El volumen de grano en un instante t sera:

v=T1R2n
3

Como h=—-R = R:g.h Finalmente entonces:

Nl

V(t)=$;.7z.h3 (1)  con h=h(t)

Derivando la expresion (1) respecto de t obtienes:

divzgﬂlhzlﬁ ()
dt 25 dt
. dv m3
Siendo —=Q=05—- Q gasto de descarga del grano, h=1.5m
dt min
sustituyendo valores en (2) y despejando tendremos:
dt 8.2,25.x min

Esta es la velocidad con que sube el vértice del cono de grano en el instante en que
h=15m.
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. 4 . . .
b) Siendo R :E'h en todo instante t , derivando esta igualdad obtenemos la

relacion entre las derivadasde R y h.

dR _4dh
dt  5dt

Como se te pide la velocidad de variacion del radio en el mismo instante en que se te
pidié la velocidad de variacion de la altura , tendras:
dR 4

- %0.44~035 "
dt 5 min

El valor correspondiente del radio es:

R = 2.1,5 =120 m

Ejercicio No. 8

a) Posicion inicial

Deseamos calcular la distancia AB para lo cual utilizamos el teorema de Pitdgoras
en el triangulo ABC.

T C
20m =
R v
B A v 1.5m
-

A
dag = dac —d3c dgc =20-1.5=185m dac =50-18.5=31.5m
—> _ 2 2 _

dag = /3152 -18.52 =255 m
b) Posicién en un instante t.
c
p3
hy B X v
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Utilizando el teorema de Pitagoras en el triangulo A’ BC obtienes:

CP=20-h  AC=50-(20-h)=30+h BC=185m
= X?=(30+h)*-185> (1)

c) Las velocidades del vehiculo y del cuerpo seran respectivamente:
velocidad del vehiculo: v = dd)t< Velocidad del cuerpo:V = ZT

Derivando respecto de t la relacién (1) se obtiene:

dX

2X—— =
dt

2(30 + h).?jrt] @)

En el instante pedido se cumple:

v=3Km/h h=6m X=-/(30+6]-1852 =31m

Despejando 3? en (2) y sustituyendo valores encontramos que:

dh_ X dX_/(30+6-1857 dX _  Km
dt  30+h dt 30+h d¢t —  h

La velocidad con que esta subiendo el cuerpo cuando su altura es de 6m es entonces

de aproximadamente 2.58 Km /h = 0.7 m/ seg.

Ejercicio No.9

a)

Consideremos que en un instante t la situacion es la indicada en la figura.

Deseamos calcular la velocidad V del punto A, extremo de la sombra.
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De acuerdo a las notaciones elegidas tendremos

V= dx V= dy
dt dt

Usando la semejanza de los triangulos ABC y AFO o calculando la cotangente del

. £ . X X-y 1
angulo BAC concluimos que "o (Recuerda que cotgd = @0 )
g
Despejando (x): X = Hy 1)
H-h
Derivemos la expresion (1) respecto de t :
ax_ H dy
dt H-h dt
Finalmente entonces:
H
V= v (2
H-h @)

Como H y h son constantes la relacion anterior indica que la velocidad de la sombra
es proporcional a la de la persona y por tanto constante , con lo que el punto A se

mueve con movimiento rectilineo uniforme.

Como H>h> 0 ——> >1 ——> V>v lo queexplica porque la

H-h
sombra va aumentando su longitud a medida que la persona se aleja del foco
luminoso.

b) Siendo H=4m h=175m v=1m/seg obtenemos, sustituyendo en (2):

V=178 m/seq.

c) Para responder a la pregunta tratemos de hallar la altura h de esta segunda
persona.

Despejando h de la expresién (2) obtenemos:

R1%3

Aplicandola a la segunda persona serd H=4 m v=1 m/seg V=2.(1.78) m/seg

> H=2.88m

Parece obvio que la respuesta es que lo planteado no es posible.
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Ejercicio No. 10
a) Para hallar la relacion pedida basta que consideres el triangulo FOA 'y apliques

definicion de tangente.
) X AqQ—> Vv

X X
tag == 0 = Arctg| — 1
0% = o) w

b) i) Tomando intervalos iguales de tiempo At la distancia Ax recorrida por el

vehiculo debera ser la misma por ser su movimiento rectilineo uniforme .

@) A x ' AX A X

AO1 AO> AB3

Hemos tomado intervalos de igual longitud Ax y hemos indicado en la figura los
angulos A correspondientes.

Parece claro que se cumplira: A6 > A0y > ABs....... lo cual nos inclinaria a

afirmar que @ debe ir disminuyendo a medida que aumenta X .

ii)Como o :di derivamos la expresién (1) respecto del tiempo.

Recordando la derivada de la funcion Arctg obtendremos:

1
do_ g &x_ d &
dt x )2 dt  d24x2 dt
1+[dj
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. dx .
Teniendo en cuentaque — =v  obtenemos finalmente:

v.d
w(X) = )
d? +x2
Para bosquejar la funcion o calculemos
Y .
o(0) = d lim o(x) =0

X —+o0

Es facil deducir de (2) que la funcibn o es mondtona decreciente ya que al
aumentar x aumenta el denominador manteniéndose constante el numerador.

El bosquejo gréafico sera entonces como el indicado.

o(X) ,

o<

\ 4

La grafica nos confirma la impresion que habiamos obtenido en la parte i).

c) Recuerda que 1m/seg =36 Km/h = v =72Km/h=20m/ seg

d=100m.

Tendremos entoncesen  x=0 | ®(0) :V—'S Vo 20 _ 0.2 fad

v2 d 100 7 seg
X =50 | ®(50)= 2v.d 5= 22'100 5 ~16.1072 fad
d<+x“ 100 +50 seg
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d) Como x =v.t, sustituyendo en (1) obtienes:

v.d
Pl 3)

o(t) =
d2 +v

e) Derivando respecto de t la expresion anterior
3 dia) _vdl - 2v2 t
T T 02 +v2.42)2

2v3.dit

| e—— Yy =-
(d2+v2.t2i2

Si: x=0= t=0 = v=0

X=50= t=25seg= y=-256.107 139

seg2
El signo de menos en la aceleracion angular indica que la velocidad angular

disminuye como puede deducirse de (3) observando que al aumentar t aumenta el

denominador manteniéndose constante el numerador.
Ejercicio No. 11

a) Como larelacionentreq y p es:

q2-2.q./p-p?-31=0 (1)
si p=9U$S =—> ¢°-6.g-112 =0
Resolviendo la ecuacion obtenemos g = 14 unidades.
( Laotraraiz g = - 8 no tiene significado practico ).

b) Como el precio p varia en el tiempo , q sera consecuentemente funcion del

tiempo.
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: : o d
Se te pide calcular larapidez de variacion de la demanda, 0 sea d? expresada

0 miles de unidades
semana

cuando el precio es de 9 U$S.

La tasa de variacion del precio por semana es constante e igual a 0.20 US$S.

En consecuencia @ =0.20 uss )
semana

Derivemos la relacion (1) respecto del tiempo.

dt { Jp+a ( t}”’z‘f °

> (2q-2ﬁ)(3;3 =[j5—2p]dp

dt

Sustituyendo valores: [ (14)- Zf]dq [%—(4).(9)}0.20

miles unidades
semana

Finalmente, despejando obtienes : 2? =~ (0.206

Habra entonces un incremento de 206 unidades demandadas .

Ejercicio No. 12

El volumen del tronco de cono al cual asimilamos la cantidad de madera que puede

extraerse del arbol , es:

V= ;z.h.(Rz sRrer?) ()
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dav . . .
Deseamos calcular —— , siendo h, R y r funciones del tiempo t.

Derivemos entonces la relacion (1) que se cumple ¥V t > 0.

Obtenemos:
d—v = E. @.(R2 +r.R+ r2)+ h. 2R.d—R+ r.d—R+ R.g + 2.r.g
dt 3| dt dt dt dt dt

Sustituyendo los valores dados: h=4 m =400cm , R=90cm , r=60cm,

dh_pgcm AR _jgem dr_ 6™ eculta:

dt afo’ dt  afo’  dt afio

3
V71083 ™
dt 3 afio

Ejercicio No. 13

Como la concentracion C es funcién de la poblacion p y ésta es funcion del tiempo

t, resulta ser C funcion compuesta de t.

Debes calcular la derivada de la concentracion respecto del tiempo, para lo cual

podemos previamente hallar la funcion compuesta y luego derivar.

Tendremos entonces:

2

2
o - \/ 31+0182)

dac _ 2[31+0142)o 21

dt 2
2.\/(3,1-1-0,1.'[ , 17

2
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Sustituyendo t por su valor 3 y operando resulta: C;Ct:(IB) =~ 0,24 P-p-m..

afio

Puedes resolver este ejercicio sin necesidad de encontrar la funcion compuesta como

hicimos lineas arriba.

2

Para ello basta partir de la relacion  C(p) = p2+17 (1) vy teneren cuenta

que p()=3,1+0,1. £ (2)
Derivando (1) y (2) respecto de t obtienes:

a€__p
dt o2 _dt
2. +17

Para=3: p=4, @:0.6.

dp
3 0.2t
3y ot

dt
Sustituyendo estos valores en (3) reencontramos ?;(3) =0.24 r){;.cr)n'
Ejercicio No.14
El volumen del cono de arena es: V =mrlh
Como r =h en todo instante, podemos concluir que
v=rh® vi>0 siendo h funcion de t. r

Se te pide calcular la velocidad de variacion del volumen V, es decir el valor de

d—v cuandoh=1m.
dt

Derivando la expresion del volumen respecto de t : (:j\t/ = 3.7r.h2.(::
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El enunciado indica como dato que para h=1m, ﬁ = 25& = O.ZSL_
dt min. min.

Sustituyendo estos valores obtienes:

3
N s r@2025=075. 1 "
dt min.

El volumen esté entonces aumentando a razon de 0.75.t metros cubicos por minuto ,

cuando la altura es de 1m.

Ejercicio No. 15

: X I
AC=100m A % 81.5m

OA=1.50m l

A medida que la cometa se mueve horizontalmente su distancia X al nifio varia con

el tiempo , y la velocidad V a la que al nifio va soltando hilo estd dada por la

derivada c:: Como se te pide esa velocidad cuando la distancia es de 100m ,

deberés calcular ii)t( (100).

Del tridngulo ABC, aplicando el teorema de Pitagoras puedes escribir:

X2=h?+ y2 (1) donde X ey son funcionesdet, y h es constante.
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.Derivando (1) respecto de t se obtiene:

ax X oy W
dt dt

dxX _ydy
> Tdt X dt

De (1), siendo X = 100 m , h = 81.5— 1.5 = 80 m se concluye y=-/100° —80° = 60m

d m . . .
Como v= .—y =20—— sustituyendo valores obtienes finalmente:

min.

ve 9 0212 M
100 min.

Ejercicio No. 16
a) La expresion de la temperatura en funcion del tiempo es:
T(t)=25-Ae™"
Parat=0 T=10°C = 10=25-A = A=15
t=20 T=15°C = 15=25-15e°F __ 15e"=10

Aplicando logaritmos despejas el valor de K: - 20K = Lig = K=0.02

b) Para bosquejar la funcion calculamos:

T(0) = 10 lim (25-e %% =25 0('; _ 0.3.6-002t

t—» +0

dT _ - :
Observa que — =0.3.e 0.02t o5 >0 wi, por lo que la funcidn es creciente en el

intervalo.
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2

Calculando la derivada segunda tendremos: (;zT = 6103002 .9 vt>0
t

La funcion tiene entonces concavidad negativa.
El bosquejo gréafico sera como el indicado en la figura.
T

A

Recta tangente en t=0

25

v

Fig. (1)

c) La rapidez de variacion de la temperatura esta dada por la funcion:

dT _ 530002t 1)

dt

Esta funcion es claramente monétona decreciente en [ 0,+o0), conclusién a la que

puedes llegar analizando directamente la expresion anterior, derivandola y

estudiando el signo de esta derivada o razonando sobre el bosquejo de la funcion T

que tienes en la figura (1).

Si analizas la expresion (1) puedes observar que la exponencial tiene exponente

negativo siendo por tanto factor decreciente del producto. El otro factor es la

constante 0.3 y por consiguiente el producto decrece al aumentar t.
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2

L . . , T 3 _
Puedes también derivar la funcién y obtendras : d—z =-6.10%e0%% <0 wt>0
dt

., dT , .
Por tanto concluyes gue la funcion St es monotona decreciente.

Finalmente llegas a la misma conclusion si razonas sobre la figura (1).
., dT . . .
El wvalor de la funcidn St en un instante t estd dado por la pendiente de la

recta tangente a la curva en el punto correspondiente.
A medida que aumenta t esas tangentes se van “acostando” es decir disminuyendo su

pendiente mon6tonamente.

La recta de pendiente maxima es entonces la tangente a la curva en el punto (0,10)

que hemos representado en la figura (1).

La maxima rapidez de calentamiento de la bebida ocurre entonces en t =0y su valor

0
es ar (0)=0.3 —C
dt min.

Busquemos ahora el instante ty en que la rapidez de calentamiento es la mitad de la
°c

maxima,osea 0.15———.
min.

Tendremos entonces: (:;(to) ~03e0%00 _pg15 = 0%2% _g5

Tomando logaritmos: —0.02ty=L(0.5) = tg= _OL(;)Z'S =~ 35min.

d) Al cabo de 1 hora tendremos: t= 60 min

T(60) =. 25156~ (0:02)-60 530¢

La bebida demora entonces aproximadamente 1 hora para aumentar su temperatura

de 10 a 20 grados centigrados.
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Ejercicio No. 17

Q(t) = i.cos(a).t)
@

a) Se trata de una simple funcion sinusoidal que bosquejaremos en un periodo T.

] - : 2
Recuerda que el periodo de la funcion cos (wt) en el tiempoes p = o
w

2
Estudiaremos la funcién en un periodo T . Elegimos [0, ; ].
La funcion se anula para: ot=" =>t="
2 2.0
ot=F -7
2 2.0

Los valores maximos y minimos se producen para :

i

ot=0 = t=0 = Q(O)z-é Minimo
[
{ at=rx = t=" :Q(z):é Maximo
@ @ @
. ot=2r = tzz—” = Q(z—”):-é Minimo
@ ) @

La grafica de la funcion Q se indica en la fig. (1).

Q)

A
®

— 37
2w

v

SEE B

b) La intensidad | de la corriente se define como: I(t):o(lj? y es el indice

matematico que indica la rapidez de variacion de la carga Q que atraviesa la seccién

del conductor.
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Estudiando las pendientes de las rectas tangentes al gréafico de la fig.(1) deducimos:

En t=0, t=" : t=2—” pendiente nula
a w

En [0, °r ] pendiente positiva creciente.
@

2 . . .
En [ il , 4 ] pendiente positiva decreciente.
@ @
En [ i , s ] pendiente negativa decreciente.
0] 20
2 : . :
En [ S , il ] pendiente negativa creciente.
20 0]

, . s - T . ;.
Concluimos que la pendiente maxima ocurre para t = P la pendiente minima

(0]
para t= s
20
c¢) Calculemos I:O(lj?

I(t) = _’;.[_ o.sen(w)] = Asen(w.t)

El gréfico de la funcidn | es obviamente el indicado en fig.(2).

I(t)
A
A

I | >
0 \/2” t Fig.(2)
[0

-A

lnax = A para t= —— lin=-A para t= o
20 20

Con lo que verificamos la parte anterior.

d) Como Inax = A debemos hallar (tg) para que \I(to)\ = ';‘
A 1
(o) | =] Asen(ote) | = | A sen (oto) | = o= e (oto)=+ >
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De la ultima igualdad concluimos que  ®.tp = Arcsen (+ %)

wt:z y wtzsl
76 76

0=y ot="

Ao 6 Ao 6
Finalmente: tozl to= 5—” to= ﬁ to= Lﬂ
6w 6w 6w 6w

Ejercicio No. 18
Siendo: n ndmero de vacunos infectados, N numero total de vacunos del rodeo
nacional , Ay K constantes , A>1, k>0 se cumple:

N

n(t)=——+ (@
1+ Ae K1
a) La velocidad v de propagacion de la enfermedad es: v = :I:
-Kt
Derivando: v(t) = NAKE 5 (2)
( 1+ Ae "t )
Debemos probar ahora que esta funcién v tiene un maximo en el intervalo [0,00].
Calculemos: v(0) = NAK2 >0 limv (t)=0
1+ A)
t —p 100
2 -Kt -Kt -Kt -Kt -Kt
dv _ d% _ NAK.™ K.e (1+ A.e )2 —e {2(1: Ae X— AK.e )]
dt dt (1+ Ae Kt )
Cdv_ NAKZe Kt L+ ae )i 2ae K]
Operando: — = — 3 !
at (14K
2 2 —Kt|_ -Kt
Finalmente: dv_d 2: NAK®.e | 1+'A'§ | 3)
atdt (1+aewt)
Anulando la expresion (3)
z‘t’:o => 1+Ae =0 = -Kit=L(1/A)=-L(A)
L&
K
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Hemos encontrado un punto critico en t= .Debemos clasificarlo para lo cual

L (A)
K

estudiamos el signo de la funcién derivada.

Analizando la expresion (3) puedes deducir que:

0

+ -
Sig. ((ji\tlz Sig. -1+Ae Kt [ t
0 / L(A)/ K W fig. (1)

El punto critico es entonces un maximo.

Busgquemos el nimero de animales afectados en ese instante, es decir n ( L |(<A) ).
n( L (A) )= N 3 N B N _N
K kKA 14 AeHA 14 A_(i) 2
1+Ae K A

Hemos encontrado entonces que el momento de maxima velocidad de propagacion

de la enfermedad es aquél en que se infecta la mitad del rodeo.

b) Para bosquejar n (t) calculemos: n(0) :1 NA limn()=N
+

{—» 4+
dn_ NAKe Kt
- 2
( 1+ Ae Kt )

Su simple observacidn te permite concluir que es positiva para todo valor de t, por lo

La derivada de la funcion es:

que la funcién n sera creciente.

. L . dv .
La derivada segunda de la funcion n es como ya hemos wstoa cuyo signo lo da la
fig.(1). El punto critico hallado en la parte anterior es entonces punto de inflexion de

. . . . - . L(A
la funcion n , siendo la concavidad de la funcion positiva en el intervalo [ 0,|(<)

y negativa V' t > . La fig. (2) muestra el gréfico de la funcion n.

L (A)
K
c) En las partes a) y b) del ejercicio tenemos todos los elementos necesarios para
graficar la funcién v en el intervalo [0,+]. En efecto disponemos del valor en
t=0, del limite para t tendiendo a + , y de las expresiones de la derivada primera 'y

segunda asi como de su estudio de signos.
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La fig. (3) muestra el grafico de la funcion v.

n(t) v(ta
A
N
Vmax |
N
1+ A | R
0 ' > 0
L (A) L (A)
K K
fig. (2) fig. (3)

Ejercicio No.19

N@®=P(1-8"") ()
a) Deseamos saber cuénto tiempo transcurrird para que el 60% de la poblacion
conozca el rumor, es decir cual es el valor de t paraque N =0.6 P.

Sustituyendo en (1) y teniendo en cuenta que K= 0.1, despejando t obtienes:

_—L(0.4)
01

0.6P=P(1-€°"") — e%'=04 — t

Finalmente : t =9.16 afios
. . dN
La velocidad de propagacion del rumor es e

dN

Derivando (1) : 5 =Pk et 03? (9.16)=0.1p, € °L©1 hab

=0.04.P

ano

b) Para graficar N(t) en el intervalo [0,+o] calculamos:

) dN -Kit dN
N(0)=0 IimN(({) =P —=PK. € sg. — +
(0) () ™ 9 4

0o

2

La derivada segunda es: O(Ijlz\l =-0.01.P€
t

0.1t
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La sola inspeccién de su expresion te permite afirmar que la derivada segunda es
negativa para todo valor de t, por lo que la funcion tendré concavidad negativa.

La figura (1) muestra el andamiento de la funcion.
N(t)
A

De la grafica puedes deducir que la maxima pendiente de las tangentes a la curva
corresponde a la tangente en t=0.

. - : - dN
Esto puedes justificarlo matematicamente teniendo en cuenta que la funcién es ——

es mon6tona decreciente en el intervalo [0,+o0] por ser negativa en él.

En consecuencia: (d—N)maxz aN (0)=0.1.P @
dt dt afio

c) Sabemos que CLI:I =pK. e "t (2)

El nimero de habitantes que al cabo de un tiempo t ha oido el rumor es N(t), por lo
que el nimero de los que no lo ha oido es P — N.

Sustituyendo N por su expresion (1) tenemos:
P-N=P-P(1—e " ")y=p. e
Sustituyendo en la expresion (2) :
dN
H?:K(P—N)
lo que nos indica que la velocidad de propagacién del rumor es proporcional al
namero de personas que en el instante considerado no ha oido el rumor , siendo K

la constante de proporcionalidad .
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Ejercicio No.20
La poblacion de bacterias varia con el tiempo segun la expresion:
P(t) =c.ef! Cy K constantes, t en horas, K en 1/ hora.
a) Como para : t=0,P=1000 = C=100
t=1,P=2000 = 2000=1000€" = K=L2
b) Sustituyendo los valores hallados:
P(t) =1000.e (-2
Para bosquejar la funcion calculamos:

P(0) = 1000 lim P(t) = +o
t—» +o0

((j_;: =1000.L2.621 >0 vVt >0 = P(t) monotona creciente.

d’p
dt?

El graficode P escomo el indicado enla figura. Repara que se trata de una

=1000(L2)7.et2t >0 vt >0 = P(t) tiene concavidad positiva.

simple funcion exponencial.

P(®)

A

1000

v

De la inspeccion del grafico o de la expresion de la derivada primera puedes concluir
que la minima velocidad de crecimiento de la colonia ocurre en t = 0 y vale:

bacterias

Vmin = 1000. L2 = 690
hora

c) Para t=2, P(2) = 4000 bacterias (:;)(2) = 2760 ba:t'.
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dP

d) Como P(t)=Cc.e' y o cK.eXt  concluimos que
dP
& _kp
it (t)

Es decir que la velocidad de crecimiento de la colonia de bacterias es proporcional a
la cantidad de ellas en cada instante, siendo K la constante de proporcionalidad.

Ejercicio No. 21

(1) P@®)=5.€ 002781 b an miles de millones , ten afos.

a) Se trata de una simple funcién exponencial para la cual:

P(0)=5 lim P(t) =+ o0
t—» +0
) ‘ZT = 5.(0.0278).6"92781 = 0.139.6%9278 50 vt>0
d?p 0.0278.t
= =0.00361e >0 Vt>0
dt

El bosquejo grafico es como el indicado en la figura.

P(t) miles de millones
A

0 t afios

b) Tomando t=0 en el afio 1987, la tasa de variacion instantanea de poblacion fue:
dp

(0)20.139 mllesdelellones: 139 mlllfJnes
dt ano afio

c¢) El afio 2005 corresponde at =18 ; por lo que tendremos

P(18) =5.00278(18) g 247 miles de millones =8247 millones.
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La tasa instantanea de variacion de la poblacion sera:

P (18) = 0.139.£0-0278.18) . 5pq Millones

dt afio

d) Poblacion en 1987: P(0) = 5000 millones . La poblacién se duplicara, es decir,
sera de 10.000 millones en un tiempo ty tal que:

L2
0.0278

Despejando:  tgp= ~ 25 afos

La duplicacién ocurriria entonces en el afio 2012.
La poblacion alcanzaria los 15.000 millones en un tiempo t 1 tal que:

L3

= =~ 39.5 afios que corresponde al afio 2027 aproximadamente.
0.0278

:>t1

e) A finales del afio 2002 la poblacion mundial fue del orden de 6000 millones.

De acuerdo a este modelo, como el 2002 corresponde a t = 16 lo que daria para la
poblacion un valor de P(16)= 7800 millones.

Estos valores permiten afirmar que el modelo no es suficientemente ajustado a la
realidad debiéndose corregir mediante la introduccion de parametros que tengan en
cuenta factores que no fueron ponderados en él.

) De las expresiones (1) y (2) del comienzo del ejercicio deduces facilmente que

P 0.0278.P(1)
dt

La velocidad de crecimiento fue tomada entonces como proporcional a la poblacion
P en este modelo, siendo 0.0278 la constante de proporcionalidad.

Ejercicio No. 22

a) Refiriéndonos a la fig.(1) tenemos que en el triAngulo BOD se cumple:
T VAN
=—-S0D
)
(el angulo SOD es externo al triangulo AOS y vale por tanto 26 )

= (p=%—e
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B

El problema presenta simetria respecto del didmetro AA” por lo que nos limitaremos
a efectuar el estudio para 0 <x<R.

En el triangulo AOP : tg 6 - OP _R-X
OA

= 0= Arctg(RR_Xj 1)

b) Como: s=R.p Yy V:;ji tendremos:
s:R(%—ZH) () con s=s(t) y 6=0(t).

Derivando la expresion (2) respecto de t obtienes:
% =-2R dj
dt dt

(3)

Para hallar la expresién de Zf derivamos la igualdad (1) respecto de t recordando la

derivada de la funcion Arctg y teniendo en cuenta que x es funcién de t.

1
do R dx

dt R_X za
1+
%)

: . dx .
Sustituyendo en (3) y teniendo en cuenta que P Vv se obtiene :

-1
—.V
v=ji=—2R. R. . 2V
1+(R—x] 1+(R—xj
R R
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2.v.R2

Operando , finalmente : V(X) = Y
RS +(R-x)

c) Bosqguejemos V(x)en [0, 2R]
V() =v V(2R) =v

Derivando: d——z R2.C 2R-X)(-1) _ 4vR (R

x)
R2+(R-x2] [R2+R-xPf

0
.dv
S'g'& I ks ? —
o/ R\, R
Max

El méaximo relativo tiene como ordenada: V(R) = 2 v por lo que resulta ser el
maximo absoluto en el intervalo.
La grafica de la funcion tendra el andamiento indicado en la figura.
V(X),
2v

La velocidad de la sombra es entonces maxima cuando el movil pasa por el punto O

y minima en los puntos By C.

d) En el punto medio de BOes x = F; (— V(zj = gv
R
V(E)
Como Vpax=2v =—> .100 = 0.8.(100) = 80%
max
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En consecuencia la sombra S alcanza el 80% de la velocidad maxima cuando el

movil pasa por el punto medio del segmento OB.

Ejercicio No.23
a) La intensidad de corriente esta dada por  I(t) :\F:

Como V' y R son constantes , entonces I(t) = K con K cte. La grafica de la funcion |

es la indicada en la fig. (1). I(t)
A

S
/

Vv

\% R —

[] N

0 fig.(1)  t

t
b) La intensidad de corriente esta dada ahora por:  I(t) = I\?/ l-e 7

. L : —
siendo t :E la constante de tiempo del circuito.

- 7
S
IR
Vv
L1t
nY
Para bosquejar I calculamos:
. \Y
1(0)=0 limlI{)= —
(0) (t) R
t —» +oo
di V|1 - \% =
= =—e? <0 Vt20 1)

Derivando — = —.e
dt R| 2 L
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. ) . . . \Y
La funcion | es entonces mondtona creciente con asintota horizontal y= E .

2 v
La derivada segundaes: — =-—e 7 <0 Vt>0
dt? Lz
La funcion tiene entonces concavidad negativa y su bosquejo grafico es el indicado
en la figura (2). [N
v
R
0 t

c) En el caso a) al cerrar la llave S la corriente | alcanza instantaneamente el valor

final X )
R

. . . . V
En el caso b) la corriente | tiende asintoticamente al valor final R

El efecto de la bobina L ha sido enlentecer el aumento de la corriente | desde el valor

cero al valor final.

d) La rapidez de variacion de | esta dado por su derivada 3: por lo que en:

. di Vo dl V 4 1V
t:O , —_— 0 = — t: , —_— = —, = —,—
) a0 L WrtE. = L

e

. . . . . Amp.
La maxima rapidez de variacion de la corriente, medida en P
seg

,ocurre ent =0

como puedes deducir del bosquejo de I de la fig.(2), o también del hecho de que la

dI & v
derivada primera de la funcion -, osea, —=-—e 7 <0 Vt>0 nos
dt dt? Lz

indica que la funcién es mondtona decreciente y su valor maximo se produce

entonces en el extremo izquierdo del intervalo.
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e) Para t=1 tenemos:

I(7) = ;2/( 1-e° ! )= 0.63 X Como el valor final al cual tiende la corriente es ;/

> I(t) = 0.63 Ifina1 = 63 % lfinal
La constante de tiempo del circuito es entonces: “el tiempo que demora la
corriente para que su intensidad | alcance el 63% de su valor final”
Como se te pide que el valor final no cambie no podrés variar el valor de R, por lo
que tendras que actuar sobre la bobina .
La expresion de la intensidad de corriente era:

t
|(t)=¥. l-e 7| (1)

Analicemos , en un instante cualquiera t , como varia la intensidad I al variar la cte.
de tiempo t .
Consideremos dos valoresde t , Ty y 12 con 11<t Yysean I e Iy las
respectivas intensidades .
Se cumplira que:

t t t t

Sefl<ce® =1-e1>1-e 72 = I1>1

t t t
—>— =>-—<-
n 7 n 2

En conclusion: “a menor constante de tiempo , mayor intensidad de corriente” lo que

implica mayor velocidad de crecimiento.

Como t= ﬁ debes entonces disminuir la autoinduccion L de la bobina.

Podrias llegar a la misma conclusion considerando la funcién I(t) y mostrar que es
una funcién monotona decreciente.

Derivando la expresion (1) tomando V, R, y t como constantes tendras:

t

ﬂ:—X. t .e_; <0 Vvt>0
dT R. TZ
Efectivamente entonces la funcion intensidad es monotona decreciente respecto

det.
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Ejercicio No. 24)

t
a) I(t) = \R/.e_f

7 =R.C (cte. de tiempo)

Calculamos: 1(0) Z\R{ liml(t)=0
t P+
Derivando: ﬂ :—R?/.e_f <0 VvVt=0
T

La funcion es entonces monétona decreciente.

& v -
Su derivada segunda sera: o=, >0 Vt>0
dt R.r

La funcion tiene entonces concavidad positiva para todo t. La fig. (1) indica el

andamiento de la funcién.

1(©)

X_‘
R

—~+ Vv

Fig (1)

- . : \% :
b) El valor maximo de la intensidad | es: lox = R y corresponde al instante
inicial t=0.

t
c) La rapidez de variacion de la intensidad est& dada por : d = v e 7

dt Rz
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En t=0: 3:(0) __ V. Amp

R.r Seg
dl V. Amy
En t=r: —(r)=——.
e itV TR C seg
d) Para t=rt: I(7) :;2/.e_1 =0.37 . Imax
—> 1 (1) =37% Imax
Al(Y)
VIR
Fig. (2)
I ()
0 T g t

La constante de tiempo en este circuito indica el tiempo que demora la corriente en
disminuir hasta el 37% de su valor inicial.

e) Como se te indica que el valor inicial del voltaje V del condensador no cambia y
se exige que la intensidad inicial V/R sea la misma , no podras modificar el valor de
la resistencia R.

La Unica posibilidad de variar la cte. de tiempo t = R.C es variar entonces la
capacidad C.

Para que la intensidad | disminuya mas rapidamente debes disminuir la cte. de
tiempo para lo cual debes disminuir la capacidad C.

Lascurvas (1)y (2) delafig. (3) te muestran lo afirmado anteriormente.

I(t) fig.(3)
A
1(0)
(1) capacidad C, < capacidad Cq
(2
0 T T2 =t
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1 d2v
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Sg—— (Xg)?
dt?

e 2—-1 Introduccion
e 2-2 Enunciados de ejercicios

e 2-3 Resolucion de ejercicios
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INTRODUCCION

En este capitulo te proponemos ejercicios sobre una aplicacion muy
importante 'y comun del concepto de derivada en distintas disciplinas , la
optimizacion de funciones.

A una empresa de transporte seguramente le interesa que el costo por kilometro de
sus viajes sea el menor posible , a un fabricante de determinado articulo le interesara
que el costo de fabricacion por unidad sea el mas bajo posible , en Electrotecnia ,
por ejemplo , interesard como disefiar determinado dispositivo para que su consumo
de energia sea minimo , a una empresa de construcciéon cémo dimensionar un silo
para grano para que el costo de la construccion sea el mas bajo posible , un vendedor
se interesa en cual debe ser el precio de venta de su producto para obtener el mayor
beneficio posible.

En fin, son innumerables los problemas de estos tipos que se dan en la realidad.

Estos problemas llamados de optimizacion , desde el punto de vista
matematico se reducen a problemas de determinacion de maximos y minimos
absolutos de funciones de una variable real en determinados intervalos , problemas
cuya resolucion conoces del curso tedrico.

Para resolver estos ejercicios deberas entonces extremar una funcion.

Tu primer paso sera individualizar con claridad cual es la funcion a la que debes
hallarle el madximo y / 0 minimo absoluto.

En ocasiones el enunciado del ejercicio te proporciona la expresion analitica de esa
funcion.

En otros , en cambio , t0 deberas conseguir esa expresion analitica utilizando los
datos dados en el enunciado .

Es comun que al principio elijas méas de una variable en el problema.

Si ello ocurre no debes perder de vista que se trata de problemas de funciones de
una variable , por lo que existiran relaciones entre esas variables que has elegido que
te permitiran finalmente reducir el problema a una Unica variable.

Una vez que has logrado la expresion analitica de la funcion buscada deberas

establecer el intervalo de variacion de la variable elegida.
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Llegado este momento estaras en condiciones de aplicar tus conocimientos
matematicos para resolver el problema de maximo y / o minimo que tienes
planteado.

Ten presente que todas las funciones con las que trabajards en los ejercicios son
funciones_continuas en los intervalos de estudio que determinarés.
Recordemos algunos de estos conocimientos.

Definicion de extremos absolutos.

1) f(xg) es maximo absoluto de f < f(xg) >f(x) V x € D(f)

2) f(Xg) es minimo absoluto de f < f(xg) <f(x) V x e D(f)

Definicion de punto critico.

df
—(Xn) =0
dx( 0)

Xo es punto critico de la funcion f si ¢

df

——(xg) 2
\ dx
Un punto critico de una funcion es entonces un punto del dominio donde siendo
continua la funcion , su derivada en nula o no existe (punto singular).

Las figuras siguientes indican posibles andamientos de la funcion en un punto critico.

f(x) f(x) f(x)
A A A
0 X0 )=( 0 Xo )=( 0 X0 i(
max.relativo min. relativo Pto. Inflex. tg. horiz.
RIS AT 2 )

<V

Xo

4 4
o

X0

XV
o

0 Xo

max. relativo min. relativo Pto. Singular
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En consecuencia si :

df . . . .
a) d—(xo) =0 el punto xg puede ser maximo relativo , minimo relativo o punto
X

de inflexion de tangente horizontal ( recuerda que derivada nula implica tangente

horizontal) .
df . . - .
b) d—(xo) A el punto xg puede ser maximo relativo , minimo relativo o no ser
X

extremo relativo .
Para decidir cual es la situacion que se presenta se hace necesario clasificar el punto
critico.

Criterios de clasificacion de un punto critico.

1) puedes valerte de la definicion de extremo relativo y estudiar el signo de la

diferencia f(x) —f(Xg) en un entorno de Xg .
Signo f(x) — f(xg)
X0 X0 X0 X0
Minimo Maximo Pto.Inflexion Pto. Inflexién

2) Criterio de la derivada 1ra.

Puedes estudiar el signo de la derivada en un entorno de Xg .

] df
Sigho —
g dx

+1 = =1+ 1+ =t
X0 X0 X0 X0
Maximo Minimo Func. Creciente Func. Decrec.

3) Criterio de la derivada 2da.

Si la derivada 2da. de la funcion en el punto Xq existe y es distinta de cero puedes
valerte de su valor para la clasificacion.

Positivo ==> Minimo relativo

df
dxiz(xo)
Negativo ==> MAaximo relativo
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Méximos y minimos absolutos en un intervalo cerrado.

En este punto es importante que recuerdes el teorema de Weierstrass:
Teorema

“ Una funcidn continua en un intervalo cerrado tiene Maximo y Minimo absolutos”

Para encontrar los extremos en un intervalo [ a, b ] bastara que:

1ro) Encuentres los puntos criticos pertenecientes al intervalo (a ,b ).

2do) Calcules los valores funcionales en cada uno de ellos.

3ro) Calcules los valores funcionales en los extremos del intervalo , f(a) y f(b) .
4to) Compara todos esos valores funcionales . EI mayor de ellos serd el maximo
absoluto y el menor , el minimo absoluto.

No es necesario en este caso que clasifiques los puntos criticos del intervalo.

Intervalos no cerrados .

En caso de que el intervalo no sea cerrado deberas clasificar los puntos criticos y
auxiliarte con alguna informacion adicional para encontrar los extremos absolutos,
como ser la variacion de la funcién en todo el intervalo de estudio utilizando el signo
de la derivada 1ra. , limites en extremos abiertos o valores funcionales en extremos
cerrados.

En los ejercicios encontraras muy comunmente un anico punto critico en el
intervalo de estudio. Si lo clasificas como méximo relativo , dada la continuidad de
la funcidn, podras asegurar sin mas que es el maximo absoluto de la funcién. Idem en
el caso de minimo.

La clasificacion puedes hacerla tanto usando el criterio de la derivada 1ra. como el
criterio de la derivada 2da. visto antes.

En la resolucion de los ejercicios veras que hemos utilizado en ocasiones uno
de los criterio , en otras otros , y muchas veces hemos efectuado los célculos
minimos para poder bosquejar el grafico de la funcion en estudio como forma de

afirmar tus conocimientos en la representacion grafica de funciones.
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OPTIMIZACION

ENUNCIADOS
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Ejercicio No.1 - Célculo — (Resol. Pag. 127)

a) De todas las parejas de nimeros reales cuyas componentes tienen suma S dada

encontrar aquella para la cual el producto P de las mismas es maximo.

b) Aplica lo anterior al caso S= 40

Ejercicio No.2 — Célculo — (Resol. Pag. 128)

a) De todas las parejas de numeros reales cuyas componentes positivas tienen
producto dado, encontrar aquella para la cual la suma de esas componentes es

minima.
b) Aplica lo anterior al caso P =100

Ejercicio No.3 - Calculo - (Resol. Pag.129)

Demostrar que de todos los rectangulos de perimetro p dado, el de maxima area es

el cuadrado.
Ejercicio No.4 - Geometria - (Resol.Pag.129)

Mediante dobleces hechos en un alambre rectilineo de longitud dada L se desea

limitar un &rea rectangular A. Los extremos del alambre se soldaran.

Extremos soldados \

a) Indica en un esquema posibles posiciones de los puntos donde deberan efectuarse

los dobleces.
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¢Cuéntos rectangulos diferentes puedes construir? ¢ Crees que todos tienen igual
area?

b) Encuentra una expresion para el area A en funcion de uno de los lados del
rectangulo y bosqueja la funcién A.

c)¢, Cual es el rectangulo de area maxima y cuanto vale su area.?

Ejercicio No.5 - Calculo - (Resol. Pag. 130)

Se desean construir cajas de carton sin tapa partiendo de cuadrados de lado 40 cm. a
los que se les recortan las esquinas como indica la figura , y doblando a lo largo de

las lineas punteadas.

X X

40cm rp 41

|—> 40cm <—|

a) ¢Es necesario que los recortes en las esquinas sean cuadrados?
b) Determina la longitud x de los recortes para que el volumen de la caja sea

maximo , asi como también el valor de ese volumen maximo.
Ejercicio No.6 - Calculo — (Resol. Pag. 132)

Una empresa tiene capacidad de producir como méximo 15.000 unidades al mes de
cierto producto.

El costo total de produccion Ct en miles de ddlares por mes responde a la expresion

Ct(q):;q3—125q2+36q +81

donde q es el nimero de unidades producidas en miles de unidades por mes.
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Determina la produccion mensual de la empresa que minimiza el costo total de
produccion y calcula ese costo.

Ejercicio No. 7 - Costo de construccidn — (Resol. Pag. 132)

El costo total C de construccion de un edificio de n pisos esta expresado por:

C (n) =2n°+300n + 320

a) Expresa el costo medio por piso Cm en funcion de n.

b) Calcula el nimero de pisos a construir para que el costo medio por piso sea
minimo.

La respuesta debera ser un niUmero entero.

c) Si C esta expresado en miles de dolares, calcula el costo total del edificio.
Ejercicio No. 8 — Quimica — (Resol. Pag. 133)

La masa m de agua que a 0°C ocupa un volumen de 1 litro, ocupara a T °C un

volumen V en litros dado por la expresion:
V(T)=107(-6,8.10° T3 +85.10 ' T -6,4T +10°) 0<T<10
Recordando que la densidad p de una sustancia homogénea es :

Py

a) Encuentra la temperatura T para la cual la densidad p del agua es méxima .
b) Bosqueja V(t) para0 < T < 10.

Ejercicio N0.9 - Nivel de demanda — (Resol. Pag. 134)

La relacién entre el precio de venta por unidad p de un articulo y la cantidad de
unidades vendidas q (demanda) se conoce como “funcion de demanda” del

articulo considerado.

Para un comercio que vende determinado articulo su funcion de demanda es:
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p(g)=8,25. e -0.024 p en miles de U$S g unidades por mes

El ingreso total | del comercio en miles de U$S / mes sera entonces: |=p.q
a) Bosqueja la funcion de demanda p(q).

b) Encuentra el nivel de demanda que maximiza el ingreso total del comercio y

calcula ese Ingreso mensual.

Ejercicio No. 10 -Nivel de demanda — (Resol. Pag. 136)

Una empresa distribuidora de café tiene una funcion de demanda dada por:
=-0,39>-0,6 q + 3000

p precio _USS g cantidad demandada en Toneladas
Tonelada

a) Representa graficamente la funcién demanda.

b) Siendo el ingreso total 1 de la empresa el producto de la cantidad demandada por
el preciode venta, I=q.p:

i) Halla el nivel de demanda que hace méximo el ingreso total.

ii) Calcula ese ingreso maximo.

iii) Indica el precio de venta correspondiente de la tonelada de cafe.

Ejercicio No.11 - Aserrado de Viga — (Resol. Pag. 138)

La resistencia de una viga de seccion rectangular es proporcional al producto de su

ancho a por el cuadrado de su altura h .

N
1
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a) Calcula las dimensiones de la viga de méaxima resistencia que puede aserrarse de

un tronco de madera de forma cilindrica de diametro ®@ dado.

b) Aplicalo al caso @ = 15" (pulgadas).
c) Si el tronco tiene largo L expresa en porcentaje del volumen total de madera el

volumen de la viga.

Ejercicio No. 12 -Aserrado de viga — (Resol. Pag. 139)

La rigidez de una viga de seccion rectangular es proporcional al producto de su
ancho a por el cubo de su altura h .

a) Halla las dimensiones de la seccion de la viga de maxima rigidez que puede
cortarse de un tronco cilindrico de diametro @ dado.

b) Aplicalo al caso @ = 15" (pulgadas)

c) Si el tronco tiene longitud L indica el % del volumen total usado en la viga.

Ejercicio No. 13 — Costo de fabricacion — (Resol. Pag. 141)

Se desea construir un tanque con forma de paralelepipedo rectangular de 45 m® de

volumen , con la parte superior abierta segn indica la figura.

El largo del rectangulo base debe ser doble del ancho .
El material de la base tiene un costo de 100 $ / m? y el de las paredes de 80 $ / m?.

Determina las dimensiones del recipiente para que el costo de los materiales sea

minimo, asi como el correspondiente precio del tanque.
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Ejercicio No. 14 -Costo de construccion de silo — (Resol. Pag. 143)
Se desea construir un silo de forma cilindrica rematado por un béveda semiesférica.
El costo de construccién por m 2 &s doble en la béveda que en la parte cilindrica.

Encuentra las dimensiones h'y ¢ del silo de volumen V dado, de forma que el

costo de construccién sea minimo.

|
|

Ejercicio No.15 -Costo de alambrado - (Resol. Pag.144)

Sobre la ribera de un rio cuya orilla se supone rectilinea se desea alambrar una
superficie rectangular de 10 hectareas. = Admitiendo que el costo de alambrado es
proporcional a la longitud a alambrar , dimensionar el rectdngulo para que el costo de
alambramiento sea minimo .

Se supondra que no se alambra sobre la ribera.

Recuerda que lhectarea = 10.000 m-.

Si el alambrado se construye con 5 hilosy el rollo de 1.000 m vale U$S 35 calcula

ademas el costo del alambre necesario.

Detalle del alambrado

]
]
[ ]

Superficie a alambrar alambrado
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Ejercicio No.16 -Superficie de siembra — (Resol. Pag. 145)

Un productor dispone de 600 hectareas aptas para sembrar.
Sabe que la ganancia total G en $ que obtendra de su produccion dependera del

numero de hectareas sembradas x , de acuerdo a la expresion:

G(x) =2000x — 2x°

a) Calcula cuantas hectareas deberia sembrar para obtener maxima ganancia.

b) ¢En cuanto disminuiria su ganancia si sembrara las 600 hectareas disponibles?

Area a sembrar

Ejercicio No.17 - Potencial eléctrico - (Resol. Pag. 146)

El potencial V en voltios enun punto que estd a una distancia r de una carga

puntual de Q Culombios esta expresada por:

v_KQ

r

siendo K una constante , r en metros .
Sean Q; y Q» dos cargas puntuales positivas que distan entre si una distancia d.

d

d »

Q1 e o Q2
A B

a) Expresa el potencial V en un punto interior al segmento AB en funcion de la
distancia del punto a la carga Q1. ( El potencial es la suma del producido por cada
carga). Considera Q»,=5Q;

b) Demuestra que existe un punto P del segmento AB donde el potencial V es

minimo.
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c) Calcula ese potencial si Q1:5.10'10 Cul. Qx=5Q; , d=5cm
K=9.10° Voltm / Cul®

Ejercicio No0.18 -lluminacion — (Resol. Pag. 147)

La intensidad de iluminacion E en lux que produce un foco luminoso puntual en
cualquier punto es directamente proporcional a la intensidad del foco | en candelas
e inversamente proporcional al cuadrado de su distancia d al foco expresada en

metros.

a) Si dos focos luminosos se encuentran a una distancia L y tienen intensidades I, e

I,, halla el punto del segmento que los une donde la iluminacion sea minima.

Se supondra que la iluminacion en cualquier punto es la suma de las iluminaciones

producidas por cada foco .

O O
I L I

b) Aplicalo al caso: L=12m 1,=81;

Ejercicio No0.19 -Produccion — (Resol. Pag. 149)

Un fabricante vende x articulos por semana a un precio unitario p que depende de x
segun la expresion:
p(x)= 200 - 0,01x p en$.

El costo total de produccion de x articulos es:  C(x)= 50x +20000 $ /sem.

a) Calcula el numero de articulos que el fabricante debe producir para obtener

maxima ganancia y el correspondiente precio de venta por unidad.
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b) Supongamos que el estado fija un impuesto de $10 por cada unidad vendida
permaneciendo invariables las otras condiciones.

¢Qué parte del impuesto debe absorber el fabricante y cudl debe transmitir al
comprador para obtener maxima ganancia?

Comparar las ganancias antes y después de establecido el Impuesto.

Ejercicio No.20 -Transporte — (Resol. Pag. 150)

Un empresario ha calculado que el costo total de repartir x unidades del producto que
fabrica es:
C(x) =2.x +217800 / x

a) Si la unidad de reparto puede transportar como maximo 300 unidades de producto
halla el nimero de unidades que hard minimo el costo del pedido.

b) ¢Qué ocurriria si la unidad pudiera transportar hasta 400 unidades de producto?

Ejercicio No.21 -Circuito eléctrico - (Resol. Pag. 151)

Un generador de fuerza electromotriz constante € Yy resistencia interna r se conecta a
una resistencia de carga R .En esas condiciones la potencia P disipada por la
resistencia R esta expresada por la relacion:

2
R. .
p=_ ¢ 5 Ry renQ,Venvoltios
(R+71)
R
ANANN m——
e, r
al

a) Halla el valor de R en funcion de r para que la potencia sea méxima.
b) Grafica P( R).
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Ejercicio No.22 -Circuito eléctrico — (Resol. Pag. 152)

Se consideran dos resistencias conectadas en paralelo, siendo la resistencia x

variable

° — °

Z
X

a) Recordando que la resistencia equivalente Req. de un paralelo cumple:

halla la expresion de Req en funcion de x .

b) Si x varia en [0,+ « ) demuestra que Req no puede superar el valor R.

Te sugerimos que grafiques Req (X ).

c)Si 0 <x <R hallael valor maximo de Req.

Interpreta desde el punto de vista eléctrico los casos x =0y X infinito.

d) Considera ahora el circuito de la figura al que se le aplica un voltaje V constante.

&
L

<L L[]

\

A
A 4

\Y

Aplicando ley de OHM puedes deducirque : i= ———
Rl + Req_

Encuentra la expresion de i en funcion de x.

(Cuantovale i si x=07?

¢Qué papel juega la resistencia Ry en el circuito desde el punto de vista eléctrico?

¢Queé sucederiasix=0yR; =07
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Ejercicio N0.23 -Dimensionado de envase — (Resol. Pag. 154)

Se desean fabricar envases cilindricos de hojalata para lubricante de volumen V
dado.

No se desperdicia material al cortar la hoja que constituye la pared cilindrica , pero
las bases se recortan de trozos cuadrados como indica la figura , desperdiciandose

los recortes.

a) Halla la relacion entre la altura y el didmetro de la base para que el gasto de
material incluido el desperdicio , sea minimo .

b) Aplica los resultados para el caso V =1 It.

c) ¢Cual es el porcentaje de material desperdiciado respecto al total usado?

Ejercicio No.24 -Fisica — (Resol. Pag. 156)

Se desea poner en movimiento un cuerpo arrastrandolo sobre una superficie mediante
la aplicacion de una fuerza F como indica la figura.
Siendo p el coeficiente de razonamiento entre el cuerpo y la superficiey m la

masa del cuerpo, puede deducirse , aplicando principio de la dinamica que:

Fo)=_ 4TS 0<g<”
cos@ + u.send 2
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F

7

a) Calcula el angulo 6 para el cual la fuerza F necesaria sea minima.

P

b) Calcula la correspondiente fuerzaF si n=0.4, m=80kg, g=9.8m/ ¢

Ejercicio No.25 -Resonancia mecénica — (Resol. Pag. 159)

Un cuerpo de masa m unido a un resorte, oscila sometido a la accién de una fuerza F
de variacion sinusoidal y frecuencia angular o: F = Fg.sen (@ t) en un medio que
ofrece resistencia al movimiento.

Bajo esas condiciones la amplitud A de la oscilacion viene expresada por:

G
\/(a)g - a)2)2 + C2w2

A(w) = con g, Cy,y C, constantes.

. . . K
®p es la llamada “ frecuencia propia del sistema “ cuyo valor es : wg=./— donde
m

K es la constante del resorte expresada en Newton / metro.

C, es una constante relacionada con la resistencia ofrecida por el medio en el cual
oscila el resorte.

Determina el valor de ® que hace maxima la amplitud A ,y el correspondiente valor
de Asi o, > Cp/2.

El valor de » que encontraras se conoce como “frecuencia de resonancia” y el

correspondiente valor de A “amplitud de resonancia”.

Resorte de cte. k
Masa (m)

Fuerza F
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Ejercicio26 -Superficie de almacenamiento — (Resol. Pag, 160)

Una fabrica necesita una superficie de piso de forma rectangular y area A m" para
estiba de materiales. Para cerrar esa superficie se construiran paredes de espesores

fijos de a metros y b metros como indica la figura.
bf

a) Dimensiona el rectdngulo de estiba para que la superficie rectangular exterior
necesaria sea minima.

b) Demuestra que en ese caso también es minima la superficie de piso ocupada por
las paredes.

c) Aplicar los resultados para el caso A =100 m.2, a=b =0,20 m.

Ejercicio No.27 - Flujo Vehicular — (Resol. Pag. 162)

El Ministerio de Transporte con el fin de determinar la variacion de la velocidad del
flujo de vehiculos que provenientes del Este regresan a Montevideo los dias
domingos entre las 17:00 horas y las 22:00 horas, ha efectuado mediciones que
indican que la velocidad del transito a la entrada de la capital en ese lapso esta dada

aproximadamente por la expresion:

3
V(t)=@(t——§t2+4t)+@ Km/h t=0 alas 17 horas
9 3 2 27

) E B
] ] omm
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a) ¢En qué momento entre las 17:00 horas y las 22:00 horas el transito es mas rapido
y en qué momento es mas lento?.

b) Grafica V(t) para0 <t <5.

Ejercicio No.28 - Alquiler de apartamentos — Resol. Pag. 163)

Una inmobiliaria es duefia de 150 apartamentos que se ocupan en su totalidad si el
alquiler es 300 dolares.

Se sabe que al aumentar el alquiler el nimero de apartamentos alquilados disminuye
linealmente a razén de 5 aptos. por cada 30 ddlares de aumento.

a) Expresa la ganancia G en funcion del nimero x de apartamentos alquilados y
grafica la funcion.

b) ¢Cudl es el niUmero de apartamentos a alquilar y cual su alquiler mensual para que

la inmobiliaria obtenga maxima ganancia?

c) ¢Cuanto perderia la empresa si alquilara todos los apartamentos?

Ejercicio No.29 - Eficiencia Laboral — (Resol. Pag. 164)
Un estudio sobre la eficiencia de los trabajadores del turno matutino de una fabrica
indica que el namero N de articulos ensamblados por un trabajador promedio esta

dada por la relacion:
N =-t +6t%+15¢

siendo t el tiempo transcurrido desde el inicio del turno (8:00 a 13:00 hrs.)

a) Grafica la curva de produccion N(t) para 0<t<5,

b) ¢A qué hora de mafiana la tasa de produccion (O(Ij':l) del trabajador (eficiencia)

es maxima?.

c) ¢A que hora es minima?.

d) Grafica la tasa de produccion para0 <t<5.
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Ejercicio No. 30 - Geometria — (Resol. Pag. 165)

Se consideran los cilindros rectos de base circular de radio r y altura h inscritos en

=
@i

a) Determina ry h para que el cilindro tenga volumen méaximo.

una esfera de radio R dado.

b) Determina las dimensiones r y h para que el cilindro tenga superficie lateral
maxima.

c) ¢ Qué porcentaje del volumen de la esfera ocupa el cilindro de maximo volumen?

Ejercicio No.31 -Geometria - (Resol. Pag. 167)

Encuentra las dimensiones r y h del cono recto de base circular de volumen maximo

que puede inscribirse en una esfera de radio R dado.

&
L

Ejercicio No.32 -Utilidad de un fabricante- (Resol. Pag. 168)

Un fabricante de cierto repuesto para equipos de audio los produce a un costo de
$150 cada uno .
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Ha determinado que si el precio de venta es p $/unidad, lademanda g esta

expresada por:

q (p) = 1000 .€0004P

a) ¢A qué precio crees que debera venderlos para tener maxima utilidad?

b) ¢Cuantas unidades vendera mensualmente y cuales seran sus utilidades?

Ejercicio N0.33 - Proyectil — (Resol. Pag. 170)
Se lanza un proyectil en el vacio desde un punto 0 (ver figura) con velocidad Vg y

angulo de inclinacion 6.

En el sistema (XOY) indicado, la trayectoria del proyectil responde a la funcion:

- _ 2
Y= 9 , X2 +(tg0)x 0<6<n/2 g=98m/s
2vy©.cos” 0
Y
A VO
0
l N
0 alcance A - X

a) Indica qué tipo de curva es la descripta por el proyectil.

b) Para Voy 6 dadas, encuentra la altura méxima (hmax) que alcanza el proyectil.

c) Suponiendo 6 constante, grafica la variacion de (hnax) €n funcion deVy.
d) Suponiendo V, constante, grafica la variacion de (hmax.) en funciénde © .
Calcula el alcance L del proyectil y suponiendo V, constante, grafica L como

funcion de 0, indicando el valor 6, que da maximo alcance.
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Ejercicio N0.34 - Transporte — (Resol. Pag. 173)
Una locomotora que se desplaza a una velocidad v Km/h. tiene un gasto de
combustible G. que es proporcional a V2. Llamando K a la constante de
proporcionalidad:

Ge(V)=K V> en $/h
Tiene ademés un gasto G; en ($/h) que es independiente de la velocidad y que
asciende a 3600 $/h.
a) Determina la constante K sabiendo que si la locomotora viaja a 40 Km/h. el gasto
de combustible es de $1600.

b) Halla la expresion del gasto total G en $/hora de la locomotora en funcion de v.

c) Halla el costo total C(v) , encuentra la velocidad mas econémica para el

desplazamiento de la locomotora , y calcula el costo de un viaje de 1000 km.

Ejercicio N0.35 - Geometria — (Resol. Pag. 174)

Considera una circunferencia de radio R dado. Se inscriben en ella triangulos

is6sceles ABC .

20

a) Calcula el perimetro de los tridngulos en funcion del a&ngulo ©.

b) Halla el triangulo de perimetro maximo.
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Ejercicio No.36 - Hidraulica — (Resol. Pag. 176)

Un tanque de 2m de altura apoyado en el piso se mantiene lleno de agua mientras
que por un orificio practicado en una de sus paredes escapa un chorro que golpea el
piso en el punto A a una distancia x de la pared.

Admite que el chorro tiene forma parabdlica y que en el sistema (XY) indicado su

., 2
ecuaciones: Y = 9 5 X

2.VO

\A) X

A 4
v

VY

Donde v es la velocidad del chorro a la salida del orificio y g la aceleracion de la
gravedad.

Sabiendo que vg = \/Zgih te pedimos que determines la profundidad h a que
debe encontrarse el orificio para que el chorro golpée el piso a maxima distancia del

tanque.-

Ejercicio No.37 — Tiempo minimo de recorrido. — (Resol. Pag. 177)

Un vehiculo debe trasladarse desde el punto A hasta el punto B de la figura.
El punto A dista 36 Km de una carretera rectilinea .Sobre la carretera el vehiculo
puede desarrollar una velocidad de 100 Km / h , mientras que sobre el terreno puede
desarrollar una velocidad de 80 Km / h.

Carretera

100 Kin -

136 Km

Al
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a) Se desea saber cudl es el recorrido que debe realizar el conductor para que el
tiempo empleado en ir desde A hasta B sea minimao.
b) Calcula ese tiempo.

Ejercicio No.38 — Distancia minima entre barcos — (Resol. Pag. 178)

A la hora 12:00 del mediodia dos barcos A y B se encuentran en el océano a una

distancia de 80 millas nduticas como indica la figura.

80 millas | W ‘ > E

A i—'VA IB S

El barco A navega hacia el Este a una velocidad Va de 20 nudos y el barco B

navega hacia el Sur a una velocidad Vg de 25 nudos. Si las rutas iniciales no se

modifican:
a) ¢A qué hora crees que la distancia entre los barcos es minima?

b) Calcula esa distancia en Km.

Recuerda que: 1 nudo =1 milla nadtica / hora 1 milla nadtica = 1852,2 m.

Ejercicio N0.39 - Geometria - (Resol. Pag. 180)

Im

Se considera un cuadrado de lado 1m. En tres vértices consecutivos de €l se toman
los centros de tres circunferencias de forma que los radios de las que tienen centros

en vértices consecutivos, sumen 1m. (ver figura).
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a) Encuentra los valores extremos de los radios de forma que los cuadrantes de
circulo sombreados no se solapen.

b) Halla los radios de las circunferencias para que el area sombreada sea:

i) maxima i) minima

c) Calcula dichas &reas.

Ejercicio No.40 — Geometria — (Resol. Pag. 181)
Sea un rectangulo de lados ay b con b>a. En los vértices de uno de los lados de
longitud a se consideran dos cuadrantes de circulo con centros en aquellos , y radios

Cuya Suma es a. b

a) Halla los radios de los circulos para que el area sombreada del rectangulo sea:
i) maxima ii) minima
b) Calcula dichas areas en funciondeayb

Ejercicio No.41 — Longitud de tuberia- (Resol. Pag. 183)

Dos tanques A y B situados entre si a una distancia de d Km. se encuentran ubicados
a un mismo lado de la orilla rectilinea de un rio y a una distancia de éste dea Kmy
b Km .respectivamente fig (1).

Bomba
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Se desea ubicar sobre la orilla una bomba para alimentar de agua a los tanques
mediante tuberias rectilineas PA y PB.

a) Demuestra que la longitud de tuberia sera minima cuando se cumpla que: 061= 6,
(Admite que el punto critico que encontraras corresponde a un minimo ).

b) Calcula la distancia x que permite ubicar la posicion de la bomba en funcién de a ,
byd para las condiciones de la parte a) .

c¢) Calcula la longitud total de tuberiasi a=15Km. b=3Km. d=3,5Km.

asi como la posicion del punto P.

Ejercicio No.42 - Construccion de corral - (Resol. Pag. 185)

Utilizando una de las paredes laterales de un galpén (como indica la figura) se desea
construir un corral para alimentar libremente a un grupo de terneros.
El corral tendra seccion rectangular y se utilizaran tres tiros de alambre, el mas bajo
de los cuales se colocara a una altura tal que permita la entrada de los pequefios

animales impidiendo la de los demaés.

Detalle de la cerca

M >

Zona a utilizar para el corral

a) Se ha calculado que el area necesaria de corral es de 100 m? siendo el largo de la
pared de 20m. Dimensiona el rectangulo para que el costo de alambre a utilizar sea
minimo.

b) Calcula el costo del alambre necesario si el rollo de 1000 m cuesta U$S 35.

Ejercicio No.43 — Construccion de bebedero — (Resol. Pag. 186)

Se dispone de una chapa metélica de forma rectangular de 1,20m x 3m.
Se desea construir con ella un bebedero para animales procediendo a doblar la chapa

como indica la figura , para formar la superficie lateral y el fondo.
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AN A

0.40m 0.40 m 0.40 m

3.00m

CHAPA

BASE

Las bases se confeccionan de madera dura.
a) Determina el angulo 6 para que el volumen del bebedero sea maximo.

b) Calcula dicho volumen en litros.

Ejercicio No.44 -Construccion de corrales — (Resol. Pag.188)

Contiguo a dos paredes perpendiculares se desea construir un corral de seccion
rectangular que estara subdividido en seis partes iguales colocadas en dos filas de
tres cada una, segun indica la figura.

Para el cercado se dispone de 100 m de tejido.

a) Encuentra las dimensiones de cada parte para que el area encerrada sea maxima.

b) Calcula esas areas.
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Ejercicio No.45 - Costo de produccion — (Resol. Pag. 188)

Una fabrica de articulos de plastico recibe un pedido de 8000 unidades de cierto
juguete para ser comercializado en Navidad y Dia de Reyes.

La fabrica posee 15 maquinas, cada una de las cuales puede producir 30 juguetes por
hora. El costo de poner en funcionamiento las maquinas es de U$S 20 por maquina.
Una vez puestas en funcionamiento la operacién esta completamente automatizada
de forma que so6lo necesita de un supervisor de produccion cuyo salario es de 4.80
USS por hora.

a) ¢Cuantas maquinas deberan ponerse en funcionamiento para que el costo de
produccion sea minimo?

b) ¢Cuantas horas trabajaran las maquinas para cumplir con el pedido y cuéanto
ganaré el supervisor?

c) ¢Cual es el costo de puesta en funcionamiento del nimero 6ptimo de maquinas?

Ejercicio No.46 - Longitud de escalera - (Resol. Pag. 190)

Se desea colocar una escalera apoyada en el suelo y en la pared de un galpén como
se muestra en la figura.
Paralelamente a la pared del galpén y a 1m. de distancia corre una cerca de 1.50 m de

altura. La escalera se apoyara también sobre la cerca.

NS
___—» Escalera

‘ 1.5|
\
1

cerca

a) Calcula la longitud minima que debera tener la escalera para cumplir con las
condiciones pedidas ( se sugiere expresar la longitud de la escalera en funcion del
angulo gque la misma forma con el piso ).

b) ¢A qué altura de la pared del galpdn apoyaré la escalera?

c) ¢ A qué distancia de la cerca apoyara la escalera sobre el suelo?
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Ejercicio No.47 — Costo de instalacion - (Resol. Pag. 192)

Sobre una de las orillas de un rio se encuentra una central eléctrica y sobre la orilla
opuesta una fabrica (1) a una distancia d; metros aguas abajo, segun figura. El

ancho del rio es de (a) metros.
La fabrica solicita el tendido de un cable de alimentacidn eléctrica que la direccion
técnica de la central decide tendré una parte sobre el lecho del rio y la otra a lo largo

de la orilla.

Cable de alimentacion

Central /

\ 4 —_—
A X P W Fsbrica (1) B Fsbrica (2)

»

A

d1

A
v

do

a) Si el costo del tendido bajo el rio es de n ( dolares / metro) y a lo largo de la orilla
esde p (ddlares/ metro) , se desea conocer la posicion del punto P de manera que el
costo total de instalacion sea minimo , siendo n > p.

b) Calcula el costo total de instalacion y la posicion del punto P para que ello ocurra

enelcaso:a=500m; d;=2500m n=50U$S/m y p=30U$S/ m.

¢) Una segunda fabrica (2) solicita un tendido similar. Si la distancia d, = 4000m,

¢cual serd la nueva posicion del punto P? Justifica tu respuesta.

Ejercicio No. 48 - lluminacidn - (Resol. Pag. 194)

Una ventana de perimetro p dado, tiene la forma de la figura.

La parte rectangular es de cristal transparente y la semicircular de cristal coloreado.
et - 2 .. , .
Esta ultima permite pasar, por m" de superficie , solo la mitad de la luz que

permite la parte rectangular.
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Admite que la cantidad de luz que atraviesa la ventana es proporcional a la
superficie.
En esas condiciones se te pide que dimensiones la ventana para que ella permita el

paso de la maxima cantidad de luz.
Ejercicio N0.49 - Transporte de canos - (Resol. Pag. 195)

Se consideran dos parejas de semirectas [ P(a),P(b)] y [ Q(c), Q(d)], figura (1).
Considera la familia de segmentos A;iB; que cumplen:
A pertenece a la semirecta P(a) , B;j pertenece a la semirecta P(b) y Q pertenece al

segmento A;B; fig. (2) .

a P Al Ay Az P
c Q Q /61
B:
B2
d b B3
fig. (1) fig. (2)

a) Halla una expresion para la longitud L; de los segmentos A;iB; en funcién del

angulo 0 indicado en lafigura (2) ,con 0<0<m/2.

Bosqueja la funcién L hallada .

b) Desde un deposito dos operarios deben transportar horizontalmente cafos rigidos
hasta la salida a través de un corredor en angulo recto como indica la figura (3).
¢, Qué condicion debe cumplir la longitud del cafio para que el mismo pueda pasar

por el codo del corredor si los anchos de los mismos son: d;=2,5m y d,=2m.
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da

DEPOSITO Cafio "—————

dy /i

Salida

Si la longitud de los cafios es multiplo entero del metro, ¢ cual es el cafio de mayor
longitud que permite la operacién?

Ejercicio No. 50 — Geometria — (Resol. Pag. 197)

Se dispone de un alambre rectilineo de longitud L,y se desea cortarlo en dos trozos

construyendo con uno de ellos una circunferencia y con el otro un cuadrado.

A
—
v

Te pedimos que determines el punto de corte del alambre para que :
a) Lasuma de las areas del circulo y el cuadrado sea minima.

b) Idem para que sea maxima. Discute este caso.

Ejercicio No. 51 — Optica — (Resol. Pag.199)

El principio de FERMAT establece que: * la luz sigue, entre dos puntos Ay B, la
trayectoria que corresponde a tiempo minimo de recorrido”.

Sean Ay B dos puntos pertenecientes a medios de propagacion diferentes (1) y (I1),
separados por una superficie segun indica la figura (1).

Se desea determinar cual es la trayectoria que sigue un rayo de luz para ir desde el

punto A al punto B, siendo V1 y V> las velocidades en los medios (1) y (I1).
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Ae medio (1)
Superficie de separacion  fig (1)
Be  medio (Il)

Te pedimos que demuestres que esa trayectoria debe ser tal que se cumpla la

send , _ V|
send , V,

relacion:
Esta relacion es conocida como “Ley de la refraccion de la luz o Ley de Snell”.

Los &ngulos 81 y 0, son los indicados en la figura (2).

Te sugerimos calcular el tiempo total de recorrido en funcion de la distancia x

siendo la distancia d conocida.

Recuerda que el rayo de luz se propaga con movimiento rectilineo uniforme.

medio (1)

superficie de separacién

medio (1)

«— d —» fig. (2)

Ejercicio No.52 — lluminacion - (Resol. Pag. 202)

Se desea iluminar un estanque de seccion circular de radio R mediante una lampara

de altura ajustable colocada sobre la vertical que pasa por el centro de aquél.

La iluminacidn en el borde del estanque, que es la zona de menor iluminacion de la

l.cosé
42

superficie, esta expresada por la relacion: E =
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donde E es la iluminacion expresada en lux , | la intensidad del foco luminoso

supuesto puntual , expresada en candelas y 0 el angulo indicado en la figura.

a) Halla y grafica la funcion E para 0<6<n /2.

Verifica que existe un valor de 0 para el cual la iluminacion E es maxima , y
determina la altura a la que debe colocarse la lampara para obtenerla.

b) Calcula la iluminacion E en lux si 1 =500 candelas y r=2m.

Ejercicio No.53 — Resonancia serie — (Resol. Pag.204

Se considera un circuito serie R-L-C como indica la figura, al que se le aplica un
voltaje V(t) de variacion sinusoidal dada por la expresion:

V(t) = Vgsen(w.t)
La intensidad | de la corriente que circula por el circuito viene dada por la
expresion:
I(t)=1lg. sen (o.t + @)

- . - \Y
El valor maximo g esta dado por la expresion: Io:?0

donde Z es la impedancia del circuito y vale:

Z:\/RZ + (La)—i)2
Cw

a) Expresa 1o como funcién de o.
b) Suponiendo que la frecuencia angular @ de la fuente puede variarse, halla el valor
de @ que corresponde al maximo valor de .

( El valor que hallaras se conoce como “frecuencia de resonancia”)
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¢) Grafica Z como funcion de » , V>0

Ejercicio No.54 — Migracion de peces -

Se ha estudiado que ciertos animales ( peces, aves, etc ) efectGan sus
desplazamientos tratando de minimizar su gasto de energia.

Considera un tipo de peces migratorios que nadan a contracorriente. Llamemos:

v velocidad del pez respecto de la corriente, u velocidad de la corriente , u<v.

La energia (E) necesaria para nadar una distancia (d) esta expresada por la relacion:

K.v.2d
E(v)=
(V) vV—u

con K y u constantes.

a) Encuentra el valor de v que hace minima la energia E y muestra que ese valor es
un 50% mayor que el valor de u.
b) Bosqueja la funcién E para v > u.

Ejercicio No.55 — Inventario — (Resol. Pag.205)

Una empresa que utiliza transistores compra 1000 cajas al afio a un precio de
50 U$S / caja.

Los gastos de envio son de 40 U$S/ pedido

y los gastos de almacenamiento de 2U$S por caja y por afio.

Suponiendo que los transistores se utilizan a ritmo constante y que cada pedido llega
justo cuando el anterior se ha agotado, te pedimos:

a)¢Cuéntas cajas debe solicitar la empresa en cada pedido para que su costo anual
sea minimo? (todos los pedidos tienen igual nimero de cajas).

b)¢ Cuéntos pedidos debe efectuar al afio , cual es el costo total y por pedido?

Ejercicio No.56 — Velocidad econémica de transporte —(Resol. Pag. 206)
Un camidén debe transportar desde Montevideo a Paysandu un cargamento de
computadoras por valor de U$S 50000. Se supone que el viaje se hara a velocidad

constante v. Km/ h.

Las normas de circulacion establecen que: 40 Km/h < v <90 Km/h..
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2
El consumo de combustible viene expresado por la relacion: G; = [10 + ZVSOJ It/h

El conductor cobra un salario de 5 U$S/h y se supone que no infringe las normas de
velocidad.

Si el combustible vale 0.50 U$S/ It te pedimos:

a) Calcula el costo de combustible C; en U$S / Km.

b) Calcula el costo de salario en U$S / Km vy el costo total en U$S / Km en funcién
de v.

c) Determina cual es la velocidad mas economica para la empresa y el costo del viaje
si la distancia recorrida fue de 400 Km.

d) ¢Cuanto se gast6 en salario y cuanto en combustible?

e) Si el chofer se acompafia con otra persona que cobra 2 U$S/h , vuelve a resolver

lositemsc) y d).
Ejercicio No. 57 — Elastica de vigas — (Resol. Pag. 211)

La fig. (1) muestra una viga empotrada en su extremo derecho y libre en su extremo
izquierdo.
En la fig. (2) la viga se somete a la accién de una fuerza (F) ( carga aplicada en su

extremo libre).

Fig. (1) Fig. (2) —

Fig.4) O —»X |

Bajo la accion de esa fuerza el eje de la viga se deforma. La curva , cuya forma
adopta el eje de la viga , se denomina “elastica de la viga”.

Adoptando un sistema de ejes (XOZ) como el indicado en Fig. (4), la curva
respondera a una determinada ecuacién que se conoce como “Ecuacion de la

elastica”.
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Los distintos puntos del eje de la viga sufren desplazamientos verticales llamados
“flechas” f y las secciones perpendiculares al eje sufren “desplazamientos
angulares 6 ”, como indica la Fig. (3).

El conocimiento de las flechas f asi como del angulo de desplazamiento 0, es de
importancia fundamental al momento del dimensionado de vigas sometidas a
solicitaciones (carga) conocidas.

En el sistema (XOZ) llamaremos Z(x) a la ecuacion de la elastica y 6(x) al
desplazamiento angular.

Se cumpliré en todos los casos que:

Recta tangente

0(x) = dz ~. 0O

En efecto, observa que tg ¢ :(;Z , pero @ =06 (lados perpendiculares) =
X

tg 0 :ZZ y como se trabaja con &ngulos pequefios tg 6 = 6
X

por lo cual : o=02
dx
Te propondremos ahora algunos ejercicios respecto del tema.
Considera la viga isostatica empotrada en su extremo derecho, Fig. (1), sometida a
una carga F en su extremo libre Fig. (2).

En el sistema de coordenadas (XOZ) de la figura (4) las ecuaciones de la elastica y el

F.L3 X X 8
Z(X):_m{z_s[LHL)
dz

A(x) = o

angulo de desplazamiento son:

0> 0 antihorario, 0 <0 horario.

E e I son constantes que dependen del material y la forma de la seccidn recta de la
viga.
a) Encuentra el punto de la viga donde se produce la flecha maxima, y el valor

de fmax.
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b) Encuentra el punto de la viga donde el desplazamiento angular es maximo y su
correspondiente valor .
Ejercicio No. 58 — Viga apoyada con carga distribuida-(Resol. Pag.212)

Considera una viga isostatica articulada en su extremo izquierdo A y apoyada en su
extremo derecho B, como indica la figura, sometida a una carga uniforme de valor

p Kg/m. Bajo esas condiciones se sabe que:

s 4 3 4
Z(x) = - PLL X _of X +(Xj 0<x< L
24.El| L L L

H(X):dj p (Kg/m)
dx

A - B

a) Encuentra el punto de la viga donde se produce la flecha maxima, asi como el
valor de la misma.

b) Encuentra el punto de la viga donde el desplazamiento es méximo y su
correspondiente valor.

Ejercicio No. 59-Viga apoyada con carga concentrada—(Resol.Pag. 215)

Considera la viga de la figura, articulada en A y apoyada en B con una carga
concentrada F.

Sea L su longitud. F
N

A
I
|
I

B
A
I
I

a | b

En esas condiciones la ecuacion de la elastica y el desplazamiento angular seran:

( 2.2 3
_Fa%h 2§+5——X vV 0<x<a
6EIL |"a b a2p

A

212 _ _ A
200| -F2 bl L=x L-x (L-x|
6EIL | b a a.b?
dz
O(x)=—
\ ) dx
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a) Demuestra que la funcion Z es continua en el punto x = a
b)Tomando a = (1/3)L encuentra el punto en que se produce la flecha maximay el
valor de ésta.

¢) Calcula los angulos 6 en los extremos de la viga.

Ejercicio No. 60 - Analisis Marginal — (Resol. Pag.218)

El analisis marginal es la rama de la economia que estudia la variacion de ciertas
cantidades como precio, ingreso, costo y / o utilidad , cuando se presentan pequefios
cambios en el nivel de produccion.

Si q es el nimero de unidades producidas por un fabricante y C el costo total de

producirlos, se define Costo Marginal Cy,gq como:

dC
Cmg. = a

Si | es el ingreso total percibido por la venta de las q unidades se define Ingreso
Marginal como:

dl
Img.= @
a) Recordando que la utilidad o gananciaGes: G(q)=1-C

demuestra que la ganancia se maximiza para un nivel de produccién g, cuando

se cumplen:

1ro.) Cmg.(do) =Img. (do)

2do.) d?I d’C
— \Jo)<——> 1
dqz( 0) dq2 ( 0)
b) Un fabricante estima que si produce g miles de unidades por mes de cierto articulo

su Costo Total C viene expresado por la relacion:

C(q)=0.10¢*02q+100 US$S
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Su curva de demanda responde a la expresion

p(q)=-0.119g+41.8 US$S/ unidad.

Te pedimos que determines el nivel de produccidn g que maximiza las ganancias y
el correspondiente precio por unidad.

Verifica que se cumplen las condiciones de la parte a) del ejercicio.
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OPTIMIZACION

RESOLUCIONES
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Ejercicio No. 1

a) Llamemos x e y alas componentes de la pareja.

Se busca maximizar P talque: P=x.y

Sabemos que se cumple la condicion: x+y=S (1)
De la condicién (1): y=S-x.

Sustituyendo tendremos: P(X)=x.(S-x)
Finalmente entonces: P(x)=-x*+Sx

Nos encontramos con una simple funcion cuadratica que conoces de cursos
anteriores. Busquemos su maximo , vértice de la pardbola representativa de la
funcion , para lo cual debemos anular su derivada .

Derivando: ~ dP _ , ¢

dx

Anulando: -2x+S=0 Finalmente: x=%25.

De la condiciéon (1) : y=%2. S
La pareja buscada sera entonces: (%2 S, %2 S)

El producto de sus componentes seré el valor maximo: P (¥2S)= Vas?

El bosquejo de la funcion producto es el indicado en la figura.
P(x) A

s2/4

v

0 sf2 S X

b) Si S=40, lasoluciénes: x=20,y =20 o sea la pareja (20, 20).

El producto maximo sera entonces: Pmax = 400.
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Ejercicio No.2

a) Siendo ( x,Y) la pareja buscada deseamos en este caso minimizar la suma
S=x+y

cumpliéndose la condicion :
x.y=P (1) siendo P, dado.

De la condicion anterior se concluye que: y = P/ x. Sustituyendo obtenemos

finalmente: .
S(X) = x+—
X

Busgquemos los puntos criticos de la funcion anulando la derivada. Tendremos:

2_
S P _X-P_ 2 p_g
dx X2 X2
= x=-/P

Hemos descartado la solucion negativa ya que x>0 .
Estudiando el signo de la derivada primera de la funcién o calculando la derivada
segunda en el punto critico podemos clasificarlo.
0
ds —
Sig 6{-—J T ™
N\, P
0 A

El punto critico corresponde entonces a un minimo y su ordenada vale: S(./p )=2. ./p

Bosquejemos la funcion S : S(X) = X + P
X
Calculemos: lim S(x)=+o lim S(x)=+o0
X—» +owo X —»0"

La grafica de la funcion S tendra el andamiento indicado en la figura.
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S(x),

A

La componente y de la pareja la obtenemos de la relacion (1): y = p/x :ﬁ

Finalmente entonces la pareja buscada es: (/P /P )ysusuma,S=2 ./p

b) Siendo P =100 lapareja sera (10,10) y susuma S=20.
Ejercicio No. 3

Llamemos x e y a los lados del rectangulo.

Su perimetro p serd&: p=2(x+y) (I) ysuarea A: A=X.y

Observa que este ejercicio es una aplicacion geométrica del ejercicio No. 1.
En efecto, de la expresion (I): x+y=p/2 con (p/2) dado,y estamos buscando
maximizar su producto ( x .y ). Si llamamos S al namero (p / 2) estamos en las
condiciones del ejercicio No.1

De acuerdo con los resultados alli obtenidos la solucion sera: x=y=S/2=p/4,
por lo que el rectangulo de &rea maxima es el CUADRADO.

El &rea maxima valdra: A max= S?/4= p2 /16 .

Ejercicio No. 4

le L >l
[~ i
I I I I I
I I I I 1
X A y Bx C y
X
extremos soldados —~ Yy
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a) Los dobleces podran efectuarse, por ejemplo, en los puntos A , B, C indicados

debiendo ser B el punto medio del alambre.

b) Tedricamente podras construir infinitos rectangulos variando x entre 0Oy L/ 2,
y sus areas variaran.
c) Se cumplira que el area A sera: A=x.y conlacondicion 2(x+y)=L

Despejando y de la condicion anterior y sustituyendo obtenemos:

= A(x):x.(;—x) O<x<L/2

Observa que , como el perimetro L del rectangulo es dado , esto no es mas que una

aplicacion del ejercicio No.3 y por tanto el rectangulo de area maxima sera el
L
oy L2
cuadrado de lado 4 yérea A = 16
La funcién (A) es una funcién cuadréatica con dominio restringidoa [0, L /2] cuya

grafica representativa es la indicada.

A(X) 4

L2/16

v

Ejercicio No. 5

Una vez armada , la caja tendrd como base un cuadrado de lado (40 —2x) y

altura (x) .

Su volumen estara dado por la expresion: V(X )= (40 — 2x )* . x
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40 -2x

40 - 2x

Estudiaremos la funcion V en el intervalo [0, 20] .
Valores en los extremos:  V(0)=0 V(20)=0. Busguemos puntos criticos.
Derivando:
dv 2
™ =2(40-2.X).(-2).x+ (40 — 2x)“ = (40— 2.X)(—4x + 40— 2.x)
X

dv

Operando : ™ = (40 — 2.xX)(—6x + 40)
X

- 2
Anulando obtenemos como puntos criticos: X =20 y x :30

Para clasificar el punto critico interior al intervalo [0,20] estudiemos el signo de la

derivada primera.

0

Sig. av + T _
dx — —
0 / 20/3 \ 20

MAX AVK)
El valor x=20/3 corresponde a un maximo. V max [
El bosquejo gréfico de la funcién V se indica
en la figura.

0 20/3. 20 X

Observa que la curva tiene tangente horizontal en x= 20 ya que en ese valor la

derivada es nula.
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b) El correspondiente volumen V sera:

» 20

S 4,74.10%cm?3

20 40
Vinax = V() = (4-2
max = V() =(4-"2)

Ejercicio No. 6

1q?’ —125q2 +36q +81

El costo de produccion esta dado por la expresién: C(Q) = 3

Como se te pide que minimices el costo de produccion , derivaremos la funcion.

Tendremos:
4C _ 42 _159+36
dg

Anulando para hallar puntos criticos :
q°-15q+36=0= =3 (Qp=12

Estudiemos el signo de ZC para clasificar los punto criticos hallados.
q

0 0
dC ——I_ s 4—|_ —
S9 4q 0/4 3 \ 12/4 15
q
max min
Nos queda por definir si el minimo absoluto es C(12) o C(0). Calculemos esos
valores funcionales. C(0)=81 C(12)=9

El minimo costo de produccién corresponde entonces a la fabricacion 12000

unidades y su valor esde : C min=U$S 9000.

Ejercicio No. 7

a) Siendo el costo total de los n pisos: C(n) = 2n%+300n +320 el costo promedio
320

por piso sera: Cined = 2n + 300 +
n

b) Busquemos puntos criticos , siendo n > 0.
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dC 320
= _p_ %Y
dn n2

Anulando la derivada: 2n% -320=0= n=-/160 212,65
Necesitamos clasificar el punto critico hallado, para lo cual podemos estudiar el
signo de la derivada primera o calcular la derivada segunda en el valor hallado

de n. Optando por lo dltimo:

2 2
d S _ 6430 _ d (;'(«/160) ~03>0
dn n dn

==> el punto critico es un minimo.

Como el nimero de pisos debe ser un nimero natural deberemos decidir entre 12 y

13 pisos , para lo cual calcularemos los costos correspondientes.
Cmed(12) = U$S 350666 ~ Cpeq (13) = USS 350615
En consecuencia el costo total serd minimo para n = 13 pisos.

c) El costo total del edificio serd:  C(13)= 350615. (13) = U$S 4558000.

Ejercicio No. 8

m . : s
a) Como: p = VR siendo m constante, la densidad p del agua serd méxima

cuando el volumen V sea minimo. Debemos pues minimizar V en [0,10].

Derivando:

gl\T/ =107°(-20,4.1073T2 +0,17T - 6,4)

Anulando: -20,4.10°%T24+017T-64=0

Resolviendo la ecuacién se obtienen como raices :
T, =392°Cy T, =79°C

T corresponde al Unico punto critico en el intervalo considerado
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Estudiemos el signo de la derivada para clasificarlo
0
sigaviar  — t +

0 \3.92 /

El valor de T hallado corresponde al minimo absoluto de la funcién V en [0,10].

E—
10

El agua tiene entonces densidad maxima a una temperatura cercana a los 4 grados

centigrados.

b) Los valores en los extremos del intervalo son:
V(0)=11t V(10)= 1 It

El valoren T=3,92 es: V(3.92)= 0.99.

El bosquejo gréafico de la funcidn es como se indica.

V() It.

A

1.00
0.99 \

l—
l—

\\

v

0 3.92 10 TCC)
Ejercicio No. 9

2q

a) La funcion demanda p es tal que : p(q) =8.25 € 00 con g =>0.

Bosquejaremos p(q) para lo cual calculamos:
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p(0) = 8,25 lim p(g) =0

q— *©

dp

P 825 .(0.02). €021
dq

Obviamente la derivada es negativa para todo valor de g, con lo que la funcion es

mondtona decreciente.

La derivada segunda sera : :ng = 8,25 .(0,02) e'°'°2 q >0 vV =0
por lo que la concavidad sera positiva.
La figura indica el bosquejo de la funcién demanda.
p(@) 4
8.25
0 :q

b) El ingreso total 1 es el producto de la cantidad demandada g por el precio por

unidad p .

- 0,02
I(@)=p.q=8,25q.€ f

Graficaremos la funcionen [0, + o ].

1(0)=0 lim 1(q) = lim 8(.)2052q =0 ( 6rdenes de infinitos)
evveq
g— +® q—» to
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Puntos criticos.

di

= 825E 0024, e %929 g021=825€ 2% (1_0.02q)
q

;“:0 — 1—002q:O — g=>50
q

. . I - .
Siendo continua aa Vv g >0 con un solo punto critico , y teniendo en cuenta los
q

calculos hechos anteriormente , podemos concluir que el punto critico corresponde al
maximo absoluto.

En consecuencia el nivel de demanda pedido es de: q =50 unidades por mes.

El ingreso mensual correspondiente serd entonces : 1(50) = 148,5 miles de dolares
0 sea Imax. = U$S 148500.

El bosquejo de la funcion | sera el indicado en la figura.

I(@)

A
148.5
0 50 100 q
d?l . g o
Calcula — Y verifica que la funcidn presenta un punto de inflexion en g = 100.
dq

Ejercicio No. 10
a) La funcién de demanda de la empresa es : p(q) = 3000 - 0.3g> - 0.6q (1).

Se trata de una simple funcion cuadréatica con concavidad negativa.
La representaremos para valores positivos de la demanda q .
p (0) = 3000 Raices: -0.3q-0.6q +3000=0

Resolviendo la ecuacién obtenemos la raiz positiva q= 99
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El vértice de la parébola representativa corresponde al valor g = - 1 como f4cilmente

puedes verificar anulando la derivada de la funcion.

El bosquejo gréafico de la funcién demanda sera pues el indicado en la figura.

P(a) 4

3000

0 % T

b) i) Siendo el ingreso | =p.q Y sustituyendo p por su expresion (1) obtenemos:
I(q) = (-0.3q% - 0.6 + 3000 ).q = -0.3 ¢° — 0.6 g +3000 q

Estudiaremos la funcién en el intervalo [ 0, 99].

1(0) =0 1(99) = 0 (recuerda que el valor aproximado =99 correspondia a p=0).

Puntos criticos.

;“ =-09 q2 -1.2q+ 3000 =0 ——> q=57 toneladas
q

Estudiemos el signo de la derivada primera de la funcién para justificar que el punto

critico corresponde a un maximo.

dl

Sg —
gdq _|_(%_
57

\,

0
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ii) El ingreso mé&ximo correspondiente serd: Inax, = U$S 113500.

iii) De la expresion (1) , el precio de venta: p(57) = 1990 U$S/ ton.

¢) El bosquejo de la funcion ingreso en el intervalo [ 0, 99] sera el indicado.

(@4

113500

v

Ejercicio No. 11

Llamando R a la resistencia de la viga y Kk una constante positiva de

proporcionalidad podremos escribir:

R=k.ah® (1)

Considerando el tridngulo ABC tendremos : A a B
o - =h* (2 h /o

Sustituyendo en (1) obtenemos la expresion C

analitica de la funcion R: R(a) = k. a. (®*-a?) 0<a<d

Bosquejaremos la funcion calculando: R(0)=0 R(®)=0

Puntos criticos

d—R:k.(q>2—3a2)
da
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_ 43
J3 3

negativa por no pertenecer al intervalo de estudio ).

Anulando obtenemos:  a $=0.577¢ (hemos desechado la solucion

De la relacién (2) concluimos que:  h= \E $=0.816¢
b) Si ®=15"=38cm ——=> a=8.65"=22cm h=1224"= 31cm.
¢2

c) El volumen del tronco cilindrico de longitud L serd: V == A L

El volumen de la viga de longitud L serd: Vi=a.h.L

[ERy
jab)
=
—
N
D
=

Tendremos entonces : \\// = =——=~06

El porcentaje de madera utilizada en la viga es entonces del 60% de la madera total.
Ejercicio No. 12

Este ejercicio es similar al anterior. Si llamamos E a la rigidez de la vigay k a una
constante positiva de proporcionalidad , la funcion E tendra como expresion
analitica: E=ka.h® (1)

Larelacion entre a, h y @ es la misma que en el ejercicio No.11 , vale decir:
h? = % - (2)
Podriamos intentar un razonamiento similar al del ejercicio anterior .

Despejando h de la relacion (2) y sustituyendo en (1) obtendriamos para la funcion E

la expresion analitica :

E=ka(/¢2-a2 )
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Los célculos necesarios para hallar puntos criticos se vuelven en este caso mas

laboriosos por la expresion obtenida
Te mostraremos una manera alternativa de hallarlos.

Retomemos la expresion (1) : E@) = k.a.(h(a))®

de .. . -
Calculemos @ utilizando el teorema de derivada de la funcién compuesta.
a

dE _ k[ h*@a) + a.3h?(a). @] 3)
da da

De la relacion (2) , derivando ambos miembros obtenemos:

d’h(a) _dh?dh ndh _ o da
da dh da da da h

Sustituyendo en (3): (;I: =k[ h®+a3h? (-ha)] =k[h®*-3a’h]
Anulando la derivada para obtener puntos criticos concluimos que debe cumplirse la

relacion: h®-3a°h=0 = h=a./3

El resultado anterior y la relacién (2) nos permiten expresar los valores de a 'y de h

en funcion del didmetro ¢ del tronco:

_ 4 _ B
a= h= 2¢_O.866<|)

Un razonamiento similar al del ejercicio anterior permite afirmar que el punto critico

correspondiente al valor de a hallado es un maximo.
b) Para ¢ =15” ser&: a=7.5"=19cm h=13”=33cm.

c) La relacion de volimenes calculada en el ejercicio No.11:
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Vi _4ah
Vo zg?

nos da en este caso un valor aproximado de 0.55.

En consecuencia para obtener la viga de maxima rigidez se utiliza el 55% de la

madera total.

Las figuras siguientes muestran las secciones de las vigas de maxima resistencia y de

maxima rigidez a efectos comparativos.

Viga de maxima. resistencia Viga de maxima rigidez
Ejercicio No. 13

El costo necesario para la fabricacion del tanque se compone del costo de la base méas
el costo de la superficie lateral .

Cr = Chaset Coup.lat. a
h
2a
El costo del material de la base sera:
Chase = 100.SUP pase = 100 . 2 2% = 200 &*
Costo de la superficie lateral: Ciat.= 80. Sj:.= 80.(6ah) = 480ah
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Finalmente entonces: Cr=200a?+480ah
Se exige que el volumen total sea de 45 m® o sea:
V=a2ah=2a’h —=> 2a’h=45 (1)

Despejando h de (1) y sustituyendo en la expresion del costo total obtenemos
finalmente:

10800

Cr (a) = 200 a* +

Estudiemos la funcién en (0, +o) .

lim Cr(@)= +w lim Cy (a) = +

+
a—»0 a—» +oo

Puntos criticos.

dCr _ 400, 10800
da 3_2

Anulando: 400 a°-10800=0 ————> a=3 12380 =327 =3

De acuerdo a los calculos podemos afirmar que la funcién presenta un minimo en
a=3.

De la expresion (1) se deduce que h=2.5m
Las dimensiones del tanque deberan ser entonces: a =3m,h=25m, L=6m.

El costo total serade:  C1(3) = $5400.
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Ejercicio No. 14

Sea R el radio de la base y h la altura de la parte cilindrica.
Tendremos: Sup. lateral = 2r R h Sup. béveda = 2 n R?
Costo de superficie lateral: A ($/m?)

Costo de béveda: 2 A ($/m?)

Costototal: Cr=2rRhA+ 2nR?*2A

Llamando V al volumen dado del silo expresado en m® tendremos:

4R3

V=nR*h+ (1)

Despejando h de (1), sustituyendo y operando en la expresion del costo obtenemos:

v-2z R® )
4R

H=h=—~>2>_  —— CT(R):ZﬁA(l—Fi
7R 3

Estudiaremos la existencia de minimoen[0 ,+ o ].

Calculamos:
lim C(R)=+» lim C(R)=+w
R— 0 R—> +
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Puntos criticos

dct

dR

Derivando:

+7

Con, [V L8R
R? 3

Anulando:—v+83R: 0 => -3v+8R°=0 Este polinomio en R de tercer

7ZR2

: ] 3V o
grado tiene unaraizreal, R=3 o y las dos restantes imaginarias.
7T

0
SgdciT - T_|_

° Nt

El valor hallado de R corresponde por tanto a un minimo.

Como ¢ =2R tendremos: o = %F
T

De la expresion (1) :

Ejercicio No. 15

y A

X

Como el costo del alambre es proporcional a la longitud y los cinco tiros son iguales ,
bastara minimizar el costo de uno de ellos.

Llamemos L a su longitud expresada en (m) y A el 4rea encerradaen (m?).
Tendremos: L=x+2y vy deberd cumplirse la condicion x.y=A (1)

Despejando y de (1) y sustituyendo obtenemos finalmente la funcion L.
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L(x)=x+é x>0
X

Derivando para hallar puntos criticos:

dL 2A  x2-2A
B [

Obtenemos entonces: X = ~/2A

0
T, —
Sg. —

dx O\m/

La funcion presenta minimo en el valor hallado de x .

El correspondiente valor de y deducido de la expresion (1) sera :

y= A J2A
~2A 2

El ancho del rectangulo a alambrar es entonces la mitad del largo.
Siendo 1Hec. = 10000 m? obtenemos:

X=44720m y=223,60m L =894,40m
Como el alambrado tenia 5 hilos , la longitud total de alambre sera:

Liotas = 4472 m

y el costo total de alambre asciende a la suma de U$S 156,52 .
Si deseas tener un costo mas ajustado al costo del trabajo de alambramiento deberas
agregar el costo de los postes , el de los piques , el salario de los alambradores y

estimar ademas un porcentaje de alambre para ataduras y de desperdicio .

Ejercicio No. 16

a) La funcion ganancia G es tal que :
G(x) = 2000 X — 2 X
Se trata de una simple funcidén cuadratica cuya pardbola representativa tiene
concavidad negativa.
Bastara que hallemos la abscisa de su vértice y si este es interior al intervalo de

estudio, [ 0, 600 ], correspondera al maximo absoluto de la funcion.
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Derivado y anulando la derivada obtenemos:

((ij = —4x + 2000 = x =500
X

En consecuencia el productor debera sembrar 500 Hec.

b) La ganancia maxima por sembrar 500 Hec. sera:  G(500) = $ 500.000

De haber sembrado las 600 Hectareas disponibles su ganancia habria sido de
G(600) = $ 480000 .

En consecuencia su pérdida hubiera sido de $ 20000 .

Ejercicio No. 17
a) < d

Q. e i * Q

d
<«

v

\4

X
U A

v

d-x

El potencial en un punto P como el indicado sera:

Siendo Q, =5 Q; nos quedara finalmente como expresion analitica de la funcién V:

V() = le[l + 5}
X d-x
b) Estudiemos la funcién V enel intervalo (0, d)
lim V(x) =+ limV(x) =+«
x — 0 X —» + o0

Puntos criticos

_ 2 2
dv:kQ1[21+( 5 }leFx + 2dx d]

dx x?  (d—x)? x?(d-x)?
:V _0 =>4 +2dx -0’ =0
X
Resolviendo la ecuacién: X = [—1;%] d X2 = (_léﬁj d

Descartamos la solucién X, por ser negativa , mientras X; € (0,d), X;<d.
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El bosquejo gréfico de la funcion es el indicado en la figura

A

)

»
»

0 X, d X
El voltaje minimo se produce entonces cuando el punto P esta a una distancia X; de

la carga Q; Yy su valor serd V(xy).
c) Para los valores dados: Q1 =5. 10 cul, ,Q2=5Q; d=5cm. =0.05m
k =9.10° Volt. m/ Cul., x=0.62 d , obtendremos:

~1+-/5
2

Vmin. = V( .0,0SJ ~ V(0.03) 21275 voltios.

Ejercicio No. 18
a) L

A
v

X P vy
La iluminacion E en el punto P seré:

_klp okl [l
E—2+2_k[2+2

X y Xy
Se cumplird ademas la condicion x+y =L de laque deducimos:y =L -x (1)
Podriamos, como hicimos en el ejercicio anterior, sustituir el valor de y de (1) en la
expresion de E obteniendo E(X).
La derivacion de esta expresion nos conducira a calculos mas laboriosos que los del
gjercicio No. 17, por lo que resulta mas conveniente resolver el problema de la
derivacion usando funcion compuesta.

Se cumple que:

lim E(X) =+ limE(X) =+
+ -
X—3 0 X —»L
dE _ [ =2h -2 dy
dx X3 y3 dx
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De la relacion (1) : —=-1

En consecuencia: d£ = ZK(_Il + '2]

dx X3 y3

Anulando: 20 == | T 12| g —= x3:|—2y3
d x3 y3 Ih

X
Finalmente: x= I—Z.y: I—Z.(L X)
I3 I3

Operando en el segundo miembro de la igualdad y despejando x:

I
3/-2

|
X = 1L

1+3LZ
| 11

.< 1 el valor de x hallado pertenece al intervalo (0, L) de estudio de

I
322
1

1+3|—2
Iy

la funcion.

Como

De acuerdo a los resultados obtenidos el punto critico encontrado corresponde a un
minimo.
El bosquejo gréfico de la funcidn seréa el indicado en la figura.

E(X)A

Emin.

b) Siendo L =12 m I, =81; tendremos: X,=8m
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Ejercicio No.19

a)
precio unitario: p(x)=200-0.01x $

Costo total: C(x) =50x + 20000 $
La ganancia G del fabricante sera :
G=I1-C (Ganancia = Ingreso — Costo)

El ingreso obtenido por la venta de x articulos por semana se obtiene multiplicando
el precio unitario p por el nimero de articulos vendidos semanalmente X .
—> |(x) = p.x=200x - 0.01x> $/sem
Finalmente entonces:  G(x) = (200x — 0,01x?) — ( 50x + 20000 )

G(X) = - 0,01x* + 150x —20000  $/sem x>0
Como puedes observar la funcion ganancia es una simple funcién cuadratica con
concavidad negativa. Basta que verifiquemos que el vértice corresponde al maximo

de la funcion en el intervalo [ 0, + <o ) para lo cual su abscisa debera ser > 0.

Derivando: c:jG =-0.02x +150
X

Anulando: ==> x=7500 unidades/sem.
En consecuencia para maximizar sus ganancias el fabricante deberd vender 7500
unidades / sem.
El precio correspondiente serd: p(7500) = 200 — 0,01.(7500) =125
p=125 $ / unidad

b)
Al establecerse un impuesto de 10 $/ unidad tendremos una nueva funcion ganancia
G; talque  Gi(x) = - 0,01x% +150x —20000 —10x

G1(X) = - 0,01%* +140x —20000

Repitiendo para esta funcion lo hecho en la parte a) del ejercicio:

4Gy =-0.02x +140
dx

Anulando =—>  x =7000 unidades / sem.

El nuevo precio sera: p(7000) =200 — 0.01.(7000) = 130
p=130 $/unidad
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El precio de venta ha aumentado $ 5.00 lo que te esta indicando que para obtener
maxima ganancia el fabricante trasmite al comprador la mitad del impuesto,
absorbiendo él , la otra mitad.

Las respectivas ganancias seran:

G(7500) = - 0.01 (7500)* + 150 (7500) — 20000 = 542500 $/ sem.

G1(7000) = - 0.01 (7000)? +140 (7000) — 20000 = 540000 $/ sem.

Ejercicio No. 20

Debemos minimizar la funcién costo total Cy en el intervalo [ 0, 300 ] .

Cr(x) = 2x + 217800
Bosquejemos la gréfica de la funcién.
lim (2x + 217800 )=+ C+ (300) = 1326
x >0

Puntos criticos

dC+ 217800 2x? — 217800

Anulando:  2x*-217800=0 ——> x=+330

o | gt $

-330 0 \ 300 330

En el intervalo [ 0, 300 ] que es el que nos interesa , la funcion resulta
estrictamente decreciente y el minimo absoluto que buscamos ocurre para x = 300.
En consecuencia deberan transportarse 300 unidades.

El bosquejo de la funcion es el indicado en la figura.

CT(X) A K
1326 |

0 300

bes 4
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b) En este caso el intervalo de estudio sera [ 0,400 ] .
Bajo estas condiciones el punto critico correspondiente a x = 330 pertenece al
intervalo y por tanto correspondera al minimo de la funcién segdn el estudio de
signos hecho en la parte anterior.
Deberan transportarse entonces , en este caso , 330 unidades para obtener costo
minimo.
Ese costo sera de : C+(330) = 1320 .
El bosquejo gréafico de la funciédn se indica en la figura.

cix)

1344, 5
1320

v

0 330 400 X

Ejercicio No. 21

R52
(R+ r)2

a) Para que la potencia disipada en la resistencia de carga sea maxima debemos

P(R)=

hallar el maximo de P(R) en el intervalo [0 , +0).

b) P(0)=0 limP(R)=0
R—» +

Puntos criticos

dP _ 82{(R+r)2—R.2(R+r)}=82 -R2+1?)

drR (R+r)* (R+r)*
dP 2, 2 _
d—R:O ——> -R°+r\=0 c——> R=r

Como la funcién P es continua y positiva en el intervalo , de acuerdo a los_calculos
realizados podemos afirmar que el punto critico es maximo.
En conclusion: “ La potencia disipada en la resistencia de carga es maxima

cuando ella iguala a la resistencia interna del generador”
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b) Con los célculos realizados en la parte anterior podemos bosquejar el grafico de la
funcion P.
El valor de la potencia méxima es:

82

Pmax. = ——

P(R) 4

&/ 4r

o

-
v

Py}

Nota

La expresion de la potencia disipada que te hemos dado en el enunciado del ejercicio
puedes deducirla facilmente .

La intensidad | de la corriente que circula por el circuito dado, es el cociente entre la
fuerza electromotriz € del generador y la resistencia total del circuito R + r.

Como la potencia disipada es : P =R.I obtienes finalmente la expresion

R.gz

" RerP

Ejercicio No.22

|

a) Se cumple que:
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b) Bosquejaremos la grafica de Req en el intervalo [0,+) .

lim Req. =0 limReg =R

x—» 0" X —p 400
Derivando:

dReg, _R X+R-Xx| R?
dx (x+R)? | (x+R)?
dR
S — —+
dx ——_—

0 /
En consecuencia la funcion es monotona creciente y su grafico es el indicado en la
figura.

»

Req.x) 4

»
»

0 X

La Req del paralelo no supera entonces el valor R cualquiera sea el valor de la

resistencia x .

c) Si 0< x <R tendremos como valor maximo de la resistencia equivalente a :

R
Req. max. — Req.( R)= E

1) Six=0 , de la expresion (1) ( parte a) ) se concluye que : Req.=0 lo cual implica,
desde el punto de vista eléctrico , cortocircuitar la resistencia x y por tanto la
resistencia R . El circuito correspondiente sera el de la fig.(1).

R
]

R
[ ]
@ ® [ 4 \\ [ ]
Fig. (1) Fig. (2) D
X

if) Si x— +oo de (1): Regg= R Eléctricamente significa desconectar la resistencia x

del paralelo. El circuito se ve en fig.(2).
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d) Ry R

\Y

El valor de la intensidad de corriente | en el circuito viene dado por :

\Y

=Y
R1+ Req_

Siendo Req, la resistencia equivalente del paralelo formado por Ry x.

Como  Rgq = R obtenemos finalmente la expresion analitica de la funcion 1.
X+
\Y
0= o )
Rl +
X+R

Para x =0 tendremos, usando la expresion (2) :  1(0) = I;/
1

Segun vimos anteriormente el segundo sumando del denominador de (2) es una
funcién monotona creciente por lo que también lo sera la totalidad del denominador;
y consecuentemente la funcion | es monétona decreciente.

Su valor maximo sera precisamente 1(0) lo cual nos permite afirmar que la resistencia
R; actta como limitadora de la corriente maxima del circuito en caso de
cortocircuitarse la resistencia x .

El circuito en el caso x =0 seria el indicado en la figura.
R, R

[ 1
E— S

Enelcaso x=0, Ri=0 lacorriente maxima tiende a oo .

Ejercicio No.23
a) La superficie total de hojalata utilizada en el envase seré la suma de la superficie

lateral del cilindro més el doble de la superficie de un cuadrado de lado ¢ .
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) ¢

| )
N

La superficie total S serd entonces : S =m.¢.h +2¢° (1)

El volumen dado V establece una relacion entre las variables ¢ y h.

2
P
V= ""-h 2
A (2)
Despejando h de (2) y sustituyendo en (1) obtenemos finalmente:

S(¢):4;’+2¢2 4 >0

A efectos que visualices como varia la funcion S bosquejaremos el grafico de ella.

imS((bp)=+o limS (¢) =+
p—> 0" —> + o0 S @)
Puntos criticos 1
Derivando: d—s = _ v +4D =4 _v +®d

do D2 D2

. -V 3

Anulando: L tP=0 = &= Shv

o

v

o v 0

El punto critico resulta ser entonces el minimo absoluto de la funcion.
4 4V

De la relacion (2) : h=

., h , h 4
La relacion — sera entonces: — = =— =127

v
@ 7r3\/V2 3y 7

b)Si V=1It=1000cm®* ——=> ¢=10cm h=20~127¢cm
T
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c) El area de material desperdiciado es el doble de la diferencia entre el area del

cuadrado de lado ¢ y el area del circulo de didametro ¢ .

La superficie total utilizada en el envase tiene area: S= —+ 2¢2
La relacidn entre area desperdiciada y area total sera entonces:

YT N
207 -™) 20-T) a7

= = =~ 0.072
ﬂ+ 202 ﬂ+2 6
[0) ®3
(Recuerdaque @ =3/V)
El porcentaje pedido sera de 7,2 %.
Ejercicio No. 24
F
v\e
P
F(6) = _ umg 0<@< z
cosé + u.send 2

a) Efectuemos un bosquejo grafico de la funcion .
T
F(0) = u.m.g F(E) =m.Jg

Puntos criticos

dF _ umg[-(-send + ucoso)]
do (cos@ + usend)?

Anulando: sen®@=pcos® =— tgb=p = O=Arctgu
Estudiemos el signo de la derivada para clasificar el punto critico.

El signo lo determina el factor sen 6 - cos 6 = cos 6. (tgo -u )
EnJ[O, %] , €0s O > 0 mientras el factor (tg 6 - u) cambia su signo de negativo a

positivo.
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En definitiva:
0
. —1
Sg@ — —

0 \4 Arctg u / /2

El punto critico corresponde entonces al minimo absoluto de la funcién.

El bosquejo gréafico sera el indicado en la figura.

F(0) 4
mg
pm g_\
Frmin
0 Arctg u /2 =e

El valor de la fuerza minima sera:

Fmin= __mumg debiéndose cumplir que tg 6 =u . Teniendo en cuenta que
cosé + u.sené
1 .
cos 6 = ——— concluimos:
«/1+t926’
Fonin = aumg — a.m.Jg _ a.m.g _ _u4mg
cosd + .send cosO.(1+ u.tg0) 1 (1+ﬂ2) 14 42

1+ ,u2
b) Parael caso: p=0.4, m=80Kg,g=9.8 m/s”obtenemos:
Fmin= 291,17 Nw = 30 Kg ¢ (kilogramo fuerza)

6 = Arctg 0.4 = 22°
Comentario.

En la parte b) del ejercicio has visto que si realizas una fuerza de aproximadamente
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30 kg con un angulo de inclinacién de 22°, logras poner en movimiento el cuerpo
cuyo peso es de 80 Kg ¢ .

Sin embargo, si realizas esa misma fuerza de 30 Kg; horizontalmente (6 = 0°) no
consigues moverlo ya que en ese caso la fuerza necesaria seria:

F(0) = n.m.g = 0.4 (80)(9.8)=313.6 Nw =32 Kg ¢ .

En realidad la fuerza util F, necesaria para mover el cuerpo es la componente
horizontal de la fuerza F.

Para el caso 6 = 22° el médulo de la fuerza Gtil sera F, = 30. cos 22° =27.8 Kg s .
En resumen

Si F,=27.8Kgs el cuerpo comienza a moverse.

Si F=30Kg¢ con direccion horizontal , el cuerpo no se mueve.
En primera instancia puede parecer un contrasentido.
Sin embargo no lo es, y los resultados que obtuviste son correctos.
¢, Que ocurre en realidad ?.
Si dibujas el diagrama del cuerpo libre tendras todas las fuerzas que acttan en el
problema .

1

Fe—T1— 5 F

P
Q) (1)
En(l): Frz=p(P—Fn) En(l): Foz=pNz=pP

Al variar el angulo 6 varian las componentes F, y Fy de la fuerza F

Si 6 aumenta desde 0° a 90°, F disminuyey Fy aumenta, con lo cual disminuye

la fuerza N de reaccion del plano y consiguientemente disminuye la fuerza de

rozamiento F;.
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La fuerza de rozamiento es méxima para 6= 0y vale:
Froz (0)= 0.4.(80).(9.8) = 313.6 Nw = 32 Kg;
Para = 22° en cambio la fuerza de rozamiento vale:
Fn = 30.sen(22%) = 11.24 Kgr P = 80 Kgr N = 68.76 Kgs por lo que
Froz(22°) = .4 (68.76) = 27,50 Kgy
En resumen:
En el caso (I):
F=30Kg 6=0° Fo;=32Kgs =—>  F<Fu, (Elcuerpono se mueve)
En el caso (I1):
F=30Kgr 0=22" F,=27.8Kgs Fro; = 27.50 Kgr == F, > Fyo;
(El cuerpo se mueve)
En consecuencia la aparente contradiccion no es tal ya a la luz de que la fuerza de

rozamiento disminuye a medida que aumenta el &ngulo 6.

Ejercicio No. 25
Al aplicarle al cuerpo una fuerza de variacion sinusoidal de frecuencia w, la amplitud
de la oscilacion viene expresada por :

G

\/(a)g —0)2)2 + 020)2

Se te pide que encuentres el valor de ® que maximiza la funcion amplitud A,

Alw) =

siendo ® > 0, valor de @ que se denomina “frecuencia de resonancia”.

Podriamos repetir razonamientos de ejercicios anteriores derivando la funcion A
buscando puntos criticos , etc.

Sin embargo , si observas la expresion analitica de la funcion ,veras que se trata de
un cociente con numerador constante , por lo cual para maximizarlo bastara
minimizar el denominador.

A su vez, para minimizar el denominador alcanza con minimizar la cantidad
subradical dada la monotonia de la funcion raiz cuadrada.

Esta cantidad subradical no es mas que una funcién cuadratica en o , de concavidad

positiva de la cual hallaremos la abscisa del vertice de la parabola representativa.
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Tendremos entonces:;

d{(wg _wz)z + Czwz}

i = z(a)g — a)zk— 2a))+ 2CHm = 2a)(— 2603 +20% + Cz)

c c
Anulando: @? = a)g -2 = o= a)g -2

2 2

La amplitud maxima de la oscilacion sera:

i l

Amax. = > > c
C2 _C2 2 \/C( 2_2j
S T2 4 Cow 2| @0
\/4 2 40 4

Ejercicio No. 26

A
A 4
A
A 4

b $

Llamemos x e y a los lados del rectangulo de estiba de area Ay a y b alos
espesores de las paredes.
Los lados del rectangulo exterior seran entonces (x+2a) e (y+2b) ysuérea$S
valdré:

S=(x+2a)(y+2b) (1)

Las variables x e y estan ligadas por larelacion: xy=A (2)
De(2): y= A
X
Sustituyendo en (1) obtenemos finalmente la expresion analitica de la funcién S :

S(x):(x+2a)(':‘+2b) x>0
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Bosquejemos el grafico de la funcion Sen (0, +).
lim S(x) = +e0 lim S(x) = +oo
x—» 0 X —p +©

Puntos criticos

2
as = (é+2b)+(x+2a)(—é) — 2bx” —2aA
dx X X2 x2

) ) . la
Anulando obtenemos en el intervalo de estudio la raiz xq = BA

0

Sggi __T—I_
O\xo/

De acuerdo a los célculos realizados el punto critico correspondiente a Xxo es el

minimo absoluto de la funcion , cuyo bosquejo es el que se indica en la figura.

\_/

S(x)
0 X0 X

S(xo)

v

De la relacién (2) obtenemos:

Yo=. /EA Los lados del rectangulo de estiba seran entonces ./ZA y EA .
a a

Puedes deducir que si las paredes son del mismo espesor (a = b) el rectangulo de
estiba y el rectangulo exterior seran cuadrados.
b) Llamando S; a la superficie de piso ocupada por las paredes tendremos:

Si(x) =S(X) - A
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Como A es constante , resulta obvio entonces que el valor de x que minimiza S(X)
minimiza también S;(x).
c)Para A=100m?* a=b=0.20m obtenemos:
x=10m y=10m
Para el rectangulo exterior:
X+2a=10.40m y+2b=10.40m S1 = 10.40° - 100 = 8.16 m*

Ejercicio No. 27
V() = So(ét3—5t2+4tj+1£0 tenhoras,V en Km/h

9 2

a) Estudiaremos la funcion en el intervalo [0,5] (de 17 horas a 22 horas ).

V(0) :1;;0 =~ 43.7 Km/h V(5)=36.3 Km/h
Puntos criticos
CI—\/:@(t2—5t+4) Anulando: t?—5t+4 =0
dt 9
Raices:t; =1 t,=4
V(1)=60Km/h V(4)=20Km/h

De acuerdo a los calculos realizados y siendo la funcion de tipo polinémico podemos
afirmar que el maximo absoluto se produce ent=1 y el minimo absolutoent=4 .
b) El bosquejo gréfico de la funcion es el que indica la figura.

V(1) J Km / h)
60
43.7
36.3
20
0 1 4 5 t (horas)

Los resultados indican un transito fluido a las 18 horas que paulatinamente se va

enlenteciendo hasta las 21 horas y que luego comienza a agilizarse nuevamente.
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Ejercicio No. 28
Sea x el numero de apartamentos alquilados.
El nimero de apartamentos no alquilados sera entonces: 150 — X .
Como el niumero de apartamentos alquilados disminuye linealmente a razén de 5
apartamentos por cada 30 dolares de aumento en el alquiler , la raz6n sera de 1 apto.
no alquilado por cada 6 dolares de aumento en el alquiler.
Los apartamentos alquilados tendran , cada uno , un alquiler de :

300+6(150-x) (USS)
Como se alquilan x apartamentos la ganancia total G se expresara analiticamente
como:  G(x)=x.[300+6(150-x)]=-6x>+1200x con 0<x < 150
La funcion ganancia es entonces una simple funcion cuadratica con concavidad
negativa. Busquemos su maximo , vértice de la parébola representativa.

Derivando: d—G =-12x+ 1200

dx
Anulando:  x =100
Como el valor hallado pertenece al intervalo de estudio , correspondera al maximo
absoluto de la funcion.
El bosquejo gréafico de la funcion G es el indicado en la figura.
G(100) = 60000 U$S  G(0)=0 G(150) = 45000 U$S

G(x)‘

60.000
45.000

<V

0 100 150

b) EIl nimero de apartamentos alquilados sera 100 y el alquiler de cada uno de
US$S 600, y la ganancia total de U$S 60000 .
c) Si se alquilaran todos los apartamentos la ganancia seria de G(150) = 45000 U$S

lo que implicaria una pérdida para la inmobiliaria de 15000 US$S .
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Ejercicio No.29
a) N =-t2+ 6t°+ 15t
Para estudiar la funcién en el intervalo [0,5] calculamos:

N(0) = 0 N(5) = 100 (g:I:-Bt2+12t+15

Anulando: t;1=5 ty=-1

2
d—zN =-6t+12
dt
Anulando: t=2
dt L L
0 / 5

La funcién es entonces creciente en el intervalo con tangente horizontal en el

extremox=5.
2
Sg. d—zN 0
dt _|_ T L
[ , -
0 2 5

De acuerdo a lo anterior la funcion presenta punto de inflexion en t=2 cambiando su
concavidad de positiva a negativa a medida que crece t .

El bosquejo gréafico sera entonces:

N(t) &

100

46

—~+ Vv

b) Puedes responder a esta pregunta observando la figura anterior o remitiéndote a
los calculos realizados.
Si imaginas las tangentes en los distintos puntos de la curva puedes concluir que las
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pendientes van aumentando desde t =0 a t =2 para luego comenzar a decrecer
hasta anularse ent = 5.

La méxima eficiencia ocurre entonces en t=2 o sea a las 10 horas de la mafiana
(hemos tomado t= 0 a la hora 8.00, comienzo del turno).

Si te remites a los calculos la derivada segunda estudiada en la parte a) no es mas
: . ., . . dN
que la derivada primera de la funcion eficiencia T

Esta serad creciente hasta t=2 y luego decreciente presentando maximo absoluto en
ese valordet.
c) Para contestar la pregunta basta calcular:

dN dN
——(0)=15 ~—(5)=0
a O y i ®

La eficiencia minima ocurre entonces en t=5 , hora 13 final de turno.
d) Como la eficiencia es una funcion cuadratica con concavidad negativa , el grafico

que se indica corresponde a una parabola.

y

»

dN
y (t)

NS

15

v

Ejercicio No.30

a) Sean R, r y h las longitudes indicadas en la figura.
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El volumen del cilindro que pretendemos maximizar viene dado por la expresion:
V=nr’h (1)

Las variables r y h pueden relacionarse aplicando el teorema de Pitagoras en el

triangulo OAB.

2
Se cumplird entonces: RZ=r"+ (2) (2)

Llegado a este punto debes elegir expresar el volumen V en funcion de r o de h.
Para el primer caso deberias despejar h de la relacion (2) , lo que te conduciria a

introducir un radical en la expresion de V. Resulta mas conveniente a efectos de los

calculos despejar r? y sustituir en (1) expresando V como funcién de h .

2
: h -
Obtienes entonces: r° =R - [Zj que sustituida en (1) te conduce a :

3
v:nafh-Z) 0<h<2R
Puntos criticos
dv 2 3 2 2
— = R“—— h Anulando: h= —R
dh ( 4 ) 3
Sgd—v 0

N S
O/éR\ZR

El Unico punto critico en el intervalo corresponde pues al maximo absoluto de la

funcién V de acuerdo a lo anterior.
Los correspondientes valores de r y V los obtenemos de las relaciones (2) y (1)

respectivamente.

3
r=_|=R Vmax. = —R
3 max. 3\/§
b) La superficie lateral S del cilindro sera:
S=2nrh

La relacion entre r y h sigue estando dada por la expresion (2) de la parte a).
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2 _h?
4

2
Sustituyendo en (1): S(h)= 2 h R? —h4 0< h<2R

Estudiemos la funcion en el intervalo indicado.
S(0)=0 S(2R) =0

Despejando r obtienes: r=,|R

2 2 2
ds:y{ 4RZ_p2p 2N }=ﬂ4R —h*-h
dh 2./4R? _h? J4R? —n?

Anulando: 4R2 - 2h2 =0

Teniendo en cuenta que h >0, obtenemos h=-/2R

a4
[ I L
0 J2R 2R

Los resultados anteriores muestran que el punto critico hallado corresponde al
maximo absoluto de la funcion en el intervalo de estudio.
2 h

De larelaciéon (2) : r= 7R = 5 y Smax=2T R?

Repara en que , de acuerdo a los resultados, las dimensiones del cilindro de volumen

maximo no coinciden con las del de superficie lateral maxima.

c) El porcentaje pedido sera : M.loo
esf.
4R°
En consecuencia: 3ﬁ3 .100 = i.loo = 58 %
47R 3
3

Ejercicio No. 31

Seanr, R,y h lasindicadas en la figura .

El volumen del cono vendra expresado por: V = :1%7: > h 1)
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El cono de volumen maximo debe tener su base en la semiesfera inferior pues todo
cono tiene otro con base simétrica respecto al plano diametral de la esfera 1. AC, en

la semiesfera superior , pero de menor altura , lo que permite variar hen [ R,2R].
A

' U

La relacion entre r y h la obtienes aplicando el teorema de Pitagoras en el triangulo
OCB. (h- R¥+r*=R* (2

Despejando r? de la relacion (2) y sustituyendo en (1) obtienes:

V = ;E[RZ_(h_R)Z]_h :;f(th2 —h3) R<h<2R

Puntos criticos
‘vaﬁ(mh—shz) Anulando: h=0 h=“R
dh 3 3
Valores funcionales:

1 _3 4 32 3
V(R ==z R V(2R) =0 V(-R)= —7R
R)=7 (2R) (GRI= 7

. L. ., 4
En consecuencia el maximo absoluto de la funcion corresponde a: h = §R :

22

De la relacién (2) el correspondiente valor de r serd: r = T3 R.

Ejercicio No.32

La funcién demanda es: q=1000¢e " 0.004p (1)

siendo p el precio por unidad y q la cantidad demandada por mes.
La utilidad del fabricante sera entonces: G=q.p ($/mes)

Sustituyendo g de la expresion (1) obtienes:

G(g) = 1000 p e ~ 2004P

Bosquejaremos el grafico de la funcién G para p>0.
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1000p
e0.004p

G0)=0 lim G(p) = lim =0 ( 6rdenes de infinitos) .

p—» +0  p—» +oo
Puntos criticos

zG ~ 1000( e 0.004p _ p.0.004.e_0'004p): 1000720947 (1 0.004p)

p

Anulando: 1-0004p=0 ——=> p=250

Siendo positiva la funcion G el punto critico corresponde al maximo absoluto de la
funcion.

El bosquejo de la funcion seré el indicado en la figura.

G(p)
A
Gmax
0 250 p
La cantidad demandada q sera:
q=1000e 2020 _ 19001~ 367,88

Como la cantidad demandada no es un namero entero calcularemos la utilidad y el

precio , teniendo en cuenta el bosquejo grafico anterior, para q =367y q = 368.

g =367 367 =1000e ~ %00 P —> _ —L(0367) ~ 250,60
0.004

G(250,60)=91969,60

g=368  368=1000¢€ *°P — p= _'a(g'(;ofS) =249,92

G(249,92)=91969,60
El precio de venta de los repuestos debera ser entonces de 249,92 $/unidad para
obtener m&xima ganancia.

b) La demanda sera de 368 unid. y las utilidades seran de 91969,60 i

mes mes
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Ejercicio No. 33
La ecuacion de la trayectoria es :

YO) =50

5 x?+(tgo x  0<@<
2vcos o

a) La trayectoria sera parabdlica ya que la funcion y es cuadratica.
y A

Vo

hmax

v

0 alcance

A
v

b) Siendo v y 6 constantes debemos hallar la ordenada del vértice de la parabola.

Derivando: &Y — %x +1t90
X vpeos<d
g v6
Anulando: 5 X= tgf —> x = “0send coso
v(Ccos“é g

La altura maxima sera entonces:

Nmax.= 2

g

-9 vésenze cos? 6 vg send coséd
5 3 +tgf0 ——
2vpcos o

Operando obtienes finalmente:

_ visen?o

Aoy =
max 29

c) Siendo 6 constante la altura maxima hmax. Serd entonces funcion cuadratica de vg

El bosquejo gréafico es el indicado. A Do

4
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d) Siendo ahora vg constante , la altura maxima sera funcion de 6.

Bosquejaremos la funcion h max. enelintervalo 0<6<n/2.

2
T Vo

h max.(0) = 0 hmax | = |= Y0

maX.( ) max. [ 2 j zg
Derivando:
dh v% v%
— =0 2senf cosh = —°sen(260) ( Recuerda que sen(20) = 2 senf coso )
do 2g 29
Anulando: 6 =0 0=n/2

Como sen(20)>0 para 0<0<x/2,lafuncion es mon6tona creciente en el

intervalo, con tangente horizontal en ambos extremos.

: _ d2h v% v%
Calculemos la derivada segunda:  — - =" c0s(260)2 = ~ > cos(20)
do- 29 g

Anulando: 20=n/2 =—=> 0 =n/4
2
3922 0
o -
L T _—

0 n /4 nl2

2
La funcion presenta punto de inflexion en 6= /4 siendo su ordenada h (= /4 )= ZO.

El bosquejo gréfico es el indicado en la figura.

h maxh

v6

29
%
49

v

QU
NN
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Alcance del provectil

Para determinar el alcance L podriamos hacer y=0 en la ecuacion de la trayectoria y
obtener el valor de x correspondiente.

Sin embargo, teniendo en cuenta la simetria de la parabola respecto de su eje, puedes
deducir que el alcance es el doble de la abscisa del punto de altura maxima que
calculamos en la parte b) del ejercicio.

V3 V3
Portanto: L =2-"send cosd = —2sen(20)
g g

Suponiendo vg constante L serd funcién de 6 siendo la expresion analitica de la
V2

misma: L (6)=—%sen(26)
g

Bosquejaremos el grafico en el intervalo 0 <6 < /2.

2 2
LO)=0 L (x/2)=0 AL _ VB oo5(20)2 = 2Y0 cos(20)
dé g g
/2
Anulando: cos(20)=0 —=> 0=m4 ——> L (v4d)=-2
g

El punto critico hallado corresponde entonces al maximo absoluto de la funcion en el
intervalo.

En consecuencia se tendrd maximo alcance del proyectil cuando el angulo de
lanzamiento sea de 45°, para una velocidad inicial dada , siendo ademas proporcional
al cuadrado de la misma.

Loy}

0 nt /4 nl2 0
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Ejercicio No. 34

a) Como el gasto de combustible es proporcional al cuadrado de la velocidad

tendremos:

) k>0

$
km h

Si: v:40T G =1600 :1600:1

402 km?

> | s

— > k

b) El gasto total en ﬁ sera la suma del gasto en combustible mas el gasto fijo.

Gt = k.v2 + 3.600 $

Para obtener el gasto total en k$ es necesario dividir por la velocidad v.

m

— Gr= kv + 3600 i
\Y km

La velocidad mas econdmica sera la que minimiza la expresion anterior para v > 0.

Bosquejemos el grafico de la funcién Gr.

lim Gy =+ lim Gt =+
+
v— 0 V —» 4w

Puntos criticos

dGy _, 3600 _ kv’ ~3600

Anulando: kv —3600 =0 > V= 3600

k
Como k =1 concluimos que Vv = 60.

El punto critico hallado corresponde al minimo absoluto de la funcién en el intervalo
(0, +0).

La velocidad mas econdmica para el desplazamiento de la locomotora sera entonces

de 60 K™
h
El costo por kilémetro serd: Gt (60) = 60 + 3680 = 120 k$
m
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El costo de un viaje de 1000 Km. ascendera entonces a $ 120.000 .

El bosquejo gréafico de la funcién es el indicado.

A

120

»

0 60 v(km/h)

Ejercicio No. 35

a) Tratemos de hallar la expresion p(6) siendo p el perimetro del triangulo ABC.

@)

Considerando el tridngulo OMB: ZMOB = 26 (&ngulo central e inscrito
correspondientes ).

En consecuencia: MB =R sen (20) =——> AB =2 R sen (26)

Considerando el tridngulo CMB :

MB _ Rsen(20) 2Rsend cosd

BC = =
send send send

Finalmente entonces:
BC = 2Rcos(0)
El perimetro serd:  p(6)=2Rsen(20) + 2.2R cos6 =2R (' sen(26) + 2cosb)
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Operando concluyes finalmente que:
p(0)=4Rcoso (1 +sen0)
b) Determinemos el maximo de la funcion p en el intervalo 0< 6< /2.
p(0) = 4R p(n/2) =0

Puntos criticos

gz = 4R[-send(sen@ +1)+ cosd.cosd] = 4R(0032 6 —sen’ @ —sen 49)

. 2 2 .
Teniendo en cuenta que cos"0 =1 —sen"® obtenemos finalmente:

dp _ 4R.( - 2sen0 - send + 1)
do

Anulando: - 2sen’0 -senf + 1= 0 =——>

+
enb= 71 - T 8

, ., 1
Como 0< 0< n/2 sélo tenemos la solucion sen@ = 5 —> 0 =%

El valor funcional en el punto critico sera:
p (%)= 4R cos%(sen% +1)=3-/3R

De acuerdo a los resultados de los célculos efectuados podemos afirmar que el
punto critico corresponde al maximo absoluto de la funcién.
El tridngulo de mé&ximo perimetro es entonces el triangulo equilatero.

El bosquejo del grafico de la funcion es el que indica la figura.
p(6) &

3-/3R

4R

v

0 /6 /2
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Ejercicio No. 36
En el sistema XOY indicado en la figura la ecuacion de la curva descripta por el

chorro es: y= ix2 (1)

2v(2)

2.00m

Las coordenadas del punto A seran: A (x,2-h).
La relacion (1) nos permitira llegar a la relacion entre x y h para estudiar su
variacion.

Tendremos entonces: 2_h= 9 42 (@)

ZV%
Sabemos que la velocidad de salida del liquido ( vo ) cumple vo=-/2gh, por lo que

sustituyendo en (2) obtenemos:

(2-h). 2(.2gn f = g x? Operando:  x? = 4h.(2-h)

finalmente y teniendo en cuenta que x > 0 obtienes:

x(h)=2+/2h—-h? (3) 0<h<2

Para maximizar x alcanza con maximizar la cantidad subradical , funcion cuadréatica
con concavidad negativa.

Como 2h—h%=h (2-h) sus raices seran: hy=0 y h,=2 con lo que el vértice de
la parabola corresponde a h = 1y el correspondiente valor de x es de acuerdo a (3)
x (1) =2

En definitiva el tanque debe perforarse a una profundidad de 1m, lo que en nuestro
caso equivale a Im de altura desde el piso, y el chorro golpeara al mismo a 2m de la

pared del tanque.
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Ejercicio No. 37

M X N 100 - x B CARRETERA
W

a) El vehiculo tiene distintas posibilidades para ir desde A hasta B. Podria , por
ejemplo, ir directamente de A a B, podria efectuar el recorrido AMB o
eventualmente uno como el ANB.

Trataremos de determinar cual de todos los recorridos posibles corresponde a tiempo

minimo de acuerdo a las velocidades dadas.

k . k .
Llamemos: v =80 r:n velocidad en el terreno , v, = 100 r:n velocidad en la

carretera , distancia MN = dyn = X distancia NB = dyg =100 - X  dapm =d = 36km

Aplicando el teorema de Pitagoras en el triangulo AMN tendremos: dan = +/d? + x2

El tiempo empleado por el vehiculo en los tramos AN y NB seran respectivamente,

recordando gque el movimiento es rectilineo uniforme:

_ d? +x2 _100-x
taN= ———— tNg =
Vi V2

La expresion analitica del tiempo total t en funcion de la distancia x sera entonces:

\d? + x2 , 100-x

Vi Vo

t(x) =

Estudiemos la funcién en el intervalo [0,100].

t(0)= 4,100 _36 100 _4hom ( corresponde al trayecto AMB)
Vi V» 80 100

/362 +1002

t(100)= T ~ 1M1 ( corresponde al trayecto AB)
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Puntos criticos
dat X 1

dX v d?+x% V2

Anulando: oox b 0 —— V2x=-d?+x>.vi (1

vpld2 +x% V2

Elevando ambos miembros al cuadrado y operando obtienes:

d2v? tdv
vaxZ —vix? =d?vZ = x%= L X=——1_
v —vi V3 —v?

El valor negativo de x lo desechamos dado que sélo estamos considerando el

intervalo [0, 100].

Te dejamos como tarea verificar que el valor hallado de x es raiz de la ecuacion (1).
36.(80)
100% — 802

Para los valores dados tendremos: X = =48 km.

El valor funcional correspondiente al punto critico encontrado es: t(48) = 1"16™,
Dado que el punto critico encontrado en el intervalo es Unico , de la comparacién del
valor funcional en €l con los valores funcionales en los extremos del intervalo, que
habiamos calculado , concluimos que aquél corresponde al minimo absoluto de la
funcion.

En definitiva entonces, el tiempo de recorrido es minimo cuando el vehiculo recorre

el trayecto ANB siendo N el punto distante 48 km. del punto M.

b) El tiempo de recorrido sera: ~ t=1"16"

Ejercicio No. 38

a) A Va 80 millas B

oA ;

fig (1) VB

Tomemos t =0 a las 12.00 horas del mediodia.
La fig. (1) muestra la posicion de los barcos en t = 0.
La fig.(2) indica la situacion al cabo de cierto tiempo t , instante en el que

determinaremos la distancia d que los separa como funcion del tiempo t.
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Al P B

Supongamos que en el instante t el barco (I) que originalmente estaba en el punto A

se encuentra ahora en el punto P. Como el movimiento es rectilineo uniforme se
cumplird que : dap =va.t.

Analogamente el barco (I1) que inicialmente se encontraba en el punto B estara ahora
en el punto Q cumpliéndose que: dgg = Vg.t.

Aplicando el teorema de Pitagoras en el triangulo PBQ tendremos:

PB?+ QB?=PQ* o———> (80-val)’+ (vgt)’=d’

Finalmente: d(t) = \/(80 —vat)? +(vgt)?

Para minimizar la funcion d en el intervalo de estudio [0,4+o0), basta minimizar la

cantidad subradical a la que llamaremos y.

Operando: y= (vi + v2|3)t2 —160v .t + 6400

Como puedes observar se trata de una funcion cuadratica de concavidad positiva.
Determinaremos el vértice de la parabola representativa y si su abscisa pertenece al
intervalo de estudio correspondera al minimo absoluto que estamos buscando , de la

funcion.
Derivando: ?t/ = Z(V,%\ + sz)t —-160vp

. 80v
Anulando obtenemos como raiz el valor:  t= 27A2 >0 €[0,4+x)
Va +VB

Siendo va=20 nudos vg=25nudos =——> t=156h = 134 ™M

, . L h
Los barcos se encontraran entonces a distancia minima a las 13" 34 ™.

b) La distancia que los separa serd : d(1,56) =\/(80—VA.1,56)2+(VB.1,56)2

d(1,56) =62,47 millas nauticas =115,707km.
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Ejercicio No. 39

D C
a) Como los circulos de centros Ay C son de igual radio x , el maximo valor para
que aquellos no se solapen serd , como puedes observar en la figura anterior , la

mitad de la diagonal del cuadrado.

En consecuencia siendo el lado L del cuadrado de 1m: Xmax = J2L = fm
b)
X : 1-x
«—>

X
El area a considerar se compone de dos cuadrantes de circulo de radio x y un
cuadrante de radio 1-x . Llamando A al area tendremos:
2

A(x) = 2 [ﬁZJ + i;z(l— x)?

Operando: A(X) = §m2 —Ex+17r :z(:%x2 —2X +1)
4 2 4 4
La funcion area es entonces una funcién cuadréatica que estudiaremos en el intervalo
2
0, —].
[ 5 ]
A(0) = % ~0.78 A(f) = 5—:&7[ ~0.85
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Derivando; 2 — 2 (6x-2)

dx 4
Anulando obtenemos la abscisa del vértice de la parabola.
6x-2=0 =—— X:E A(E):f
3 3 6

El bosquejo gréafico de la funcion area es el indicado en la figura.

A(X)A

0.85

0.78
0.52 \

»
»

0 1/3 Q X
2
) El méaximo de la funcion area se produce en el extremo derecho del intervalo
2

de acuerdo al bosquejo anterior , es decir en x :7 :

i) El minimo de la funcién area se produce para x = 3

¢) Los valores maximoy minimo del area seran:

5-2./2 7
Amax = T Amin= —
8
Ejercicio No. 40
«X»
a A
< a—Xx b R
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a) El area A es la diferencia entre el area del rectangulo y la suma de dos cuadrantes
de circulo de radiosx y a—X.

En consecuencia la expresion analitica de la funcion A sera:

2 2
A(X) = ab—[”’;1 ,7@a=x) }

4

Operando obtenemos: A(x) =

Como puedes observar se trata de una simple funcion cuadratica con concavidad

negativa que estudiaremos en el intervalo [0.,a] .

7Z'.a2 72'.8.2

A(a) =ab -

A0) = ab -

Vértice de la pardbola representativa de la funcion.

2

A x+®oo = x=2 A=,
dx 2 2 2 8

El bosquejo gréfico de la pardbola sera como el indicado.

A(X) A
A(a/2)
A(0) = A(a)
0 al2 a X

: . . ] : . a
1) El area A es maxima cuando los circulos son de igual radio : X :E

ii) El area A es minima cuando uno de los circulos tiene radio a y el otro radio 0.

Amax. Amin.

b) Los valores maximo y minimo del area son:

Amax. =
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Ejercicio No. 41

B
d
A k C
a b
0, 0,
A1 P Bl
«—> < >
X k —x

1) Llamemos L a la longitud total de la tuberia es decir a la suma de distancias
PA+ PB.

Nuestro problema es determinar la posicion del punto P para que la suma de esas
distancias sea minima.

Este es un problema que seguramente has resuelto en el curso de geometria como
una aplicacion de Simetria axial. Recuerda que la solucion consistia en simetrizar el
punto A (0 el B ) respecto de la recta A;B; considerada como eje de la simetria , y
luego unir su imagen con el punto B (0 el A). La interseccion de esta Ultima recta
con el eje te definia la posicion del punto P.

Resolveremos este mismo problema pero ahora analiticamente.

De acuerdo a la figura anterior tendremos que, considerando los tridngulos AA;P y
BB;P: dAp = \/X2 + a2 dBp = (k - X)2 + b2

Finalmente: L) = /x2 +a? + \/(k -x)? +b? 0<x<k

Calculo del punto critico

dL X (k—x)-1)
= +

dx [x2q2 \/(k—x)2+b2

(1)

X

/\/X2 +a2

En el triangulo AA1P : c0s0; =

Ana Colo Herrera 183 Héctor Patritti



Aplicaciones de la Derivada — Capitulo 2 — Optimizacién — Resoluciones

(k—x)

k—x) +b?
(k-x)

En el triangulo BB1P: c0s0, =

Sustituyendo en la relacién (1) tendremos:

L = CO0S 01- cos 0, 2
dx

Anulando la derivada: cos 01-cos 0, =0 ——> ¢0s0;=cos 0, (3)
Como 01y 0 <m/2 laigualdad (3) implica 61 = 6,

Queda por clasificar el punto critico correspondiente a la condicion anterior de
igualdad de los angulos

Para ello podrias estudiar el signo de la derivada que hemos calculado o
eventualmente calcular la derivada segunda y ver su signo en el punto critico.

Sin embargo en el enunciado del ejercicio te hemos indicado que admitas que el
punto critico encontrado corresponde al minimo absoluto de la funcion en el
intervalo, como efectivamente ocurre.

2) Se te pide ahora determinar el valor de x correspondiente al punto critico anterior,
valor que permitird determinar la posicién del punto P o sea la ubicacién de la

bomba.

En el triangulo AA1P:  tg 91:5
X

En el triangulo BB4P : tg 6, = b
k-X

a b
Como 61 =6 —> tg0:1=tg0 ——> —= "

X - X

. ka
Finalmente entonces: Xp =
a+b

El valor de k se obtiene del triangulo ACB: k= +/d®—(b—af} =—>

a 2 2
Xp = dc—(b-
P a+b ( a)

3) Paralosvalores dados: a=15km b=3km d=35km sededuce que:
Xp=1,05km

La longitud de la tuberia serd: L =5,5km.
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Comentario
La igualdad de los angulos 6, y 6, implica la igualdad de los angulos @1 y ¢ de la

figura. B

P e

La suma de distancias AP + PB es minima cuando se cumpla que : @1 = ¢> .

Si recuerdas que un rayo de luz que provenga del punto A y luego de reflejarse en el
espejo e deba pasar por el punto B, realiza el recorrido de tiempo minimo ( Principio
de Fermat), convendras en que, como la propagacion se efectia a velocidad
constante ese recorrido es el mismo que el de suma AP + PB minima.

En consecuencia la parte 1) del ejercicio no es otra cosa que una demostracién de la
Ley de la Reflexion de la luz ( angulo de incidencia igual a angulo de reflexion ) que

conoces desde tus cursos escolares.

Ejercicio No. 42

a) Como el costo de alambre es proporcional a la longitud , para minimizar el costo
bastara minimizar la longitud de alambre a utilizar.

Habiéndose determinado que se utilizaran tres tiros de alambre paralelos o sea de
igual longitud , en definitiva bastara minimizar el perimetro p a alambrar.

Llamando x ey a los lados del rectdngulo como se indica en la figura, tendremos:

Pared del galpén (20 m)
|

y|  A=100 m?

X
p=x+2y (1)

Siendo el 4rea de 100 m” se cumplira que: xy=100 (2
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De (2) : y= 100
X
. 200
Sustituyendo en (1) : p(X) =x+ — 0<x <20
X
lim p(X) = +o0 p(20) = 30
X—»0"

Puntos criticos—

dp _, 200 _ x*-200
Anulando:  x° = 200 —> X=+/200=1415m

. - : . d
Para clasificar el punto critico estudiamos el signo de —p.

R b

0 \ /200 20

El punto critico corresponde pues al minimo absoluto de la funcion en el intervalo.

De (2) : y:@;ZO?m ——~ p=2830m
X

b) Como se utilizan 3 tiros de alambre la longitud total de la misma serd : L =85 m.

Como el rollo de alambre de 1000 m cuesta U$S 35 el costo total del alambre del

corral ascendera a aproximadamente 3 U$S.

Ejercicio No. 43

a) Tratemos de expresar el volumen V del bebedero en funcién del angulo 6.

Base

0.40
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_ 0.40+(0.40 + 2a)
2

La superficie S del trapecio basees: S h 1)

Refiriéendonos a la figura anterior podemos escribir:

senG:L ——> h=0.40sen 0
0.40
a
cos O = ~ a=0.40cos 6
0.40
Sustituyendo en (1): S(0) = 040+ (0'40; 0.80cos6) 0.40sené

Operando: S (6) = (0.16 +0.16c0s8)sen@

Finalmente y teniendo en cuenta que el largo del bebedero es de 3m tendremos:

V (0) =3. (0.16+0.16c0s0)send  (m°)  (2) 0<0< %

Los valores en los extremos del intervalo son :

V(0)=0 V(%)=O.483

Puntos criticos

:Z =3 [— 0.16sen® 0 +(0.16 + 0.16cose)cos<9J

Operando: ;2/ = 3.(0.16){— sen? g + cos + cos? 9J =0.48 (2 cos? 0 +cos 6 —1)

~1+-/9
4

Anulando: 20052 0+cos0-1=0 ——> cosO=

, . 1
Como0<6< "~ sera cosO >0 y portanto la solucién es : cos 6 =E

T
2
— 1 V4
0 =Arcos(-)= "
2 3
Hemos encontrado un Gnico punto critico en el intervalo , cuyo valor funcional es

segun la relacion (2) : V(% )=3 (0.16+0.16cos§j sen% ~0623 m°

De acuerdo a los resultados el valor de 6 hallado corresponde al maximo absoluto de
la funcion.

b) El volumen del bebedero sera aproximadamente de: 623 It.
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Ejercicio No. 44

a)

Llamemos x e y a las dimensiones de cada una de las seis subdivisiones iguales.
El area total cercada A seré : A =3x.2y = 6xy (1)
Maximizaremos el area A sabiendo que la longitud total de cerca L es de 100 m.
L=6x+6y =——> 6x+6y=100 (2)
Despejando y de (2) y sustituyendo en (1) obtenemos la expresion analitica de la
funcion A de variable x.
A(X) =x (100 - 6x ) =- 6x° + 100X x>0
Se trata de una simple funcion cuadratica de concavidad negativa de la que

hallaremos su maximo.

Derivando: ZA =-12x +100
X

Anulando: x:@:é De (2): y:@zé
12 3 6 3

, , . , 25 2
El area maxima sera: Amax= A(E) =417 m
Observa que se obtiene area maxima cuando las subdivisiones son cuadradas.

b) El area de cada subdivision sera : Ag = 2352: ~69.5 m?

Ejercicio No. 45

a) Tratemos de expresar el costo total de produccion en funcién del nimero de
maquinas que habra que poner en funcionamiento.

Costo prod. = costo de funcionamiento de maquinas + salario del supervisor
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El costo de funcionamiento C¢ de las maquinas, llamando x al nimero de ellas sera:
Cs =20x U$S

Como el salario del supervisor es de 4.80 U:S deberemos calcular la cantidad de

horas de funcionamiento de las x maquinas para producir 8000 juguetes.
Como cada maquina produce 30 juguetes por hora, las X maquinas produciran 30x
juguetes por hora.

Para producir los 8000 juguetes necesitaremos E;%OO horas.
X

4.80.8000 1280
30x X

U$S.

En consecuencia el salario del supervisor serd: Cs =

Finalmente entonces:

Cr(x)=20x+2%0  Ugs
X

Para contestar la pregunta del ejercicio deberemos hallar el valor de x que hace
minima la funcién costo en el intervalo (0,15] .
Efectuemos los calculos necesarios para bosquejar la funcién.

lim Cr(x) = +o0 Cr (15) = 385,33 U$S d;:T _ zo_@
X X

Anulando la derivada obtenemos como punto critico en el intervalo:
20 x> - 1280 = 0 —> X=8 —=> C7(8)=320

Los resultados anteriores indican que el punto critico corresponde al minimo
absoluto de la funcion.

El bosquejo gréafico es el indicado en la figura.
En consecuencia deberan funcionar
Cr(x), 8 maquinas y el costo total sera

de US$S 320.

|

320
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b) ElI numero total de horas de funcionamiento de las maquinas para cumplir con el

pedido sera de : n= 8000 _ aahoom
30.(8)
El salario del supervisor sera de :
Cs= @.4,80 =160 U$S
30.(8)

¢) El costo de funcionamiento de las 8 maquinas necesarias sera de:

Ct (8) = 20.(8) = 160 U$S

Ejercicio No. 46

a)

Escalera de longitud L

y E
1.5m /

0
B1Im C x D

Tratemos de expresar la longitud L de la escalera en funcion del angulo 6
indicado en la figura.

Enel tridngulo ECD: tg6= 15 1)
X

En el triangulo ABD :  cos 6 = 1+I_X (2)

1.5
+

1+ =
De (1) y (2) obtenemos : L = _ 9o
cosd
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15+1tg0

Finalmente : L(0) =
sené

0< o< ™
2

Estudiemos la funcion L en el intervalo indicado.

lim L(0) =+ o0 lim L(B) =+
—>0" o—> 7
2

2
Derivando : ;I;: (1+tg 0)3en0-(1.5+tg€)cos€

sen’0
Anulando: (1+ tg26 )send=(15+1tg6) cos 6O
——  (1+tg%0)tg0=tg6+15 = tg°0=15

= 0 =Arctg 315 = 0.85rad. = 49°

Siendo continua la funcion en el intervalo los resultados obtenidos permiten afirmar

que el punto critico hallado corresponde al minimo absoluto de la misma.

La longitud de la escalera sera : Lmin=3.51m

b) Laaltura“y “ de apoyo sobre el galpon la calculamos del triangulo ABD.

y=Lsen6 =2.65m

c) El apoyo de la escalera sobre el suelo distara de la cerca una distancia x que

calculamos considerando el triangulo ECD.

X = E =~1.30m
tgd

Comentario.

Podrias haber resuelto el problema considerando una variable diferente del &ngulo 6,
por ejemplo la distancia x . Obtendrias de este modo una expresion L(X) que te
conduciria a calculos mas laboriosos al momento del calculo de la derivada.

Te sugerimos de todos modos que intentes obtener la expresion L(X) y corrobores lo
que afirmamos.

La eleccidn de la variable adecuada para dar solucion a un problema de optimizacion
suele en muchos casos ser de importancia relevante ya que el estudio de la funcion

puede presentar dificultades de calculo muy distintas segun la variable utilizada.
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Ejercicio No. 47
a) El costo total C de instalacion sera la suma del costo C; del tendido bajo el rio

mas el costo C, del tendido en tierra.

Tendremos:
Ci=ny Cy en (U$S) nen (U%$S) y en (metros)
m
_ U$S
Co=p.(di—-x) C, en (U3S) pen(——) (di=x) en (metros)
m 1
Central
a y
A X P I Fabrica 1 I Fabrica 2

d,

P

El costo total de instalacion seré:
C=ny+p(d;i—x)
Aplicando el teorema de Pitagoras en el triangulo de la figura tendremos:

y=-/a?+x?

Finalmente entonces la expresion analitica de la funcién costo sera:
C(x):nx/a2+x2+p(d1—x) 0<x<dy

Efectuemos los calculos para bosquejar el grafico de la funcién en [0, +)

C(0) = n.a+ p.ds C(dy) =n +Ja®+d? lim C(X) = +oo
Puntos criticos. X —p +00
Derivando: e - ™ p
dx  Ja? 1+ x?
Anulando: SL S p = nx=p. a% +x2
a% +x2
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Resolvemos la ecuacién elevando ambos miembros al cuadrado obteniendo:
a

= p.a = = a
an_pz (njz ) \/rz—l

X

1)

p
siendo r :; la relacion de precios de tendido bajo el rio y en tierra.
Te dejamos como ejercicio verificar que el valor de x hallado es efectivamente raiz
de la derivada y que no ha sido introducido por la elevacion al cuadrado realizada.
Es razonable pensar que en general n > p , por lo que en el enunciado del ejercicio
nos hemos limitado a este caso.
El caso n = p no necesita mas que simples consideraciones geométricas. En efecto,
en este caso el costo minimo es equivalente a distancia minima entre la central y la
fabrica , por lo que el tendido deberia hacerse totalmente bajo el rio uniendo
directamente la central y la fabrica con un tendido rectilineo.
Como puedes deducir de la expresion (1) el valor de x correspondiente al punto
critico depende del ancho a del rio y de la relacién de precios r.
Nos queda aun por clasificar ese punto critico. Para ello haremos uso de la derivada

segunda de la funcién.

dc il a2 42 X.X n a’

= 2" |l-nl -2

dx a2 +x? a +x?

—> d%C iy .
—2>0 V X El punto critico corresponde entonces al minimo
dx

absoluto de la funcion en el intervalo de estudio.
El bosquejo de la funcion es el que se indica siendo X, la abscisa del punto critico
C(X) A

N

C(0)

v
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Debemos distinguir dos casos seguin que d; sea mayor o, menor o igual que Xo

1) di<Xo

En este caso como puedes concluir de la figura anterior , el minimo de la funcion
costo se produciria en x = d; o sea el cable iria directamente de la central a la fabrica
bajo el rio.

2) di>Xo

En este caso habra parte bajo el rio y parte bajo tierra y la posicion del punto P queda

p.a

determinada por el valor x = .
n2 _ p2

b) Utilizando los valores dados: a = 500 m, d;=2500 m, n =50 Uss , p =30 Uss
m m

obtenemos:  Xo=375m y el costo minimo serd: C(375) = 95.000 U$S
¢) Como d, = 4000 m > X, seguimos estando en el caso 2) y la posicion del punto P

permanece invariable.

El costo minimo de instalacidn es este caso sera: C(375) siendo la funcién costo :
C(X) =n +/a% +x% +p.(dp - x) = 95.000 + p (dp — dy)

Finalmente: Cmin = U$S 140000

Ejercicio No. 48

Llamemos (1) a la parte semicircular y (I1) a la parte rectangular.

La iluminacion E; que permite pasar la parte (I) serd proporcional a la superficie S;.
Tendremos entonces: E; =k S, siendo k una constante positiva.

La iluminacién que por m’ permite pasar la parte (11) sera doble que la de la parte (1).

En consecuencia: E;; =2 k Sy,.
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2
Eq = k@ En=2k.ah
8
o 7 a’
Llamando E a la iluminacion total: E= k7 + 2.k.a.h (1)
El perimetro p de la ventana esta dado por: p=a+2h+ ”Za (2)

Despejando h de la expresion (2) y sustituyendo en (1) obtenemos la expresion
analitica E(a).

2 2
E(a):k(ﬂ;1 +pa—a2- 7 a

)

Finalmente: E@=K[-(1+ 387[) a’+ p.a] a=0

Como puedes observar se trata de una funcién cuadratica con concavidad negativa.
Hallaremos el vértice de la parabola representativa para corroborar si se encuentra en

el intervalo de estudio.

Derivando: dE = k| — 2(1+ 3”} a+p
da 8

Anulando: k| - 2 1+3i a+p|l=0 — a=(4]p50.23p
8 8+3rx

Como el valor de a es positivo la ordenada del vértice es el maximo absoluto

buscado.
Sustituyendo en (2) obtenemos: h = _drm p=0.20p

2(8+3r)
La relacion entre el ancho a y la altura h sera de: a_ =112

h 4+rx
Ejercicio No. 49
a) Llamemos L a la longitud del segmento AB.
De acuerdo a lafigura (1): L=AQ+QB
Considerando los triangulos ARQ y QSB tenemos: AQ = dy B= d
cosé send
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: L(e):i_i_diz 0<6<z
cosé senéd
A R P
A :
d; 0,
A 4 E -Q -------- S
0
< > B
dz
Para bosquejar el grafico de la funcion L en el intervalo de estudio calculamos:
limL (0) = lim (dl+d‘2j=+oo IimL(e):Iim( 0y +d‘2j=+oo
cosé send cos@ send
o—>0" 0 0 I S —
2 2

Puntos criticos

dL _ dysend  dpcosé dlsen3¢9—dzcos39
dd  cos’0  sen’d sen®0 cos?0

Anulando:

dlsen39 = dzcosg’e = tg39 = (;2 = 0 =Arctg3 32
1 1

Siendo la derivada continua en el intervalo de estudio, de acuerdo a los resultados

obtenidos podemos afirmar que el Unico punto critico hallado corresponde al minimo

absoluto de la funcion.

Llamando 6, a la abscisa del minimo, el bosquejo grafico de la funcién es como se

indica en la figura (2). A
L(6)

L(6o)

v

0 0o /2 0

Ana Colo Herrera 196 Héctor Patritti



Aplicaciones de la Derivada — Capitulo 2 — Optimizacién — Resoluciones

b) Aplicando el resultado obtenido en la parte a) con los valores dados:

di=25m d,=2.0m obtenemos 0y = Arctg 3 /225 ~0.75 rad.

El correspondiente valor funcional sera:  L(0.75)= 6,36 m
La longitud del cafio para que pueda pasar por el corredor debera ser menor que el
minimo hallado y como su longitud es multiplo del metro , la mayor longitud de cafio

que resuelve el problemaesde: L =6m.

Ejercicio No.50

A
v

Fig (1)

a) Debemos determinar la posicion del punto A para que la suma de las areas del
cuadrado construido con el segmento BA y la circunferencia construida con el

segmento AC , sea minima.

Cuadrado
2
Lado L-x Area A= (L X)
16

Circunferencia

X X 2
Longitudde lacfa. =2nR=Xx = R= Ey —> Area A, = R? = 7[(2)

T y/4

El &rea total a minimizar sera entonces:

(L-x)?  x?
_ + X
16 Ar
Operando obtenemos finalmente:
2
A(X) = i+i x2—£x+L— 0<x<L
4z 16 8 16

La funcidn area es entonces una simple funcion cuadratica de concavidad positiva.
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Busguemos el vértice de la parabola representativa de la funcion.

dA (l 1] L
— = — 4+ = |X-—
dx 2r 8 8

T

Anulando obtenemos: xy = L
4+
Siendo A T <1 laabscisadel vértice dela parabola pertenece al intervalo [0, L].
+7

El bosquejo gréafico de la funcidn es el que indica la figura.
A(X)A

Anmin \\

0 Xv L X

De la expresion analitica de la funcion Area obtenemos:

2 2 2

L L L
A(0)= — AL = — Amn=
© 16 L 4r ™16+ 4x

En definitiva para lograr &rea minima deberemos efectuar el corte del alambre en el

punto A tal que la longitud del segmento AC, fig.(1) , sea 4LL.
+7

El lado | del cuadrado sera: | =
4+

El radio R de la circunferenciasera: R = L
8+2r7

b) El valor méximo de la funcion area, como puedes deducir de la fig (2), ocurre en

el extremo derecho del intervalo, es decir para x = L. Deberia entonces construirse

. . . L
solamente la circunferencia de radio R = P
T

Si se exigiera necesariamente cortar el alambre, es decir construir algin cuadrado, el

problema del maximo carece de solucion.
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Ejercicio No. 51

P
Y
r A Q medio |
P X medio 11
N\
Q
Fig (1)

Trataremos de expresar el tiempo que demora la luz en recorrer la trayectoria PAQ
segun las distintas posiciones del punto A, para luego determinar la condicion de
minimo.

A tales efectos llamaremos: dppr =a  dgg=b dp g =d siendo P y Q" las
proyecciones ortogonales de P y Q sobre la recta r, respectivamente.

De la figura se concluye que: £ APP” =6, Z AQQ =6,.

Sean ademas V1Y V las velocidades de la luz en los medios | y 1l respectivamente,
y X=dp a Que nos permitira ubicar la posicion de punto A sobre la recta r o sea
identificar las distintas posibles trayectorias de la luz parair de P a Q.

Siendo t; el tiempo que demora la luz en recorrer la distancia PA, t, el que demora

en recorrer la distancia AQ, y recordando que el movimiento es rectilineo uniforme

tendremos:

d
V= —FA Vy= —= (1)
ty to

Aplicando el teorema de Pitagoras en el triangulo PP°A: PA = a2 + x?

Siendo AQ" =d-x volviendo a aplicar Pitagoras ahora en el triangulo AQQ" :
AQ= /b%+(d—x)

De las relaciones (1) , las expresiones anteriores, y llamando T al tiempo total de

recorrido concluimos:

d
T=ti+tp= dea | %AQ
Vi V2
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Ja2+x2 +\/b2+(d—x)2
V,

Finalmente: T(X) = 0<x<d
1 Vo
Puntos criticos
Derivando: ' = x - @=x 1)
dX Va2 +x% Voo b2+ (d—x)?
Del tridngulo PAP” obtenemos: sen elzL
Ja? + x?
., , _ d-x
Del triangulo AQQ" obtenemos: sen 6, =
[b? +(d - x)?
Sustituyendo en (1) obtenemos:
dT _sendy send,
dx Vl V2
. . . n n n \Y/
La anulacion de la derivada exige entonces: - O _senb send, _ V1
V]_ V2 sen 92 V2

Tenemos entonces que la derivada de la funcion se anula para aquellos valores de x
para los cuales se cumple la relacion anterior.

Trataremos de mostrar que ese valor de x es Unico y que es interior al intervalo [ 0,d] .
Deberemos ademas justificar que ese punto critico corresponde al minimo absoluto
de la funcion.

Variemos x entre 0 y d. A medida que x aumenta , aumenta el angulo 61 en forma

monotona y disminuye el angulo 6.

d
L né , a2 +d2
La expresion 1 aumenta mondtonamente desde el valor 0 al valor av+d
1 1
d
. . send, . . , % +d?
mientras la expresion v 2 disminuye mondtonamente desde el valor bv+d al
2 2

valor O.

Como podemos observar en la figura (2) existe entonces un Gnico punto de corte X .
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— \
senf, «—— | > sené;

v
X

0 Xg d

fig (2)
De la figura anterior puedes concluir que:

seny < sent VX | 0< X <X

Vi Vs

senty > send VX | x<x<d
Vi \%,

El signo de la derivada seré entonces:
Sg d—T

dx _—$—|— -
O\Xc/d

El punto critico corresponde entonces al minimo absoluto de la funcién en el

intervalo.

El fendmeno optico que has estudiado en este ejercicio se conoce como “Refraccion

. senéy  V
de la luz” vy la relacion =21 =1 se conoce como Ley de Snell o de la
send, Vo
Refraccion.
. senéy  n, .
Esta ley suele expresarse también en la forma 0 =-—% siendo ny y n» los
send, ng

Ilamados indices de refraccion de los medios en que se propaga la luz y definidos

como cociente de la velocidad de la luz en el vacio y en el medio considerado.

Comentario
Has utilizado en la resolucion de este ejercicio , segun te indicAbamos en el

enunciado, el Principio de FERMAT de tiempo minimo .
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Pierre Fermat (1601- 1665) fue un abogado frances que se dedico a las matematicas
como aficionado realizando aportes verdaderamente notables para el desarrollo de
esta ciencia.

Suele considerarsele, junto a Descartes, como creador de la Geometria Analitica.

Sus metodos para hallar tangentes a las curvas y para hallar maximos y minimos de
funciones , antes de la invencién de los conceptos de limite y derivada , permiten
considerarlo como precursor de Newton y Leibnitz en la creacién del calculo

diferencial.

Ejercicio No 52

a)
F
d 0 h
AL— 0O r=2m
\

Fig,(1)

La iluminacion E en el borde del estanque esta dada por:

_ lcosé

E ;2

1)

r
send

Del triangulo AOF , fig (1) podemos deducir: d=

Sustituyendo en (1) obtenemos la expresion analitica de la funcion E .

2
E(0) = Icosezsen o 0<o<”
r 2
Bosquejemos el grafico de la funcion en el intervalo.
EQ)=0 E(¥F)=0
2
Puntos criticos.
Derivando: 35 = iz (—sen349 +2send coszé?) = Ise; 0 (-sen 20 + 2003249)
r r

Finalmente , aplicando la formula fundamental de la trigonometria obtenemos:
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dE lIsend

- .2 (2—3sen26’)
r

Anulando: { sen6=0 0=0
sen29 :g 0= Arcsen\F =0
3 3
0 0
dE J _|_ T e
S9. 07 6 %

El punto critico interior al intervalo correspondiente al valor 6, es entonces el
méaximo absoluto de la funcién.

El bosquejo gréafico de la funcién E es el que indica la figura.

E(e) A

E(6o)

v

ﬁ 0
2

00 0.95 rad = 54,5O Del triangulo AOF de la fig.(1) se tiene: h = r
tgd
Para maxima iluminacién la altura h de la ldmpara debera ser entonces:
h= r ~ 2
tgf, 1tg0.95

=141m

b) Para | = 500 candelas : _ 500.(0,58).(2/3)

Emax -

= 48 lux
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Ejercicio No. 53

a) El valor maximo I, de la intensidad de corriente I que circula en el circuito es :

Io:7O siendo V, el valor maximo del voltaje V y Z la impedancia del circuito

dada por la expresion Z= \/RZ +(Law _Cl)2
w

En consecuencia la expresion buscada es:
V,
lo(o) = S 1
\/ R2+(Lowo——)°
Co

b) Dado que el voltaje V, es constante, para maximizar I, bastara minimizar el

denominador, para lo que basta minimizar la cantidad subradical.

A su vez es facil ver que para minimizar la suma basta anular el segundo sumando.

) ., L. 1
En consecuencia la condicién de minimoes: Lo =— .

Cw
. _— 1 1
La corriente | se maximiza entonces para o =.,|— = ——
LC -/LC

Al valor de o hallado se le conoce como “frecuencia de resonancia”.

c) Z(w) = \/R2+(La)—1)2 ®>0
Cw

lim Z(w)=+o lim Z(w)=+w Z(w) 4

o> 0 o +o

Zmin:\/? =R R

El bosquejo gréfico es el indicado.

v

0 Ores )
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Ejercicio No. 54

La energia gastada por el pez esta dada por la expresion:

3
E(v) = KV V>u>0

v-u
siendo k ,d y u constantes positivas.
a) Veamos los puntos criticos de la funcion E .

20, 3 205y,
Derivando : 9E a3l “)2 v k.d.%i“)

dv (V—u) (V—u)

Anulando: v= 2“

Debemos justificar que este Unico punto critico perteneciente el intervalo de estudio

corresponde al minimo absouto de la funcién.

. . . E
Para ello estudiemos el signo de la derivada 3
\

dE

. A 0
=
NG LT

Para minimizar su gasto de energia el pez debe nadar a contracorriente a una

velocidad v =1.5u es decir debe superar en un 50% la velocidad de la corriente.
b) Para bosquejar el grafico de la funcion E calculamos:

Dominio: D(E) = {v,veR,v>u}

lim E(v) = 40 lim E(v) = 4+
v—u vV —> 4o
A
E(v)
27
\ / Emin = deuz
Emin
0 u 3/2
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Ejercicio No.55

Pretendemos en este ejercicio minimizar el costo total anual de inventario de la
empresa gque utiliza 1000 cajas de transistores, los cuales compra a la fabrica a razén
de 50 U$S la caja.

A su vez el costo de envio de la fabrica a la empresa es de 40 U$S por envio.

La empresa que ha estimado en 2 U$S el costo anual de almacenamiento por caja se
enfrenta con el problema de decidir cuantos pedidos debe realizar al afio.

El costo total puede expresarse como:

Costo total = Costo de compra + costo de envio + costo de almacenamiento
Llamemos x al numero de cajas por envio y estudiemos cada uno de los costos

anteriores separadamente.

Costo de compra C; (anual)

Como se necesitan 1200 cajas al afio y cada una cuesta 50 U$S tendremos:
C.=1000 .50 =50000 US$S

Como puedes observar este costo es independiente de la variable del problema por lo

que en economia se le denomina costo fijo.

Costo de envio C (anual)

_ Costoenvio N°pedidos
pedido =~ afio

Como se compran 1000 cajas al afio y cada pedido contiene x cajas el numero de

pedidos al afio sera: @.
X
En consecuencia: C.=40. 1000 = 40000 UsS
X X

Costo de almacenamiento C, (anual)

Tratemos de ver con algun detalle este costo que no resulta tan sencillo de calcular
como los anteriores.

Cuando un pedido llega a la empresa , las cajas se almacenan y los transistores se van
retirando a medida que se utilizan hasta agotar el stock, momento exacto en que

suponemos llega el segundo pedido y asi sucesivamente.
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Hemos admitido en el enunciado que los transistores se utilizan a ritmo constante , es
decir, que el nimero de cajas va disminuyendo linealmente hasta agotarse.

La figura siguiente ilustra la situacion.

N° transistores
A

x/2 \

0 | ler.pedido t; 2do.pedido tp 3er. pedido t3 tierﬁpo

Como puedes observar en cada pedido hay cajas que permanecen almacenadas
menos tiempo que otras, es decir hay cajas que, por decirlo de alguna manera, pagan

menos almacenamiento que otras. Parece razonable pensar que todo ocurre como si

- X . N
tuviéramos > cajas almacenadas durante todo el afio.

De hecho es admisible que en primera instancia te resistas a admitir como cierta la
afirmacion anterior . Cuando en el curso sobre Integrales estudies el teorema del
valor medio de una funcion en un intervalo, podras matematicamente comprobar la
veracidad de la afirmacion que hemos hecho .

Con esta salvedad te pedimos que admitas que la afirmacidn es correcta.

Finalmente entonces: Ca= 2.)2( UsS

Los dos ultimos costos calculados, a diferencia del primero, dependen de la variable
X ; son los que en economia se denominan costos variables.
En definitiva, el costo total de inventario sera:

Cr (x) = §x+40000+50000 0 < x <1000
X

Bosquejemos el grafico de la funcion costo total.

lim Cy(X) = 40 Ct (1000) = 51040
X—» 0
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Puntos criticos

dCy _, _ 40000

Derivando:
dx X2

Anulando: x = /40000 = 200

El valor de la derivada segunda en el punto critico hallado nos permite clasificarlo

rapidamente.

2 2
d CzT _ 800300 d CzT (200) = 800030
dx X dx 200

El punto critico corresponde entonces al minimo absoluto en el intervalo.

>0

El nimero de cajas por pedido debera ser entonces de 200 .
(:T(X)Ak

51040

\\

50200

v

0 200 1000 X

Como has visto en la determinacion del punto critico la componente correspondiente
al costo fijo no ha intervenido pues al ser independiente de la variable su derivada es
nula. Para optimizar un costo basta entonces optimizar solamente los costos

variables.

cajas

ano

b) Como se necesitan 1000 deberén realizarse entonces 5 pedidos.

El costo de cada pedido ascenderaa: 200 .50 + 40 = 10040 U$S

El costo anual total asciende a: 10040 . (5) =50200 U$S
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Ejercicio No. 56

a) Costo de combustible Cc (Lli%)
m

Multiplicando el consumo de combustible en hlt por el precio en UITS

ora
tendremos el costo de combustible en U%$S .
hora
2
v Us$s
Cc=(10+ —).(05) ——
c=( 250 )(05) hora

U$S - - .
Debemos ahora expresarlo en P para lo cual basta dividir la expresion anterior
m

por la velocidad v dada en k—m.

hora
Finalmente entonces: Cc= (E + L) .(0,5) Uss
v 250 km
b) Costo de salario Cg Uss
km
Como tenemos dado el salario en U$s y lo deseamos en Uss debemos dividir el
hora km
primero por la velocidad v .
En consecuencia: Cs= E U%$S
v km
Costo total por km
10 v 5 Us$S
Cr=(—+—).(05)+— — 1
T(V 250)()V - 1)

c) La velocidad mas econdmica es la que minimiza la expresion (1) en el intervalo
[45,90] .

Valores en los extremos:  Ct (45) = 0.31 Llﬁ]s Ct(90)=0.29 L;i]s

Puntos criticos

Derivando: d =( 5 5
\Y 250v

~10 1j 5  0.5v2—2500
+ 05- > — =2V T
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Anulando: v = +/5000

dCt
S I
9 dv

—?—l—
45 \W/ 0

El punto critico corresponde pues al minimo absoluto de la funcidn en el intervalo.

. , .. km
La velocidad mas econdmica es entonces: v = /5000 = 70,711 T

El costo minimo por km. es:  Cy (-/5000) = 0.28 Lli%
m

El costo total del viaje de 400 km sera: C =0,28 (400) = 112 U$S

d) Costo salario.

5 5
Co= 2400=— >
STy -/5000

Costo de combustible.

C.= [m+2\;oj.0,5,(400) :( 10 + 5000 j.0,5.(400) =~ 83 U$S
Vv

400 =29 USS

/5000 250

e) La funcion costo total cambia en este item pues el costo de salario aumenta

debido a la presencia de la segunda persona.

Tendremos ahora: Ct = E+L .O,5+Z
v 250 Y,
2
Derivando; 96T =710, 1 1g5_ 7 _ 0.5v7=3000
dv vZ 250 V2 250V

Anulando: v = -/6000
El punto critico sigue correspondiendo al minimo absoluto de la funcion.

La velocidad mas econdmica es entonces: v =+/6000 = 77,5 k—m.

El costo minimo por km es ahora: Cy (~/6000 )= 0,31 LLJ($S
m

El costo total del viaje sera entonces: C =0,31.(400) =124 U$S
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Costo salario: Cg= 1.400 = LAOO =~36.15 U$S
Vv

/6000
Costo de combustible: C. = 87,85 U$S

Ejercicio No. 57

| | j |

A
v

a) Laelastica de la viga en el sistema XOZ indicado es:

3 3
7(x)=— "L 2—3X+(Xj 0<x<L
6El L (L
Estudiemos la funcion Z en el intervalo [ O,L].
3
FL
Z(0)= —— Z(L)=0
() 3E] (L)
Puntos criticos
3 2
Derivando: d—Z: _FL —31+3 X)L
dx 6El L L) L
_ 2
Anulando: L3+3);:0 = -L24x%2=0 =—x=+L
L

En consecuencia no existen puntos criticos interiores al intervalo por lo que el
minimo absoluto de la funcién ( flecha maxima) se produce en el extremo izquierdo

3

. . F
del intervalo , es deciren x =0, y su valor es “3El

La viga adquirira la forma que se indica en la figura.

Flecha maxima
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3
fmax:_ZEL| (El signo negativo indica que el extremo izquierdo de la viga ha
descendido).

b) Angulo de giro 6

G:d—Z:—F—(—L2+x2) 0<x<L
dx  2El

Estudiaremos la funcién 0 en el intervalo indicado.

Valores en los extremos.

FL?
0(0)= — o(L)=0
= L)
2
Derivando: a0 = oz = _EX
dx dx?2 El

Como facilmente puedes observar la derivada es negativa en todo el intervalo de
estudio , por lo que la funcion 6 serd monotona decreciente y su maximo absoluto se

encontrara en el extremo izquierdo del intervalo.

2
FL ‘
max — ~—. Omax

2El

Ejercicio No 58

Z(x)[
Fhdidivvvevvy
A milm L AB X
Fig (1)

El problema presenta simetria respecto de la mediatriz del segmento AB, por lo que
es presumible esperar que la flecha maxima se produzca en el punto medio de la viga
y que el méximo angulo de giro ( en valor absoluto) se produzca en los extremos.
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Veamos si el calculo reafirma lo anterior.

a) Ecuacion de la eléstica.

3 4
Z60= - P [x_z(xj {x)]
24El| L L L

Valores en los extremos del intervalo.
Z(0)=0 Z(L)=0

4 2 3 3 2 3
Derivando; 9% — - PL_ 1—6()() +4(X] __PU eX X
dx 24EI L L L L{L 24El K 13

2 X3

Anulando: 1-67. +47. =0 = 4x3-6Lx2+13=0
2 3
L L

Debemos resolver el polinomio de tercer grado anterior. Habiamos presumido al

principio que el extremo de la funcion Z debia encontrarse en el punto medio de la
viga. De ser asi X = 2 deberia ser raiz del polinomio. Verifiqguémoslo utilizando el

esquema de Ruffini.

4 6L 0 L
L oL 212 L3
2
2
4 4L -2L 0

Las restantes dos raices del polinomio son las raices de la ecuacion:

. 2L+/4%2 4812 2L+2L./3
4 4

2% —2lx-L%=0 =

2L +2L/3 1+-/3

:2L-2Lﬁ:|_(1—@)<
4 2

X2 L

X1 0

Lo anterior nos permite afirmar que el Unico punto critico en el intervalo de estudio

. L
corresponde a la raiz x = Pk
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Nos falta clasificar el punto critico hallado. Para ello basta que estudiemos el signo
de la derivada que esta dado por el opuesto del signo del polinomio de tercer grado.
dz

Sg. i % ? 0
—1 + 1
xg 0 \le /L X2

Finalmente la funcion presenta minimo absoluto ( flecha maxima) en x = 5

- ) 5} pL4
El valor de la flecha maxima serd:  foagx= ———.
384 EI
La viga se deforma segun indica la figura (2).
0 0
. Fig.(2)
&'
Flecha méaxima
b)_Angulo de giro
3 3
o) = 92— PL 18,2, 4% 0<x<L
dx  24El |2 13
Valores en los extremos.
3 3
pL pL
00)= —-—— o(L) =
© 24ElI L) 24EI
2 3 2
Derivando: 20 = 42 __PL | 15X 12X |- P (L121x412x2)
dx  dx? 24EI L2 L3 24EI

Anulando: -Lx+x°=0 = x=0 x=L

No existen entonces puntos criticos en el interior del intervalo de estudio. EI maximo

y el minimo absolutos se encuentran en los extremos del intervalo.

pl3

3
L
max — P Onmin

24E| 24El
Ambos extremos de la viga giran el mismo angulo, uno en sentido horario y el otro

antihorario , como se indica en la figura (2).
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Ejercicio No.59

Z(x)

—

b
b

A
\4
A
v

ELASTICA

;
2.2 3
LI DL R 0<x<a
6EIL |“a b a2

Z(X) A«

—FaZbZ[ZL-x L-x (L-x)?

+ a<x<L
6EIL b a ab2 J

\
Para demostrar que la funcion Z es continua en x=a recuerda la definicion de funcién

continua en un punto.

Debemos verificar que: lim Z(x) = lim Z(x) = Z(a)
X—pd X—pa
a2
Llamemos K :Lb
6EIL

Tendremos entonces:

3 _ _ )3
imK| 25 XX 2ok himk 2B X EX X Z(a)=2K
a b azb b a ab2
X—> a X—p at

En consecuencia la funcion es continua en x = a.
b) Para hallar la flecha méxima deberemos primero hallar la expresion analitica de

: dz ] .
la derivada —— , luego demostraremos que es continua en el intervalo [O,L] , en

particular en el punto x = a.
Como en la parte a) hemos mostrado que la funcion es continua en x =a , para probar
su derivabilidad alcanzara con verificar la igualdad de los limites laterales de la

funcién derivadaen x=a. Para a=L/3 b =2a tendremos:
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[ _
—F(5a2—3x2) 0<x<a
9EI
dz { i[ 8a2+3(L—x)2] a<x<L
dx 18EI
—2F 2 X =2
. 9 El
Derivabilidaden x =a
2
lim " (522 -3x2)= 272"
9EI 9 EI

X— a

_ _ 2
lim —" |-g8a2 +3(|_—x)2]= i(—saz +12a2)= _2Fa
18EI 18El 9 El

+
X —»p» a
En consecuencia la funcién Z es derivable en x = a . En el resto del intervalo también

lo es ya que las expresiones analiticas de la derivada son de tipo polindmico.

Estudiaremos ahora el signo de ;jZ .
X
1ro) 0<x<a
Anulando la derivada: 5a° - 3x* =0 —> X=x=a \/g ~+1.29

No existen entonces puntos criticosen 0<x<a.

dz
S i
gdx

0 \ a

2do) a<x <L

Anulando la derivada: - 8a2 + 3(L-x)2 =0 —=> L-x=zxa \E

Finalmente: x=L%Fa \E = L(li /287J El valor de x correspondiente al signo

de més no pertenece al intervalo mientras que el correspondiente al signo de menos

si pertenece.
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El signo de ;jz sera , teniendo en cuenta que L [1— : /287J =~ 0.45L
X

dz

d 0
X
- 1 LI
a 0.45L L

El valor x :L[l— /287] corresponde al minimo absoluto de la funcién Z en el

intervalo [O,L] ( flecha maxima).
El valor de la flecha maxima sera:
fmax = | Z(0.45L) |

Recordando que: L =3a b = 2a obtenemos:

2(2a ) 3(2,)3
froe|Z(0.450) | = Z(L35 2) | = Fa“(2a) ) 0.55.(3a) . 0.55(3a) 0.55°(3a)
6EI(3a) 2a a a(2a)?

Operando obtenemos finalmente:

Fa
fax = 0.48—
max = E|

La eléstica de la viga es la indicada en la figura.

Observa que la flecha maxima no se produce en el punto de aplicacion de la carga.
Ello s6lo ocurriria , por razones de simetria , si la carga F se aplicara en el punto
medio de la viga .

F flecha max.

|

c)_Desplazamiento angular en los extremos

2 2

S FL 4 FL

60——0———— e|__7 - T=

() (0) 81 El (L) ()81EI
Como puedes deducir de los resultados el extremo mas cercano al punto de
aplicacion de la fuerza es aquel en el que se produce el mayor angulo de giro de la

seccion de la viga.
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Ejercicio No. 60
a) La ganancia es la diferencia entre el ingreso y el costo totales .
G(@) =Ir-Cr
Derivando: ac = diy _dCr 1)
dg dg dq
La funcién G presentara un maximo en un nivel de produccion g, si se cumplen las

siguientes condiciones:
dG
1ro) — =0
) dq (do)

d°G
2do) —z(qo) <0
dg

Anulando la expresion (1) debera cumplirse: ddIT (qo)—d;:T (9p) =0 =
q q

dl dC . .
d;(qo)quT(qo) lo que implica que  Img (do) = Crmg (Clo)-

Volviendo a derivar (1) y aplicando la condicién 2da. tendremos:

d°G dl d’C d?l d’C

— (o) =5 (@)~ (@) <0 =>  —1(do) <5 (do)
dq dq dq dq da

b) Costo total

Cr=0,10>-0,2 q+ 100 U$S

Funcién demanda :

p@=-011q+4Ls o0
unidad
. unidades , . . 2
Sisevenden g ———— elingreso total mensual sera: I+ =p.q=0,119"+41,8q
mes

Para la utilidad tendremos: G(g) =I1+-Cy=-0,21 q2 +42q-100 g=>0
Se trata , como puedes observar , de una funcion cuadratica con concavidad negativa.
Si la abscisa del vértice de la pardbola representativa pertenece al intervalo de

estudio, correspondera al maximo absoluto de la funcion G.
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Derivando: ?jG =-0,42q+42
q

Anulando: g =100 unidades
mes
La ganancia maxima sera:  G(100) = 2000 Uss
mes

El precio de venta por unidad sera: p (100) = 30,80 U$S
Verificaremos que se cumplen las condiciones de la parte a) del ejercicio.

El costo marginal seré la derivada del costo total.
Crmg = 0,209 - 0,2
El ingreso marginal sera la derivada del ingreso total.
Img = - 0,229 + 41,2
Igualando:  0,200-0,2=-0,2290+412 ~— =100
Ademas: 0'2(2:(100) =0,20 OI2;(100) =-022 —> dz; < dzg
dq dg dq® dq

Observa que la igualacién del costo marginal y el ingreso marginal resulta ser una

manera mucho mas comoda de lograr el valor de g sin necesidad de hallar la funcién

G, como lo hicimos lineas arriba.

COMENTARIO
El costo marginal es (aproximadamente) el costo que para el fabricante representa

fabricar una unidad méas de producto.

El ingreso marginal es (aproximadamente) el ingreso que obtendra por la venta de la
nueva unidad producida.

Mientras el costo marginal sea inferior al ingreso marginal le convendra al fabricante
producir una nueva unidad , en cambio si el costo marginal es superior al ingreso
marginal debera reducir su produccion.

La igualdad de ambos, segun vimos , da el punto 6ptimo de trabajo.
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UNIDADES Y EQUIVALENCIAS

Te indicamos a continuacion magnitudes que han sido utilizadas en los ejercicios

con sus correspondientes unidades en el sistema Internacional (S.1) asi como otras

unidades de uso corriente.

Te mostramos ademas algunas equivalencias entre ellas.

Magnitud S. 1. Otras
Longitud L m cm- dm - Km - pulg — pié-.milla- milla nautica
Superficie S m’ cm®- héctarea (Hc.) - pié 2
Volumen V m® cm® - litro (It)
Tiempo t seg minuto - hora
Masa m kg gr - libra(lb) - Tonelada (Tn)
Velocidad v m cm  km nudo = milla nautica
sg sg h h
Velocidad angular o @ .rad
sg minuto
Aceleracion a ﬂz C—n;
S¢ g
Aceler. Angular y rad
sg
Fuerza F Nw (Newton) kg ¢ (kilog. Fuerza) - Ibs.- Ton ¢
Presion p N—VZV at. (atmésfera) - cm Hg. - kifz - sz
m cm pulg
Densidad lineal
de carga ¢ kgt Tng
m m
Densidad volumétrica
de masa p k—g girs ar
m cm It
Trabajo W Joule kgf.m
Temperatura T °c k. %k
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Magnitud S.1. Otras
Intensidad de corriente | Amp. mA - pA
Diferencia de potencial V Voltios mV - KV
Carga eléctrica Q Coulomb mC - puC
Resistencia R Ohm. KQ - MQ
Energia E Joule vatio.seg - Kvh - Caloria - BTU
Potencia P vatio Kv - Mv
Frecuencia f Hz RPM
. 3 It
Gasto volumétrico Q, —_— —
S9 Sg
Intensidad luminosa | Cd
(Candela)
Iluminacion E IX (lux) ph (fotio)
EQUIVALENCIAS
Longitud
1 km =10°m = 10*dm = 10° cm 1 pié = 12 pulgadas (1=12"")
1'=30.48 cm 17 =254cm 1milla=1609 m 1 millanautica= 1852 m
Superficie
1 pulg’ = 6.452 cm® 1pi¢=929cm® 1Hc.=10"m’*  1m’=10*cm?
Volumen
1m*=10°cm® 1dm®=11t 1 Galén (EUA)=3.785 It
Tiempo
1 hora = 60 minutos = 3600 seg.
Masa
11b= 453.6 gr = 0.4536 Kg 1 Ton = 10° Kg
Velocidad
1 r: =36 K™ 1m:'"" = 1609Khrn 1 nudo = 1.852Khm
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Aceleracién
m cm
15 =102""

52 52

Fuerza
1Kg+=9.8 Nw 11b ¢ = 0.4536 Kg = 4.445 Nw
Presion

Ibs

S (psi) = 0.073&’;
pulg cm

lat=76 cmHg. 1

Densidad lineal

1 TNt _ 403 KOt
m m

Densidad volumétrica de masa

1'12 =102 9
m cm
Trabajo

1 Kg+¢.m (Kilogrametro) = 9.8 Joule
Temperatura

1°c=18°F 1°%=1°K

Férmulas de transformacion: °F = °C . 1.8 + 32

Intensidad de corriente

1Amp.=10°mA=10°p A
Diferencia de Potencial

1 Voltio = 10° mV 1 Kv = 10° volt.

Resistencia

1KQ=10°Q 1IMQ =10° Q

Potencia

1 Kv = 10° vatios 1 hp = 0.746 KV

Energia calorifica
1 BTU =0.252 Kcal = 1055 Joule

lluminacion
1lux =10 ph

Ok =% +273
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EJERCICIOS SUGERIDOS

Te indicamos a continuacion aquellos ejercicios que a nuestro entender son de interés
especial para la orientacion que has elegido , lo que no implica que los demas
carezcan de él.

En especial creemos que los problemas que hemos denominado de “Calculo” y de
“Geometria” son de interés comun a todos los Bachilleratos , aunque no los

incluiremos en la lista.

Bachillerato de Administracion .

Capitulo 1 - Ejercicios Nos.: 2-7-9-11-13-19-21

Capitulo 2 — Ejercicios Nos. : 7-9-10-19-23-28-29-34-35-54 - 55 - 60

Bachillerato Agrario .

Capitulo 1 - Ejercicios Nos. : 2-5-7-11-12-18-20-22

Capitulo 2 - Ejercicios Nos. : 9—14 - 15-16 - 23 - 28 —-29 -34 - 41 - 42 - 43 - 44 - 49 - 54 - 60

Bachillerato de Disefio de la Construccion .

Capitulo 1 - Ejercicios Nos.:2-5-8-9-10-11-14-19--22

Capitulo 2 — Ejercicios Nos. : 7—11-12-28-29-34 - 41 -45-47-49 - 54 - 57 - 58 - 59 - 60

Bachillerato de Electroelectronica .

Capitulo 1 — Ejercicios Nos. : 2-4-5-8-9-10-11-14-17-21-22-23 - 24

Capitulo 2 — Ejercicios Nos. : 9-17-18-19-21-22-23-24-28-29-32-34-45-47-48

49-51-52-53-54-55-60
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