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El contenido y enfoque de la leccion precedente tuvo un cardcter fundamental, tedrico,
abstracto, sin apenas concesiones a los aspectos practicos. Por eso, consideramos necesario comple-
tarla con esta otra, en la que plantearemos unos problemas de indole préctica, con escasa relacion
entre si, pero que constituyen el complemento natural y necesario de la leccién anterior.

§18.1. Sistemas de masa variable.- En la Leccién 17 hemos enunciado los
teoremas y leyes generales que gobiernan la evolucidn de los sistemas materiales.
Son numerosisimos los problemas fisicos que pueden resolverse utilizando
adecuadamente los teoremas y leyes de conservacién de la cantidad de movimiento,
del momento angular y de la energia. Al decir adecuadamente, queremos significar
que dichos teoremas y leyes deben utilizarse en el contexto preciso en que fueron
enunciados. Asi, las leyes de conservacion de la cantidad de movimiento y del
momento angular, y los teoremas correspondientes de los que se deducen, pueden
aplicarse a cualquier sistema fisico, con tal que se tengan en cuenta todas las fuerzas
y momentos externos que actlan sobre él. La ley de conservacion de la energia
mecénica (cinética + potencial) solo serd utilizable cuando todas las fuerzas sean
conservativas, de modo que no haya conversion de energia mecénica a otro tipo de
energia, a menos que podamos valorar el montante de dicha conservacion.

En todo caso, destacaremos que los teoremas y leyes de conservacion se refieren
a sistemas materiales bien definidos y al utilizarlos hemos de tener sumo cuidado en
precisar que es lo que se incluye en el sistema al cual se aplican. Recordemos que
uno de los supuestos de partida en el desarrollo de la leccion anterior (817.1) fue que
el sistema de particulas considerado deberia ser un sistema cerrado, esto es, que no
intercambiaria masa con el exterior (sistema de masa constante), aunque si podria
intercambiar cantidad de movimiento, momento angular y energia con su ambiente
(sistema no-aislado).

Manuel R. Ortega Giron 519
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Figura 18.1

Hasta ahora nos hemos ocupado solamente de sistemas cerrados, en los que la
masa del sistema permanecia constante en el transcurso del tiempo. En este articulo
trataremos con sistemas abiertos, que intercambian masa con el exterior, de modo
que su masa variara en el transcurso del tiempo. Asi, por ejemplo, cuando una gota
de agua cae en la atmosfera, va recogiendo moléculas de vapor de agua atmosférico
en su caida, de modo que su tamafio y masa (considerada la gota como el sistema)
va aumentando. Otro ejemplo de sistema de masa variable lo constituye un cohete,
cuya masa va disminuyendo a medida que se va quemando el combustible.

Para estudiar en general tales sistemas de masa variable, consideraremos un
sistema, de masa instantanea m, cuyo centro de masa se esta moviendo en ese
instante ¢ con una velocidad v en un cierto referencial inercial, y que se encuentra
sometido a una fuerza resultante externa F,,, no representada en la Figura 18.1a. Un
cierto instante posterior, ¢ + dz, la configuracion del sistema habra cambiado, por
haber sido alcanzado dicho sistema por una masa elemental dm que se movia
inicialmente con una velocidad #, medida también en el mismo referencial inercial.

Nuestro propésito primordial es establecer la forma que tomara la segunda ley
del movimiento para el sistema de masa m, siendo m variable en el transcurso del
tiempo. Podemos analizar la situacion considerando el sistema global m + dm, que
es un sistema de masa constante al que podemos aplicar sin ambages los resultados
obtenidos hasta ahora. Puesto que el sistema global (m + dm) es de masa constante,
podemos asegurar que para él es

F _dt =dp [18.1]

0 sea que la impulsion elemental producida por la resultante de las fuerzas externas
al sistema durante el intervalo de tiempo elemental dz es igual al cambio elemental
de la cantidad de movimiento del mismo. Podemos escribir

F _dt = (m +dm)(v +dv) - (mv +udm) = mdv + vdm - udm [18.2]

donde hemos despreciado el infinitésimo de segundo orden dmdv. La expresion
anterior podemos reescribirla en la forma

F o-op@  ,0n _ dn [18.3]

ext de de de
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0 sea F,, = @ -u %_m [18.4]
t

que no es sino la expresion de la segunda ley de Newton, que define la fuerza
externa que actlia sobre un sistema material cuya masa no permanece constante en
el transcurso del tiempo, por estar recibiendo un aporte de masa y, por supuesto, de
cantidad de movimiento desde el exterior.

Debemos reparar en que las ecuaciones anteriores, [18.3] y [18.4], se reducen a los
casos familiares

Fext = ma ext = d($V) [185]

respectivamente, siempre que el sistema que estemos considerando tenga masa
constante; esto es, siempre que no intercambie masa con el exterior ([18.5a]), 0 incluso
cuando intercambiandola sea u = 0 ([18.5b]).

También deberemos observar que no es posible obtener las expresiones [18.3] y [18.4] a partir
de la [18.5b], considerando la masa variable al efectuar la derivacion. En efecto, de [18.5b] se sigue

- dom) o, dv o, dm 8.6l

ext dr dr dr

que tan so6lo es un caso particular de las expresiones [18.3] y [18.4], correspondiente a la situacion
en que u = 0, esto es, cuando la masa que se incorpora o sale del sistema se encuentra en reposo
en el referencial inercial que hayamos elegido.

Para estudiar el movimiento de un sistema abierto (de masa variable) hemos
tenido que recurrir a incluir la masa elemental dm que se aporta (o que se desprende)
al sistema en un sistema global de masa constante. Esto ha sido necesario porque la
expresion F,,, = dp/ds s6lo puede utilizarse para sistemas cerrados, aun cuando en
ellos exista intercambio de masa entre sus diversas partes. Sin embargo, en muchos
problemas, como en los referentes al movimiento de los cohetes, estaremos
interesados estrictamente en el estudio del movimiento de una de las partes del
sistema. Entonces sera conveniente definir como sistema principal esa parte cuyo
movimiento nos interesa, aun cuando su masa varie con el tiempo. En esas
condiciones, serd mas interesante reescribir la expresion [18.3] en la forma

For@-nd-n® [18.7]
de de

que posee una interpretacion fisica mas evidente. ElI primer término del primer
miembro representa el ritmo con que la fuerza externa (el medio ambiente) esti
suministrando cantidad de movimiento al sistema de masa m (variable); el segundo
término representa el ritmo con que se esta transfiriendo cantidad de movimiento al
sistema principal, de masa m (variable), por la masa que se le incorpora o que sale
del mismo. Este segundo término debera interpretarse como la fuerza "ejercida" sobre
el sistema principal por la masa que se la incorpora o sale de él. En el caso de un
cohete, este término recibe el nombre de empuje; en general lo llamaremos fierza de
reaccion Yy lo designaremos por F,,; i.e.,
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=(u-v) —— [18.8]

La suma de esas dos fuerzas es la fuerza total que actla sobre el sistema
principal, que serd igual al producto de la masa m (variable) del mismo por la
aceleracion de su centro de masa; i.e.,

F

+ F = ma [18.9]

ext reac

como si se tratase de un sistema cerrado (i.e., de masa constante).

La cantidad u - v es la velocidad relativa de la masa que se incorpora o sale del
sistema principal respecto a este mismo sistema; esto es

de modo que las expresiones [18.7]

F

ext

U —u-v [18.10]

rel

y [18.8] suelen escribirse como

dm dv

u,—— =m__ [18.11]
dt dr
Freac = ureld_m [18'12]
dt

818.2. Fundamentos de la propulsién de los cohetes.- A todos nos resulta
familiar el movimiento de un cohete, bien sea un simple cohete verbenero o un
cohete encargado de poner en drbita un satélite artificial; en todo caso, el cohete es
impulsado hacia delante por el chorro de gases que expulsa hacia atras.

z4

Figura 18.2

Un motor cohete (0 de propulsion a chorro,
como popularmente se le llama), consiste esen-
cialmente en una cdmara de combustion, donde se
guema un combustible solido o liquido, que
dispone de unas aberturas y toberas dispuestas en
la forma adecuada para dirigir los gases proceden-
tes de dicha combustion en la direccion deseada.
El sistema cohete + combustible (+ comburente,
naturalmente) puede considerarse como un
sistema global de masa constante. Cuando se
inicia la combustion, los gases salen expelidos a
gran velocidad, o sea, con una cierta cantidad de
movimiento "hacia atrds"; en consecuencia, en
virtud del principio de la conservacién de la

cantidad de movimiento, el cohete adquiere una cantidad de movimiento igual "hacia
adelante". Esto es, el cohete es propulsado hacia adelante por la expulsién hacia atras
de una parte de su masa. Si nos interesamos solamente por el movimiento del cohete,
estamos ante un problema en que varia (disminuyendo) la masa del sistema principal.

Naturalmente, la energia necesaria para acelerar los gases resultantes de la combustion, y en
definitiva para acelerar el cohete, precede de la energia liberada en dicha combustion. Cuando se
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inicia la ignicion del combustible, y mientras que el cohete se mueve lentamente respecto a la
Tierra, el motor del cohete resulta ser muy poco eficaz, pues casi toda la energia liberada en la
combustién se emplea en comunicar energia cinética (acelerar) a los gases expelidos, que adquieren
una gran velocidad respecto a Tierra. Pero conforme el cohete va aumentando su velocidad, los
gases de salida, que son expelidos con una velocidad constante respecto al cohete, tendran cada vez
menos velocidad respecto a Tierra. Cuando la velocidad del cohete con respecto a Tierra llega a
ser igual (en modulo) a la velocidad de los gases respecto al cohete, entonces los gases, al
abandonar el cohete (o mejor, cuando el cohete los abandona a ellos), no tienen velocidad respecto
a Tierra, de modo que su energia cinética es nula (en el referencial de Tierra). En estas condiciones,
toda la energia liberada en la combustidn se aprovecha (salvo pérdidas) para aumentar la energia
cinética del cohete. Es facil comprender la conveniencia de un "empujén" inicial para un aprovecha-
miento 6ptimo del combustible.

Al estudiar el movimiento del cohete debemos tener en cuenta que éste es un
sistema de masa variable, ya que su masa va disminuyendo a medida que se quema
el combustible. En un referencial inercial, la ecuacidn diferencial del movimiento del
cohete se escribe en la forma [18.7]; esto es

F_~+(u —v)d_m =m dv [18.13]

o dr dr

donde F,, es la resultante de las fuerzas externas (fuerzas gravitatorias, resistencia
del aire, ...) que actian sobre el cohete, m es la masa del cohete mas la del
combustible que contiene en un instante dado y « y v son, respectivamente, las
velocidades del cohete y de los gases expelidos respecto a un mismo referencial
inercial. La diferencia de velocidades (# - v) representa, obviamente, la velocidad
de salida de los gases respecto al  cohete, esto es, u,, de modo que podemos
escribir, una vez mas

F_vu 97 _,d [18.14]

ext rel F d t

donde el término u,,dm/d¢ representa el "empuje” proporcionado por el motor cohete;

F =y 9m [18.15]
emp rel dt

Puesto que dm/dt es negativo (por representar una pérdida de masa por unidad de
tiempo) el "empuje" tiene direccion opuesta a u,,.

Si para el instante inicial =0 es m = my y v = v,, por integracion de la ec. dif.
del movimiento [18.14] obtendremos la velocidad del cohete en funcion del tiempo.
Suponiendo u,, = cte, tenemos:

t F
Vo=, + urellni + f < de [18.16]
my Jy m

Consideremos el caso de un lanzamiento vertical ascendente, desde la superficie
terrestre, despreciemos la resistencia que presenta el aire al movimiento del cohete,
asi como el movimiento de rotacién de la Tierra, y supongamos constante el valor
de la intensidad del campo gravitatorio (i.e., g=cte, lo que equivale a considerar tan
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s6lo lanzamientos hasta poca altura). En las condiciones anteriormente expuestas, la
fuerza externa que obra sobre el cohete es su propio peso, F,,, = mg, Y la expresion
anterior se reduce a

m
v =y +u,In— +gt [18.17]
My

y, teniendo en cuenta que u,, vy g estan dirigidos hacia abajo, escribiremos

m
= o _ 18.18
Vo=V, oty InW gt [18.18]

Si el combustible se quema a ritmo constante o = - dm/dz,

m = m, - O [18.19]
sera la masa del cohete al cabo de un tiempo ¢; en estas condiciones, la velocidad del
cohete serd funcién exclusivamente del tiempo y vendra dada por

m,

v =y, +ugIn - gt [18.20]

my - oLt

Supongamos, ademas, que una fraccion f (<1) de la masa inicial del cohete
corresponda al combustible. La masa final del cohete, una vez agotado el combusti-
ble, serd m; = (1 - f) m, y el tiempo empleado en quemar todo el combustible serd
t; = fimglai, resultando que la velocidad final del cohete sera

n
Vi = Vo * U IN ! &g [18.21]

1-f o

final

de modo que la velocidad final del cohete sera tanto mayor cuanto mayor sea la
velocidad de expulsion de los gases respecto al cohete.

Si el cohete se mueve en el espacio libre, fuera de la accién gravitatoria (i.e.,
g=0), serd nulo el Gltimo término de [18.21]; en estas condiciones, la velocidad final
del cohete depende solamente de la velocidad de escape de los gases y de la fraccion
de la masa original del cohete que corresponde al combustible, con independencia del
ritmo a que sea quemado el combustible. Evidentemente, si el ritmo de expulsién de
masa es muy lento, el tiempo necesario para alcanzar la velocidad final sera muy
largo.

La integracion de la expresion [18.20] nos permite expresar la posicion del cohete
en funcién del tiempo:

. My -t my -0t
Z:ZO‘F(VOL‘—?gl‘) gt o+ In
o m

[18.22]

0

como el lector comprobara facilmente, donde z, representa la posicion inicial del
cohete (para ¢ = Q).
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§18.3. El problema de dos cuerpos.- En una leccién anterior (Lec. 12) hemos
estudiado el movimiento de una particula bajo la accién de una fuerza central,
insistiendo, por su espacial interés, en el caso de fuerzas centrales inversamente
proporcionales al cuadrado de la distancia. Se asumia, entonces, que el objeto
responsable de la fuerza que actuaba sobre la particula en movimiento era
suficientemente mésico como para considerarlo como un centro de fuerzas fijo. De
esta forma idealizabamos el problema general, el de la interaccion mutua entre dos
particulas, reduciéndolo al del movimiento de una sola particula en un campo de
fuerzas estacionario. Sin embargo, podemos conseguir que la solucién que obtuvimos
entonces corresponda al problema general de interaccién mutua entre dos particulas
de masas similares, de modo que ambas particulas se encuentren realmente en
movimiento y no podamos referirnos a ninguna de ellas como a un centro de fuerzas
inmavil. Bastara para ello introducir algunas pequefias correcciones a las soluciones
que obtuvimos en la Leccion 12.

Consideraremos en este articulo el movimiento de un sistema de dos particulas
bajo la accion de fuerzas internas al sistema (fuerzas de interaccion entre las dos
particulas) que satisfagan la tercera ley de Newton (al menos en su forma débil) y
a ninguna fuerza externa al sistema o a fuerzas externas que satisfagan unas condi-
ciones bastante restrictivas que especificaremos mas adelante. EI método que vamos
a utilizar nos permitiran separar el problema en dos problemas independientes,
referentes cada uno de ellos al movimiento de una sola particula, lo que constituye
una notable simplificacion.

Sean dos particulas, de masas res-
pectivas m, y m,, sobre las que actGan
fuerzas exteriores F, . y F,,, € internas
F,, y F, ejercidas por cada particula
sobre la otra y que satisfagan la tercera
ley de Newton (en su forma débil, al
menos)

F,, = -F, [18.23]

12

Las ecuaciones del movimiento de las

dos particulas, en un referencial inercial Figura 18.3
dnico, son
mify = Fiy + F my, = Fy + F, [18.24]

que son dos ec. dif. ligadas, ya que F,, = -F,; = F(r,-r,). En consecuencia, resulta
conveniente introducir nuevas variables en lugar de r, y r,

mr, +m,r
poo=_rt 22 r, =Fr, -r [18.25]
cm m. +m 12 1 2
1 2
donde r,, es el vector de posicion del centro de masa del sistema de dos particulas
y ry, €s el vector de posicion relativo de m, respecto a m,. Sumando miembro a

miembro las expresiones [18.24], y teniendo en cuenta [18.23] y [18.25a], Se obtiene
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(m, +myi, =F,  +F [18.26]

1,ext 2,ext

que es la ecuacion del movimiento del centro de masa del sistema.

Multiplicando las expresiones [18.24] por m, Y m,, respectivamente, restando
miembro a miembro las expresiones resultantes y teniendo en cuenta [18.23] Y [18.25b],
se obtiene finalmente

Fioi  Fre [18.27]
m m

mlmz r12

= (m, +m)F,, + mm,

1 2

Supongamos ahora que las fuerzas externas son tales que

F],ext — Fz,ext [18.28]
ml mZ
y adoptemos la notacion siguiente
el 18.29
Fext = Fl,ext +IrZ,ext M = ml +m2 "= — [18.29]
my +m,

Entonces, las expresiones [18.26] y [18.27] pueden reescribirse en la forma que
corresponde a la ecuacién del movimiento de una sola particula
Mi#, = F, ui, = F [18.30]

ext 12

Estas dos ecuaciones estan ahora completamente separadas, a diferencia de lo que
ocurria con las ecuaciones [18.24] que estaban ligadas (recuérdese que la fuerza F,,
depende solamente de la posicidn relativa entre las particulas 1y 2, i.e., de ry,).

La ec. dif. [18.30a] es la del movimiento del centro de masa del sistema (de dos
0 de muchas particulas); en ausencia de fuerzas externas, dicho centro de masa se
movera con velocidad constante (v, = cte).

La ec. dif. [18.30b] es la del movimiento de una sola particula de masa u
moviéndose bajo la accion de la fuerza F,, que ejerce la particula 2 sobre la particula
1. La masa u recibe el nombre de masa reducida, en atencién a que es menor que
cada una de las masas m, y m,. Asi pues, el movimiento de la particula 1 visto desde
la particula 2 (movimiento relativo) es como si la particula 2 fuese un centro de
fuerzas fijo y la particula 1 tuviese una masa igual a la masa reducida del sistema.

Recordemos que la ec. dif. [18.30b] es aplicable en ausencia de fuerzas exteriores
0 cuando existiendo éstas resultan ser proporcionales a las masas de las particulas,
como exige la expresion [18.28]. Esta segunda condicion se cumple cuando las fuerzas
externas son de naturaleza gravitatoria, ejercidas por masas que disten de las dos
particulas mucho mas que estas entre si. Asi, por ejemplo, en el sistema de dos
cuerpos Tierra-Luna, la distancia entre éstos (384 403 km) es mucho menor que la
que los separan del Sol (149.57 x 10° km) y de los otros planetas. En cambio, en el
caso de particulas cargadas eléctricamente, las fuerzas externas de naturaleza
electromagnética (que suelen predominar sobre las de naturaleza gravitatoria) no son
proporcionales a la masa, sino a la carga eléctrica de las particulas, y por ello no sera
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aplicable la ecuacién [18.30b] cuando existan fuerzas externas relacionadas con la
carga de las particulas.

En general, y dentro de las condiciones de validez de la expresion [18.30b],
podemos enunciar que

el movimiento relativo entre las dos particulas es equivalente al movimiento
de una sola particula, cuya masa es la masa reducida del sistema, moviéndo-
se respecto de la otra particula como si de un centro de fuerzas fijo se
tratara.

Por supuesto que ninguna de las dos particulas esta fija; si acaso lo estara el centro
de masa del sistema, cuando no actlen fuerzas externas, eligiendo convenientemente
el referencial inercial.

¢Qué uso podemos hacer de las ec. [18.30]? Evidentemente, si podemos resolver
las ecuaciones [18.30], que son independientes entre si, también podremos resolver el
problema de las dos particulas. Cuando hayamos encontrado r.,, y r,, en funcion del
tiempo, esto es, cuando conozcamos el movimiento del centro de masa y el
movimiento relativo de la particula 1 respecto a la 2, podremos obtener las posiciones
de las particulas, r,(¢) y r,(?), resolviendo el sistema de ecuaciones [18.25]; se obtiene

I‘l =r + 2 r =r + ir
cm m 12 cm m 12
my +n, 1 [18.31]
m
I‘z =r - ! r =r - ir
cm 12 cm 12
m, +m m

N

Ejemplo I.- Dos particulas, de masas m; y m,, respectivamente, estan inicialmente en reposo
separadas por una distancia D, sometidas tan s6lo a su accion gravitatoria mutua. Calcular el tiempo
que transcurrira hasta que colisionen.

Las ec. dif. del movimiento son

(m, +my) X = Fo nxy, =F,
m.m m m
con F,=0 F,=-G v 2 cm !
2
O =0
| E, £,
X X i
Iu _ }/nlry[2 2 1
m, +m, Figura 18.4

por consiguiente, el centro de masas del sistema perma-
nece estacionario y lo tomaremos como origen de las coordenadas x, y x, de las particulas.
La aceleracion relativa sera

de donde
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Vi 1 X1 dx 1 1
f v, dv, = Zvh = fG(m1+m2)f 212 = G(m, +m,)|— - =
0 2 D X192 12 D
0 sea dx
v, = |2G(m, +m,) i - i =_*
x, D dt
t 1 0 dle
Integrando de nuevo = f dr = —
’ \/ZG(ml tmy) P \/x_ D
y con el cambio de variable
x,, = Dsen’® dx,, = 2D send cosb dO
obtenemos finalmente el tiempo pedido:
32 0 32 32
-2 sen’e do - 2D [E _ sen20 I _=mD
V2G(m,+m,) ™ \2G(m,+m,) 2 4 2 2,/2G(m,+m,)

818.4. Masa reducida.- La masa reducida de un sistema de dos particulas ha
quedado definida por [18.29¢], lo que equivale a la media arménica de las dos masas;
ie.,

= s = [18.32]

La masa reducida, como su nombre indica, tiene un valor menor que m, y m,, siendo
la menor de ambas masa la que tiende a predominar en el valor de x. En el caso en
que ambas particulas tengan la misma masa, m;, = m, = m, la masa reducida es

m.m 2
p= 2z =n - n [18.33]
m, +m, 2m 2

esto es, la mitad de la masa de cada una de ellas.

En el caso en que una de las particulas tenga una masa mucho menor que la otra,
por ejemplo m; « m,, sera

m,m, m
u = = =m |[l-—|=m
m
m, +m, 1+M m

[18.34]

donde hemos utilizado la aproximacion (1 + )" = 1 + ne, cuando ¢ « 1.
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Asi pues, cuando una de las particulas es mucho mas ligera que la otra, la masa
reducida es aproximadamente igual (algo menor) a la masa de la mas ligera. Por
ejemplo, en el sistema de dos particulas proton-electron (dtomo de hidrégeno) es

1

~_= ) =0.9995m, [18.35]
1836

me
u=m,(l-—2) =m(1
ml’

Como caso méas extremo todavia, al discutir el
movimiento de un satélite artificial alrededor de la
Tierra podemos utilizar, con muy buena aproxima- 0 -
cién, la masa del satélite artificial en lugar de la
masa reducida del sistema Tierra-satélite; esto 2
equivale, naturalmente, a considerar el centro de la
Tierra como un centro de fuerzas fijo. 4

Consideraremos como Ultimo ejemplo el del &tomo de
positronio. El positronio es un "atomo" semejante al de
hidrégeno, en el que en lugar de haber un protén hay un
positron. El positrén es una particula elemental que tiene la
misma masa que el electrén, pero con una carga eléctrica -8 -
positiva, e*. La interaccion coulombiana entre el positrén y
el electrén en el &tomo de positronio es igual a la existente
entre el protén y el electron en el atomo de hidrégeno. La
masa reducida del sistema (e'e) es m,/2, en tanto que la del
sistema (pe’) es u = m,. Este resultado sugiere que pueda -12 - /
existir una correspondencia entre las lineas espectrales 136 |
(niveles de energia) de los atomos de hidrégeno y de posi- '
tronio. Dicha suposicion es correcta, como se ilustra en la hidrégeno
Figura 18.5, en la que se muestran los niveles energéticos
para ambos atomos. Asi, el nivel fundamental del hidrégeno Figura 18.5
corresponde a -13.6 eV, en tanto que el del positronio es
-6.8 eV.

-6.8

Energia (eV)

positronio

-10 -

§18.5. Momento angular y energia cinética.- La separacion entre el movi-
miento del centro de masa y el movimiento relativo puede extenderse a las
expresiones del momento angular y de la energia cinética del sistema de dos particu-
las, haciendo aparecer la masa reducida del sistema. A partir de las expresiones
[18.31], por derivacion respecto al tiempo, encontraremos la relacion existente entre
la velocidad de cada particula (en un referencial dado), la velocidad del centro de
masa v, (en ese mismo referencial) y la velocidad relativa v,, = v, - v,

v, =y _ + g v, =v_+ oy
1 cm m1+m2 12 cm m/ 12 [18.36]
m
- _ 1 - _ M
Vs = Vem Yo = Vem —Vn
my +m, m,

Sustituyendo [18.31] y [18.36] en las expresiones del momento angular y de la energia
cinética del sistema en el referencial dado, esto es,
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= =1 241 2 18.37
L =r xmpy +r,Xmpy, E, = Smyy + o myy, [18.37]

se obtiene finalmente, después de algunas operaciones,

L=r _XxMv_ + roxuv, [18.38]

E = %Mvczm + %,u v [18.39]

de modo que tanto el momento angular como la energia cinética del sistema pueden
separarse en dos partes: una parte asociada con el movimiento del centro de masa y
otra parte asociada con el movimiento relativo entre las dos particulas. Los términos
FeXMv,, Yy MV?,J2 representan, respectivamente, el momento angular y la energia
cinética orbitales o externos, ya definidos en la leccidn anterior. Los términos r;,xuv;,
y w12 se corresponde con el momento angular y la energia cinética intrinseca o
internos, esto es, medidos en el referencial del centro de masa. Obsérvese que el
momento angular intrinseco es el mismo que el de una sola particula de masa g,
velocidad vy, y vector de posicion r,,; en su expresion tan solo aparecen las
magnitudes que describen el movimiento relativo entre las particulas. Analogas
consideraciones podemos hacer para la energia cinética interna del sistema de dos
particulas.

Los resultados anteriores deben tenerse en cuenta al calcular, por ejemplo, el momento angular
y la energia interna del atomo de hidrégeno. Deberemos utilizar la distancia r,, y la velocidad v,,

del electron relativas al proton, asi como la masa reducida s, del sistema proton-electron. De ese
modo, tendremos

1 e?
:uepvep -

E, == [18.40]
2

L =r Xuvy -
int ep ep ep
i Eqlep

donde el término -e2/4rcs0rep corresponde a la energia potencial interna (electrostatica) del sistema
electrén-proton.

La cantidad de movimiento total del sistema de dos particulas es
p =mpy, +my, =Mv_ [18.41]

y en su expresion no aparecen ni u ni vy,.

Puede resultar interesante calcular la cantidad de movimiento de cada una de las
particulas en el SCM. Los vectores de posicion (r,” y r,”) y las velocidades (v," y v,’)
de las particulas respecto al centro de masa vienen dados por

’r _ _ _ 2 _ ,u
Fp=r 7fr12 =Ty
my +m, my [18.42]
m
r _ _ —_ 1 __ MU
r,=n Feom = Fp = ——Tp
m, +m, m,
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’r _ _ _ 2 _ ﬂ
Vi =V Vem = " Vo = —"n
my T m, my [18.43]
m
’ _ _ — 1 - _ M
Vv, =W Vem = Vo = T —"p
m, +m m

por lo tanto, las particulas se mueven en direcciones opuestas en el SCM vy las
cantidades de movimiento de cada particula en el SCM son

pl’ = mlvl’ = Wvy pz/ = mzvz/ = MY, [18.44]

de modo que las particulas se mueven en el SCM con cantidades de movimiento
iguales y opuestas; i.e., la cantidad de movimiento total en el SCM es nula.

§18.6. Oscilaciones de dos cuerpos.- En la Leccion 13 (813.7) hemos
estudiado las oscilaciones de una masa m unida a uno de los extremos de un muelle
de constante elastica k, unido por su otro extremo a una pared. Naturalmente la pared
esta unida rigidamente a la Tierra, de modo que el sistema es, en realidad, un sistema
de dos cuerpos unidos mediante un muelle, en el que uno de los cuerpos (la Tierra)
tiene una masa efectiva infinita. Esta es la razon por la que se puede analizar el
movimiento como si de un s6lo cuerpo (la masa m) se tratase.

Sin embargo, nos encontramos a menudo con sistemas oscilantes de dos cuerpos
de masas comparables, de modo que no podemos considerar uno de ellos como de
masa infinita. Esta situacion se presenta, por ejemplo, en las moléculas diatémicas,
tales como el O,, el CO, el CIH, ..., en las que los &tomos que las constituyen pueden
oscilar a lo largo de la recta que los une. El acoplamiento entre los atomos de la
molécula es de naturaleza electromagnética; sin embargo, podemos imaginar, al
menos en una primera aproximacion (cuando es muy pequefia la amplitud de las
oscilaciones), que el acoplamiento obedezca la ley de Hooke, como si los atomos
estuviesen conectados mediante pequefios muelles ideales sin masa.

Nos proponemos resolver, como paradigma de las oscilaciones de dos cuerpos,
el problema de las oscilaciones de dos particulas, de masa respectivas m;, y m,,
conectadas mediante un muelle ideal (extensor-compresor y sin masa), de constante
de fuerza k, alineado a lo largo del eje x. Los extremos del muelle se localizan
mediante las correspondientes coordenadas x;(¢) Y x,(¢), como se muestra en la
Figura 18.6a, de modo que la longitud del muelle en un instante dado ¢ es x;, = x; - x,.
Si es [, la longitud natural del muelle (sin deformar), la deformacion del mismo en
un instante dado, i.e.,

(x, -x) =1y =x, -1, [18.45]

sera positiva 0 negativa segun que el muelle esté estirado o comprimido.

En la Figura 18.6b representaremos el sistema oscilante en un instante genérico, en
que el muelle est4 estirado; las fuerzas que acttan sobre las masas m; y m, son
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m, m, v’
F, kly F F, kly F
X, X, X2
X1
Figura 18.6

F

= -k(,-x,-1) = ~k(x, 1) 5461

F

2

+hk(x, -x,-1) = +k(x, -1)

i.e., iguales en modulo, pero en sentidos opuestos (tercera ley de Newton).

Aunque podemos plantear el problema de las oscilaciones de dos cuerpos
recurriendo a la formulacién general (leyes del movimiento), preferimos hacer uso
directo de los conceptos y expresiones desarrollados en esta leccidn, separando el
movimiento del centro de masas y el movimiento relativo. Asi, las ecuaciones
diferenciales [18.30] se escriben en la forma

(m, +m)x_ =0 ux, = F [18.47]

ya que F,,=0 , donde u es la masa reducida del sistema de dos cuerpos y F, viene
dado por [18.46]

La primera ec. dif. de [18.47] nos conduce inmediatamente a que x,,,=0, de modo
que x,=cte (=0), por lo que el centro de masas, si estaba en reposo, permanecera en
reposo.

La segunda ec. dif. de [18.47], en la que sustituimos [18.46], se escribe en la forma

piy, = —kx, —1) = i, X, = kg [18.48]
u
que representa un m.a.s. cuya frecuencia angular es
o= |F - [18.49]
u

resultando que el sistema oscilante de dos cuerpos tiene la misma frecuencia y
periodo que el constituido por un solo cuerpo de masa u, conectado mediante un
muelle semejante a una pared fija, como se ilustra en la Figura 18.6b. Dicho de otro
modo, en el sistema de dos cuerpos, una de las particulas se mueve respecto a la otra
(movimiento relativo) como si esta segunda estuviese fija y la primera tuviese una
masa igual a la masa reducida .

El movimiento relativo esta definido por la funcion
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x, =1, + A, sen(wt +y) [18.50]

como el lector puede comprobar facilmente. Los parametros 4,, y v, que representan
respectivamente la amplitud y la fase inicial de las oscilaciones relativas se evallan
a partir de las condiciones iniciales.

Ejemplo IIL.- Supongamos que separamos los dos blogues de la Figura 18.6 de modo que el muelle
experimente un alargamiento que sea una fraccion 7 de su longitud natural y que, a continuacion,
los abandonamos partiendo del reposo. Determinar el movimiento de cada uno de los dos bloques.

Las condiciones iniciales, esto es, para =0, son:
x,(0) =1, + fl, = L +f) ], x,(0) =0 [18.51]

Entonces, derivando la expresion [18.50] respecto del tiempo, obtenemos

= I, + A, sen(ot + ) (18.52]
= 04, cos(wr + )

y, teniendo en cuenta las condiciones iniciales, sera

ly + A, seny = [+ fl = A,seny = fI = 4, = xfl, -
wA,,cosy =0 = V= J_r; —
de modo que, en cualquier caso, es
Xy, = Iy + flsen(wr +2) = [, + fl,cos of [18.54]

0 sea, un movimiento (relativo) arménico simple de amplitud 4,,=f1.

Puesto que el centro de masas permanece estacionario, referiremos el movimiento de cada uno
de los dos cuerpos al centro de masas. Obtenemos las coordenadas x,’(?) y x,’(¢), a partir de [18.42],
con x,,,=0; i.e.,

m m,l m, f1
x1’=+_2x12=+ 20 + %0 cosar
my +m, mytm, mtm, [18.55]
m m, m, f1
x, = - — 1 x,=-|—2 + 9% cosar
my +m, mytm, mtm,
de modo que los dos cuerpos oscilan en contrafase, con amplitudes
m, f1 m, f1 A m
L= 2770 4, = o = L2 [18.56]
ml + m2 ml + mZ AZ ml

i.e., inversamente proporcionales a las masas respectivas.
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§18.7. Movimiento en el Sistema Solar.- En el borrador de de Motu, escrito
por Isaac NEWTON, probablemente a finales de 1684, se discute el movimiento
planetario a través de la fuerza centripeta dirigida hacia uno de los focos de una
elipse, siguiendo el método que le habia sugerido Robert HOOKE. En dicho borrador
se concluye con el siguiente escolio:

"Por consiguiente, los planetas mayores giran en elipses que tienen un foco en el centro del Sol,

y los radios trazados desde el Sol describen areas proporcionales a los tiempos, enteramente

como lo describié Kepler ..."
Sin embargo, Newton no continud creyendo en estas afirmaciones durante mucho
tiempo, pues pronto comprendié que no eran estrictamente correctas. Newton
comprendid bien pronto que tan s6lo habia probado que la ley de las érbitas elipticas
y la ley de las &reas se debian satisfacer para una masa puntual que se mueve en un
campo de fuerzas centrales, atraida hacia un centro de fuerza fijo; esto es, para un
sistema de un cuerpo. Pero tuvo que reconocer que el sistema de un cuerpo no
corresponde a la situacion fisica real, sino que tan sélo representa una simplificacion
artificial que se introduce en el problema real porque asi es mas facil de analizar
matematicamente.

El sistema de un cuerpo representa a la Tierra como una masa puntual y al Sol
como a un centro de atraccion inmovil. Pero Newton sabia que si el Sol atrae a la
Tierra, ésta debe atraer al Sol con una fuerza de igual magnitud. En estas
condiciones, la Tierra no puede desplazarse en una érbita eliptica simple, alrededor
del Sol; més bien, tanto el uno como la otra deberdan moverse alrededor del centro
de masa del sistema Sol-Tierra. EI problema es evidentemente el de un sistema de
dos cuerpos.

Considerando el sistema Sol-Tierra como un sistema de dos cuerpos que se
mueven bajo su atraccion gravitatoria mutua, la ecuacion del movimiento relativo
deber escribirse en la forma

2 m.m me.tm
drsz T, :7G'u(3 T)e [18.57]
dr? r2 r? '

donde mg, m; y u representan, respectivamente, la masa del Sol, la masa de la Tierra
y la masa reducida del sistema Sol-Tierra, r es el vector de posicion relativo (de la
Tierra respecto al Sol) y e, es el versor correspondiente. La ecuacion anterior es
idéntica a la ecuacion del movimiento de una particula de masa x que se mueve
alrededor de una masa inmoévil mg + m+. Estamos pues en condiciones de introducir
las correcciones que habiamos anunciado al final del articulo §12.11, cuando
estudidbamos el movimiento de una particula en un campo de fuerzas centrales
inversamente proporcionales al cuadrado de la distancia, para tener en cuenta que en
las situaciones fisicas reales, en las que intervienen al menos dos cuerpos, ninguno
de los dos cuerpos estard realmente inmovil. Asi, por ejemplo, la tercera ley de
Kepler para orbitas elipticas debera escribirse en la forma

2 3
r2 - A a” [18.58]



§18.7.- Movimiento en el Sistema Solar. 535

donde « representa el semieje mayor de la drbita relativa. Esta expresion nos viene
a decir que la tercera ley de Kepler, tal como se enunci6 en 812.11, no es
exactamente correcta, sino tan solo aproximada; en efecto, el periodo orbital depende
no soélo del semieje mayor sino también de la masa del planeta en cuestion. No
obstante, dada la gran disparidad de masas entre la del Sol y la de los planetas, el
error que se introduce al tomar mg+m; = mg €s muy pequefio. En el caso del sistema
Sol-Tierra, el error relativo seria AT/T = 0.000 0015, lo que nos daria un periodo
(anual) de unos 47 s més largo.

En el Sistema Solar tan s6lo existe un sistema de dos cuerpos ligados en el que
la masa del mas ligero representa una fraccion apreciable de la masa del sistema; ese
sistema es el sistema Tierra-Luna. Dadas las masas de la Tierra (m; = 5.979 x 10*
kg) y de la Luna (m, = 7.354 x 10% kg), el periodo de la drbita lunar (7 = 655.708 h
= 27.32 dias) y el semieje mayor de la oOrbita lunar (relativa a la Tierra, a;; =
3.84403 x 10° km) podemos hacer algunos célculos interesantes. Asi, si calculasemos
el periodo de la drbita lunar, a partir de [18.58], con m + m = my, cOmeteriamos un
error relativo AT/T = 0.006 131 = 0.6131 %, que es considerable, y obtendriamos un
periodo de mas de 4 horas mas largo que el verdadero.

En el referencial del centro de masa del sistema Tierra-Luna, tanto la Luna como
la Tierra se mueven en orbitas elipticas alrededor del centro de masa del sistema; las
expresiones [18.42] nos permiten calcular los correspondientes semiejes mayores.

m, m;
a, = —— a,, =4671 km a = —— a . =379732 km [1859]
my +m, my +m,

De modo que la Tierra se mueve alrededor del centro de masa del sistema, situado
a unos 1700 km por debajo de la superficie terrestre, sobre la linea que une los
centros de la Tierra y de la Luna. Se presenta, por lo tanto, una pequefia oscilacién
en la direccion aparente del Sol, visto desde la Tierra, como se ilustra en la Figura 18.7
(que no esta a escala). Puesto que el semieje mayor de la drbita terrestre en torno al
Sol es a = 149.57 x 10° km, la amplitud angular de dicha oscilacion viene a ser B
= a;la = 3.12 x 10® rad = 6.4”. Este efecto proporciona uno de los métodos para
calcular la masa de la Luna.

, [
orbita del c.m. del
sistema Tierra-Luna !

Tiérra |

Figura 18.7
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El sistema de dos cuerpos Tierra-Luna se encuentra en el campo gravitatorio
solar, de modo que acttan fuerzas externas sobre el mismo. Dadas las dimensiones
del sistema Tierra-Luna el campo gravitatorio solar puede considerarse uniforme, y
se satisface la relacidn [18.28]. En consecuencia, en el referencial en que el Sol esta
en reposo, el centro de masa del sistema Tierra-Luna se mueve en una 6rbita eliptica
alrededor del Sol y este movimiento se superpone al de los dos cuerpos alrededor de
su centro de masa. En la aproximacion que estamos considerando, ambos tipos de
movimiento, descritos respectivamente por [18.30a] y [18.30b] estan completamente
separados, y no puede haber transferencia de momento angular o de energia de uno
a otro. Sin embargo, se presentardn pequefios efectos debidos a la falta de
uniformidad del campo gravitatorio solar y a la presencia de los demas planetas.
Estas pequefias desviaciones reciben el nombre genérico de perturbaciones.

Problemas

18.1.- Un vagén de carga, abierto por su parte
superior, pesa 10 t y se mueve libremente, sin
rozamientos apreciables, sobre una via recta a
nivel. Comienza a llover intensamente, cayen-
do la luvia verticalmente sobre el terreno. El
vagon esta vacio inicialmente y se mueve con
una velocidad de 3.6 km/h. ;Cual serd la
velocidad del vagon después de haber recorri-
do lo suficiente como para recoger una tonela-
da de agua? ;Qué suposiciones ha debido Vd.
hacer para llegar a ese resultado?

18.2.- Se coloca un recipiente sobre el plato de
una balanza de resorte y se ajusta ésta para
que marque cero cuando el recipiente esta
vacio. Entonces se vierte agua dentro del
recipiente, en chorro continuo, a razén de
100 cm?® por minuto, desde una altura de 1 m.
a) Expresar la lectura de la balanza en funcién
del tiempo desde el instante en que empe-
zamos a verter agua. b) ;Cuanto marcara la
balanza cuando se hayan recogido 500 cm® de
agua?

18.3.- Un fusil ametrallador dispara balas de
50 g con una velocidad de 1200 m/s. Calcular
el ritmo méaximo de disparo para que la fuerza
media de retroceso no supere los 300 N.

18.4.- Un hombre, que junto con su rifle pesa
70 kg, lleva patines y dispara su rifle en direc-
cion horizontal. Cada proyectil tiene una masa
de 30 g y sale con una velocidad de 800 m/s.

Supénganse despreciables los rozamientos.
a) ;Cual sera la velocidad del hombre después
de efectuar 10 disparos? b) Supongamos que
los diez disparos se hayan realizado en 10 s,
¢;cudl es el valor de la fuerza media que se ha
ejercido sobre el hombre?

v

— F

(CJOJOJOXOJOXOXOJOXOXOXOXOJOXOJXO)

Prob. 18.5

18.5.- Cinta transportadora. Desde una tolva
estacionaria cae continuamente material sobre
una cinta transportadora, a un ritmo constante
o = dm/ds. Antes de la caida del material, la
cinta se movia con una velocidad constante v.
a) ;Qué fuerza adicional se requiere para que
la cinta continde moviéndose con la misma
velocidad v? b) Calcular la potencia adicional
que debe suministrar el motor que arrastra a la
cinta. ¢) Demostrar que la potencia necesaria
para mantener la cinta en movimiento es el
doble del ritmo con que aumenta la energia
cinética del sistema. /Qué ha sido de la mitad
sobrante de la potencia suministrada?
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18.6.- Los dos bloques

de la figura tienen ini-

cialmente la misma masa

m, Y Se encuentran en om,
reposo. El bloque de la
izquierda es un recipiente
que contiene una
cantidad de agua igual al
90% de su masa inicial.
En el instante =0, dicho
recipiente comienza a
expulsar agua por su
base inferior, con una 1V
velocidad constante v,
relativa al recipiente, con
un flujo constante igual a
o (masa/tiempo). (a) De-
mostrar que, para que la cuerda esté siempre
tensa, deberd ser ow,<0.2mg. (b) En el su-
puesto de que se cumpla la relacién anterior,
calcular la velocidad final del sistema en el
instante en que se haya expulsado todo el
agua.

Prob. 18.6

18.7.- Dos largas barcazas se mueven paralela-
mente entre si y en la misma direccion sobre
la superficie de un lago de aguas tranquilas,
con velocidades respectivas de 14.4 km/hy 18
km/h. cuando estan pasando la una junto a la
otra, se palea carbén desde la més lenta a la
mas répida, a un ritmo de 800 kg/min, en
direccion transversal a las barcazas. Suponien-
do que las fuerzas de friccion entre las barca-
zas y el agua no dependan del peso de éstas,
¢ qué potencia adicional deberan suministrar los
motores de cada barcaza para mantener
constantes las velocidades?

18.8.- Una particula de masa m, se mueve a lo
largo del eje x, en la direccion positiva de
dicho eje, con una velocidad v, Cuando
alcanza la posicién x = 0 penetra en un medio
material, del que va incorporando masa en
proporcién a la distancia recorrida en dicho
medio. a) Expresar la posicion, masa y veloci-
dad de la particula en funcion del tiempo.
b) Expresar la disipacion de energia en fun-
cién del tiempo y del espacio recorrido. Expli-
car dicha disipacion de energia.

18.9.- Una gota de agua de lluvia tiene una
masa inicial m, y cae partiendo del reposo.
Durante su caida, el vapor de agua atmosférico
va condensandose sobre la gota, a un ritmo
constante de o unidades de masa por unidad
de tiempo. Despreciando la resistencia del aire,
expresar la distancia de caida de la gota en
funcién del tiempo.

18.10.- En 1905, Einstein lleg6 a la conclusion
de que la masa ponderable "tangible" de una

particula, cargada o no, se incrementa con su
velocidad de acuerdo con la expresion

donde m, es la llamada masa en reposo, y m
es la llamada masa relativista, esto es, la masa
de la particula cuando se mueve con una
velocidad v respecto del observador y ¢ es la
velocidad de la luz.

Consideremos una particula sobre la que
actla una fuerza F (constante 0 no ) en la
misma direccion que su velocidad. a) A partir
de la expresion relativista de F = d(mv)/ds,
demostrar que

Fds = mvdv + vidm
donde ds es un desplazamiento elemental.

b) Demostrar que el trabajo realizado por
dicha fuerza puede expresarse en la forma

W = des = (m-myc?

e interpretar este resultado.

q

=%=

q

Prob. 18.11

18.11.- Un cohete estd montado horizontal-
mente sobre una vagoneta experimental.
Supongamos que la resistencia que presenta el
aire al movimiento del sistema cohete-vagone-
ta sea directamente proporcional a su veloci-
dad, que el combustible se quema a un ritmo
constante o (masa/tiempo) y que la velocidad
de expulsion de los gases respecto del cohete
(w) sea constante. a) Obtener la velocidad del
sistema cohete-vagoneta en funcidn del tiempo.
b) Determinar la velocidad del sistema en el
instante en que se acaba el combustible.

18.12.- Un cohete, cuyo peso es 5 t, esta
preparado para ser disparado verticalmente. Si
la velocidad con que los gases son expulsados
respecto al cuerpo del cohete es de 800 m/s:
a) ;Qué masa de gas debe ser expulsada por
segundo para suministrar un empuje inicial que
contrarreste el peso del cohete? b) ¢idem para
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que el cohete despegue con una aceleracion
inicial de 29.4 m/s%

18.13.- Un cohete cuyo peso total es 5 kg, de
los que el 85% corresponden al combustible,
expele los productos de combustion a un ritmo
constante de 0.5 kg/s, con una velocidad
relativa al cohete de 400 m/s. El cohete es
disparado verticalmente hacia arriba, partiendo
del reposo. a) Calcular la velocidad y la altura
alcanzada por el cohete en el instante en que
se agota el combustible. b) Calcular la maxima
altura alcanzada por el cohete. (Despreciar la
resistencia del aire y considerar constante el
valor de la aceleracion gravitatoria g).

18.14.- En un cohete de dos secciones, la
primera seccion se desprende una vez se ha
agotado su combustible y, acto seguido, se
enciende la segunda seccion. El peso total de
la primera seccion es 40 t, de las que 36 t son
de combustible; el peso total de la segunda
seccion es 2 t, de las que 1.8 t son de combus-
tible. El cohete tiene como misién acelerar una
carga Util de 300 kg. EI combustible es capaz
de hacer que los gases de combustion salgan
con una velocidad de 2400 m/s respecto al
cuerpo del cohete. Despreciando los efectos
gravitatorios (que son pequefios si el ritmo de
consumo es grande) calcular: a) la velocidad
del cohete cuando se agota la primera seccién;
b) la velocidad del cohete cuando se agota la
segunda seccién. c¢) Supéngase que toda la
provision de combustible del cohete de dos
secciones se utilizase en un cohete de una sola
seccion del mismo peso (42 t + la carga Util).
¢Cuél seria la velocidad del cohete al consu-
mirse el combustible? Este problema ilustra la
ventaja de los cohetes de varias secciones
sobre los de seccion Unica; el resultado es de
validez general.

18.15.- Un avidén a reaccién viaja en vuelo
horizontal con una velocidad de 540 km/h. El
reactor toma cada segundo 58.3 m® de aire,
que tienen una masa de 60 kg, que utiliza para
quemar 2 kg por segundo de combustible. La
energia liberada en la combustion se emplea
en comprimir los gases resultantes y en expul-
sarlos hacia atras con una velocidad de 1620
km/h respecto al avién. Calcular el empuje y
la potencia desarrollada por el reactor.

18.16.- Una cadena uniforme, de longitud L y
masa M, se encuentra inicialmente en reposo,
amontonada y enrollada sobre una superficie
horizontal. Tiramos verticalmente hacia arriba
de uno de los extremos de la cadena, de modo
que cada eslabon de la cadena permanece en
reposo hasta el instante en que comienza a
elevarse y que la velocidad del extremo supe-

rior sea
constante.
a) Calcular la F

potencia que

desarrolla la
Prob. 18.16

fuerza verti-
cal aplicada.
b) ¢(Qué
cantidad de
esa potencia
se disipa?
¢ Co6mo
explica Vd. esa disipacion de potencia?

18.17.- Supongamos ahora que vamos levan-
tando la cadena del Problema 18.16 mediante
la aplicacion de una fuerza constante en uno
de sus extremos, cuyo modulo sea exactamente
igual al peso total de la cadena. a) Escribir la
ecuacion diferencial del movimiento del
extremo superior de la cadena mientras auin
quedan eslabones en reposo sobre el plano
horizontal. b) Calcular la velocidad que tendra
el dltimo eslabén de la cadena en el instante
en que abandone el plano horizontal. ¢) Calcu-
lar el trabajo realizado por la fuerza aplicada
hasta el instante en que se pone en movimiento
el Gltimo eslabén de la cadena, asi como el
aumento en su energia cinética y potencial.
¢Es conservativo el sistema?

18.18.- Un nuicleo de Uranio-238, que se en-
cuentra en reposo en el sistema de laboratorio
(SL), emite una particula alfa de 4.1 MeV de
energia cinética. a) Calcular la velocidad de la
particula alfa y la del nicleo de residual (el
torio-234). b) Calcular la energia cinética del
nicleo residual. ¢) ;De donde proviene la
energia cinética de los fragmentos?

18.19.- Dos
prismas  trian- 1
gulares, de m
masas My m, y

anchuras a y b, b
estan en reposo,
tal como se ! —
indica en Ia ‘ @ ‘
figura adjunta, Prob. 18.19
sobre wun

tablero  hori-

zontal liso. Las superficies de contacto entre
los dos prismas son, también, perfectamente
lisas. Determinar el retroceso del prisma infe-
rior hasta el instante en que la cara vertical del
prisma superior alcanza el tablero horizontal.
Aplicacion numérica: M = 10 kg, m = 2 kg,
a=40cmy b =10 cm.

18.20.- Cada uno de los componentes de una
estrella doble tiene una masa igual a la del Sol
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y estan separados entre si por una distancia de
una unidad astronémica. Suponiendo que el
movimiento relativo sea circular, ¢cual seré el
periodo de revolucion?

18.21.- Supdngase una estrella doble asimétri-
ca, y sean mg Yy 2mg las masas de sus compo-
nentes (mg es la masa del Sol), que estan
separadas entre si por una distancia de 1 U.A.
(unidad astronémica). Describir el movimiento
del sistema y calcular el periodo de revolucion.

18.22.- Calcular la separacion entre el electron
y el positron en el &tomo de positronio, sabien-
do que la energia del estado fundamental del
mismo es -6.8 eV.

18.23.- Dos deslizadores, cuyas masas respec-
tivas son m y 2m, estan colocados sobre un
carril de aire y unidos entre si mediante un
muelle ligero de longitud natural /, y constante
elastica k. Aproximamos los dos deslizadores
hasta que el muelle se comprime una distancia
D, y enseguida los abandonamos partiendo del
reposo. a) Calcular la frecuencia de las oscila-
ciones del sistema. b) Calcular la energia de
las oscilaciones. ;Como se reparte esa energia
entre los dos deslizadores? c) Determinar la
amplitud de las oscilaciones de cada desliza-
dor, asi como sus respectivas velocidades
maximas.

18.24.- Un carrito de masa M, provisto de
pequefias ruedas, oscila en torno al punto mas
bajo de un carril circular de radio R contenido
en un plano vertical, como se muestra en la
figura (a), con una amplitud 4«R. Sobre un
carril horizontal, colocado justamente debajo
del carril circular, se colocan otros dos carritos
idénticos, de masa m cada uno de ellos, unidos
por un muelle ligero comprimido, de constante
eléstica k, como se muestra en el figura (a). En
el instante en que el carrito M pasa por el
fondo del carril circular, se libera el sistema de
los dos carritos inferiores, que comienzan a
oscilar. EI movimiento subsiguiente esta repre-
sentado, a intervalos de tiempo de cuartos de
periodo, en las figuras (b), (c), (d), y (e).
¢Cuél es el valor de la masa m en funcion de
la masa M?

18.25.- Demostrar que el sistema oscilante
constituido por dos masas idénticas acopladas
mediante un muelle ligero de constante elastica
k es equivalente al que resulta de cortar el
muelle por la mitad de modo que cada una de
las masas oscile independientemente respecto
al centro de masa en el punto medio.

18.26.- Dos deslizadores, cuyas masas respec-
tivas son m, y m,, se encuentran inicialmente

Prob. 18.24

en reposo sobre un carril de aire y estan
interconectados mediante un muelle de cons-
tante eléstica & y longitud natural /,. Repen-
tinamente, se le imprime una velocidad v, al
deslizador m,, en direccion hacia el deslizador
m,. a) Calcular la velocidad de cada deslizador
en el instante en que el muelle vuelva a quedar
relajado. b) Calcular la velocidad del centro de
masa y la frecuencia de las oscilaciones
relativas. ¢) Describir  detalladamente el
movimiento del sistema en cada uno de los
casos siguientes: i) m; = m,/2, ii) m; = m,,
iii) m, = 2m,.

18.27.- Dos bloques, de masas respectivas m y
3m, estan colocados sobre una superficie hori-
zontal lisa, y unidos mediante un muelle de
constante eléstica k£, como se muestra en la
figura adjunta. Se comprime el muelle, despla-
zando la masa m hacia la izquierda una distan-
cia D, manteniéndose la masa 3m en contacto
con la pared vertical; entonces, se abandona el
sistema partiendo del reposo. a) Describir el
movimiento subsiguiente del sistema. b) ¢Has-
ta que punto se desplazara la masa m antes de
que la masa 3m se ponga en movimiento?



540 Lec. 18.- Sistemas de masa variable. El problema de 2-cuerpos.
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¢Cuél serd su velocidad en ese instante?
¢) ¢Cual serd la velocidad del centro de masa
del sistema cuando el bloque 3m deje de estar
en contacto con la pared? d) Determinar la
frecuencia de las oscilaciones. ¢Cudl serd la
amplitud de las oscilaciones relativas? idem
de cada uno de los bloques?

18.28.- A partir de medidas espectroscépicas
se ha determinado la frecuencia de la vibracion
fundamental de la molécula de hidrégeno (H,);
el resultado es v, = 1.3 x 10™ Hz. a) ;/Cual es
la constante elastica efectiva de las fuerzas de
acoplamiento entre los dos atomos de hidroge-
no? b) ¢Es razonable ese valor de la constante
elastica efectiva? Para averiguarlo, supéngase
que deformamos la molécula H, cuya
distancia interatdmica correspondiente al
equilibrio es 0.74611 A, en 0.5 A. El trabajo
realizado sobre la molécula serd suficiente,
probablemente, para romperla. Comparese el
resultado asi obtenido con la energia de enlace
molecular para el H, que es de 104.18
kcal/mol, y expliquese las hip6tesis simplifica-
doras que hemos necesitado hacer.

18.29.- En el andlisis de las lineas espectrales
asociadas con las vibraciones moleculares del
mondxido de carbono (CO) se ha encontrado
una linea, asociada con la vibracién fundamen-
tal, cuya longitud de onda es 4.7 x 10 m (en
el infrarrojo). a) Calcular la constante elastica
efectiva para la molécula de CO. b) Compro-
bar la aceptabilidad del resultado anterior;
utilizar para ello el mismo procedimiento que
en el Problema 18.28. Datos para el CO:
distancia interatomica r, =1.13 A, energia de
enlace molecular (energia de disociacion) Ep =
256.7 kcal/mol, m(**C) = 12 u, m(**0) = 16 u,
1u=1.6605 x 10? kg.

18.30.- De acuerdo con P.M. MoRSE (1929), la
energia potencial de una molécula diatdmica
viene expresada aproximadamente por

E =D[1-e"" "]

donde D y a son dos constantes cuyos valores
pueden determinarse a partir de datos espec-
troscopicos, r es la distancia interatomica y r,
es la distancia interatdmica correspondiente al
equilibrio. a) Estudiar analiticamente la fun-
cion E,(r) y representarla graficamente.
b) ¢Cual es el significado fisico de la constan-
te D? ¢) Expresar la constante elastica efectiva
k en funciéon de a y D. d) La energia de
disociacion de la molécula de CIH es
103.1 kcal/mol y la frecuencia de la vibracion
fundamental de dicha molécula es 8.7 x
10** Hz. Con esos datos, evaluar las constantes
a'y D de la expresion de Morse para el 2CI H.

18.31.- Entre dos atomos idénticos, de masa m,
existe una fuerza atractiva que decrece como
¥’ (fuerza de Van der Waals) y una fuerza
repulsiva que decrece como 77, con [ > 7.
a) Demostrar que la energia potencial interna
de la molécula puede expresarse por

donde 4 y B son constantes. b) Estudiar
analiticamente el comportamiento de la fun-
cion E,(r), significando 2la importancia relati-
va de cada término. Representar graficamente
la funcion E(r). ¢) Demostrar que la separa-
cién de equilibrio entre ambos atomos es

r:nB,,{
° %4

d) Demostrar que la energia de disociacion de
la molécula puede expresarse en la forma

D:nfG A
n )y

y que la constante efectiva es

6nD

2
Ty

k =

¢) Demostrar que la frecuencia de las pequefias
oscilaciones moleculares es

o = 12nD
B 2
mr,





<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.6
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends false
  /DetectCurves 0.1000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams true
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo true
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Remove
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 150
  /ColorImageMinResolutionPolicy /Warning
  /DownsampleColorImages false
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 1200
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 150
  /GrayImageMinResolutionPolicy /Warning
  /DownsampleGrayImages false
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 1200
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages true
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /Warning
  /DownsampleMonoImages false
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth 8
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (None)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName (http://www.color.org)
  /PDFXTrapped /Unknown

  /Description <<
    /FRA <>
    /ENU (Use these settings to create PDF documents with higher image resolution for improved printing quality. The PDF documents can be opened with Acrobat and Reader 5.0 and later.)
    /JPN <FEFF3053306e8a2d5b9a306f30019ad889e350cf5ea6753b50cf3092542b308000200050004400460020658766f830924f5c62103059308b3068304d306b4f7f75283057307e30593002537052376642306e753b8cea3092670059279650306b4fdd306430533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103057305f00200050004400460020658766f8306f0020004100630072006f0062006100740020304a30883073002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d30678868793a3067304d307e30593002>
    /DEU <>
    /PTB <>
    /DAN <>
    /NLD <>
    /SUO <>
    /ITA <>
    /NOR <>
    /SVE <>
    /KOR <FEFFd5a5c0c1b41c0020c778c1c40020d488c9c8c7440020c5bbae300020c704d5740020ace0d574c0c1b3c4c7580020c774bbf8c9c0b97c0020c0acc6a9d558c5ec00200050004400460020bb38c11cb97c0020b9ccb4e4b824ba740020c7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c2edc2dcc624002e0020c7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020b9ccb4e000200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe7f6e521b5efa76840020005000440046002065876863ff0c5c065305542b66f49ad8768456fe50cf52068fa87387ff0c4ee563d09ad8625353708d2891cf30028be5002000500044004600206587686353ef4ee54f7f752800200020004100630072006f00620061007400204e0e002000520065006100640065007200200035002e00300020548c66f49ad87248672c62535f003002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d5b9a5efa7acb76840020005000440046002065874ef65305542b8f039ad876845f7150cf89e367905ea6ff0c4fbf65bc63d066075217537054c18cea3002005000440046002065874ef653ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000520065006100640065007200200035002e0030002053ca66f465b07248672c4f86958b555f3002>
    /ESP <>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [4000 4000]
  /PageSize [595.000 842.000]
>> setpagedevice




