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Oscilaciones libres
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8.2 Oscilador mecénico

8.3 Exponenciales complejos

8.4 Condiciones iniciales

8.5 Oscilador armoénico simple

8.6 Energia de un oscilador arménico
8.7 Oscilador eléctrico

8.1 Introduccion

Muchos fenémenos habituales son periédicos, los latidos del corazén de las personas, el movimiento del péndulo de un
reloj de pared o las vibraciones de una cuerda de guitarra, por ejemplo. A escala microscdpica, los tones de un cristal de
NaCl oscilan alrededor de su posicion de equilibrio, o también los dtomos en una molécula. En los circuitos eléctricos de
una instalacion doméstica, la tension y la corriente varian periddicamente con el tiempo. Tal variedad de fendmenos hace
que el estudio de este tipo de movimiento sea importante.

8.2 Oscilador mecanico

Nuestro interés se centra ahora en el movimiento ligado de una particula en el entorno de una posicion de
equilibrio estable; su energia potencial puede ser mas o menos como la de la figura. 8.1. Focalizamos el
interés en el entorno del punto x = xy en que la funcion U(x) toma un valor minimo; es decir, el punto en
que la fuerza que actua sobre la particula es nula. Una particula colocada con velocidad nula en ese punto,
permaneceria en reposo; es un punto de equilibrio estable. Vamos a estudiar el tipo de movimiento de una
particula en las proximidades de un punto de equilibrio estable, viendo, para iniciarlo, como cualquier
curva de energia potencial U(x) puede aproximarse por una parabola para pequefias separaciones de la
posicion de equilibrio, x = xg
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Fig. 8.1 Energia potencial de una particula con una posicion de equilibrio estable en x = 1

La parabola es de la forma:
U(x) = B +C(x — xo)*

donde B y C son constantes; B es el valor de la energia potencial en la posicion de equilibrio x = x,
U(xo) = B'y como F =—dUldx =—2C(x — xo), C es tal que 2C = k'y |[d*Uldx*,o=2C =k

dx

V) = Ulwo) + %{d‘f } (v —x0) (8.1)

Opcional
Si ya ha estudiado el desarrollo en serie de potencias de una funcion, puede establecer la aproximacion
desarrollando U(x) en serie de Taylor, es decir en torno de x = x,, tenemos

2 3
(x—xp) + 14 lzj (x—x0)2+ 1 d_[}] (x—x0)3+...
2| dx N 6| dx
0 Xo

Ux) = Ulxo) + B_ﬂ

Xo

donde el subindice x, indica: valor de la derivada en x=x,. Si x, corresponde a una posicion de
equilibrio, debe cumplirse que
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Oscilador armonico 2

|:dd_§:i|x0 = F(.XO) =0

donde F(x) sera una fuerza si x es una distancia. Si esta posicion de equilibrio debe corresponder a un
equilibrio estable la energia potencial debe de tener un minimo en x = 0, y por lo tanto

dzl >0
dx?
Xo

0

Si consideramos el caso de pequeiias oscilaciones, o lo que es lo mismo |x — x| << 1, en el desarrollo en
serie podemos despreciar los términos en (x — xo)’ y siguientes, y tendremos

Ux) = Ulxo) + 1[@12(]} (x —xo)? (8.1)
2| ax?

Xo
donde siempre podemos tomar arbitrariamente U(xy) = 0.

En la grafica de la figura 8.2 se ha trazado, en linea discontinua, la parabola que aproxima a la U(x) de la
figura en el entorno de la posicion de equilibrio estable x = 1, se observa claramente que la aproximacion
sera valida sélo si |x — 1| <<1. En la figura 8.3, se ha representado el nivel de energia mecanica de la
particula, £=-0,98 J, en la grafica ampliada de U(x) en el entorno de xy; puede apreciarse que la
parabola se aproxima aceptablemente bien a U(x) en el intervalo de valores de x en el que la particula
podra moverse para este nivel de energia.

0]

04 ——————T e O T T T T T T T T T T

12 | | | | | | | |

02 - - - -\ 1 P e e - -0,90 7 I I I I I I I I

8 I I I I I I I I

0,0 - T T T T 1 -0,92 7 | | | | | | | P

] x(m) N | | | | | | | 2

02 ————-—+ F -~~~ — = — — B vttt ettt e e e

N7 \\\ | | | | | L7 i

04 ——--gT- "\~ """ """ """~~~ ——-—---——--— 0,96 S | | | | | il |

N RN I I I [ |

06 —————+ R o3 e 098 I N\ I I I = T

] ~ - I I W I I

08 ——— e e SO 2 o= -1,00 I I T — I I I

— S = | | | | | I e |

A0 - T 1 ) o

0,4 0 0,4 0,8 1,2 1,6 2 0.6 0,7 038 0.9 1 11 12 13 14
Fig. 8.2 U(x) y la aproximacion parabdlica Fig. 8.3 Nivel de energia y aproximacion parabdlica

Vemos, pues, que pequerios desplazamientos en torno de una posicion de equilibrio estable conducen
siempre, en buena aproximacion, a una energia potencial de la forma parabolica dada por (8.1).
Derivando U(x) obtenemos la fuerza F(x) = — k(x — xo), es decir existe una fuerza restauradora o, lo que es
lo mismo, una fuerza que tiende a llevar la particula hacia la posicion de equilibrio. Como consecuencia
de esta relacion lineal entre la respuesta y la solicitacion, se podra aplicar el principio de superposicion
en el caso de existir varias solicitaciones.

Conceptualmente siempre podemos elegir xo =0y U(xy = 0) = 0 con lo que las expresiones de la fuerza y
de la energia potencial quedan en la forma mas simple:

F(x)=—kx (8.2)
U(x) = Yakx? (8.3)

La forma idealizada mas simple de un movimiento periddico viene
dada por un sistema fisico constituido por una masa sujeta a
extremo de un muelle. Supondremos que la masa del muelle es
despreciable y que todo el sistema estd montado sobre una
superficie horizontal sin rozamiento, de tal manera que la masa m
puede deslizar libremente sobre ella. El muelle, cuando se deja
libre, tiene una longitud natural para la que no ejerce ninguna fuerza
sobre m, es la llamada posicion de equilibrio. Si movemos la masa
estirando o comprimiendo el muelle, éste ejerce una fuerza sobre m
que tiende a devolver, a restaurar, la posicion de equilibrio. Si e
muelle es elastico, es decir obedece la ley de Hooke, la fuerza
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Oscilador armonico 3

restauradora sera lineal y puede escribirse como la ec. (8.2) donde la coordenada x corresponde a la
deformacion del muelle y debe, por lo tanto, medirse desde la posicion de equilibrio. La constante de
proporcionalidad & se denomina constante elastica del muelle. El signo menos aparece porque el vector
fuerza es opuesto en direccion al vector desplazamiento r = xi. En la figura 8.4 se muestra la posicion de
equilibrio (a), una posicion con el muelle comprimido (b) y una tercera con el muelle estirado (c); a la
derecha se han representado los diagramas de las fuerzas que actiian sobre m en las tres situaciones.

Como la superficie horizontal impide el movimiento vertical, no hay aceleracion vertical y por lo tanto
mg + N = 0. Como el movimiento ocurrird segun la direccidon x, no es preciso mantener la notacion
vectorial. La fuerza F' = — kx actuando sobre m hard que tenga una aceleracion que, segln la segunda ley
de Newton, cumplira

—dx=m d*x
dr?
es decir
2
a :%: - %x (8.4.2)

la aceleracion de m es proporcional al desplazamiento y de sentido contrario. Reordenamos (8.4.a) como

2
dx k—o (8.4.b)
di? m

La ecuacion 8.4.b constituye un ejemplo de lo que se denomina ecuacion diferencial, ya que envuelve
derivadas. Las soluciones de esta ecuacion son funciones x(f) que satisfacen dicha ecuacion. Las
funciones del tiempo, x(f), deben ser tales que derivando dos veces debe dar por resultado la misma
funcién multiplicada por — k/m, como se pone de manifiesto en la ecuacion 8.4.a. Funciones seno, coseno
o exponencial del tiempo satisfaran esa condicion. Probemos una funcién de la forma Ae™ para ver si es
solucién de la ecuacion diferencial (8.4.b). Hagamoslo:

Como dx/dt = \x 'y d*x/df* = \’x sustituyendo en la ecuacion 8.4.b

A+ o’ lx=0

en la que hemos hecho k/m = »*. Como x no es nula para cualquier ¢, debe ser nulo el paréntesis, por lo
que A debe ser de la forma imaginaria: A = £wj (j = v/— 1 = unidad imaginaria) y la funcion solucion es de

la forma . .
X = Ale"‘” + Aze"“”

donde A, y 4, son constantes; como la ecuacion diferencial 8.4.b incluye una derivada segunda deben
aparecer dos constantes de integracion que se determinan con las condiciones iniciales.

8.3 Exponenciales complejos

Recordando la expresion de Euler .
& = cosO + jsend

siendo j la unidad imaginaria, se ve facilmente que x se puede escribir también en la forma:
x=AdC O = g

La amplitud compleja 4 =Ae/® contiene las dos constantes de integracion. La funcion A& es
solucién de la ecuacion diferencial 8.4.b del oscilador armonico y su parte real

x = R[4 9] = cos(wr + ¢) (8.5)

es la funcion del oscilador arménico. El complejo x puede interpretarse geométricamente como un vector
rotatorio o fasor, A, de mddulo 4 y argumento ¢, que gira con velocidad angular constante o, figura 8.5.a.
La proyeccion de A sobre el eje real, Acos(w? + ¢), es a la que asignamos sentido fisico. Desde un punto
de vista cinematico es equivalente a imaginar el movimiento armonico simple como proyeccion de un
movimiento circular uniforme sobre un didmetro. La ventaja de la utilizacion de los exponenciales
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complejos sera patente a lo largo del texto, pero veamos ahora la comodidad que ofrece en el calculo de
las derivadas. La derivada de x es

v =jodd "9 = jox
y la derivada de v

a=— ATV =_ o

Vemos que la derivada de una funciéon exponencial compleja se obtiene sin mas que multiplicar la
funciéon exponencial por jo. Multiplicar un complejo por jo significa multiplicar su médulo por ® y
sumar /2 radianes a su argumento. En la figura 8.5.b se muestran los tres complejos x, v y a. Los
complejos permiten tratar y visualizar facilmente los desfases entre posicion, velocidad y aceleracion. Por
supuesto, velocidad y aceleracion del punto material que realiza el movimiento arménico simple, vendran
dadas por las partes reales de v y a, respectivamente

v =R[v] =— odsen(wt + @) (8.6)

a=R[a] =— w*4cos(wt + ¢) 8.7)

8.4 Condiciones iniciales

La funcion del movimiento x(¢) puede escribirse en funcion de las condiciones iniciales del movimiento,
posicion x(0) y velocidad v(0), en lugar de en funcién de amplitud y fase, como en la ecuacion 8.5.
Haciendo en ésta ¢ =0,

x(0) = Acos (8.83)
Haciendo ¢ = 0 en la ecuacion 8.6 de la velocidad tenemos

v(0) = — mAsen (8.9)
como

x(f) = Acos(wt + @) = Acosp cosw? — Asenp senw?

se puede escribir

x(t) = x(0)coswt + YO senor (8.10)
()

A partir de las ecuaciones 8.8 y 8.9 que relacionan amplitud y fase con x(0) y v(0), podemos obtener 4 y
¢ a partir de esas condiciones iniciales. Resolviendo, obtenemos

¢ = arctg (8.11)

4 W0)/o @x(0)

o .
*(0) a= 20+ (8.12)
(O]

fig. 8.6 Triangulo nemotécnico

El tridngulo de la figura 8.6 permitira recordar estas expresiones con facilidad
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EJErcicio 8.1 oottt et et b ettt e bt e e bt s bt e ebeesbaeearee s
La posicion de una particula viene dada por x(r) = Acosot, donde 4 =4,0my 0 =2,0 5"
a) halle la frecuencia y el periodo del movimiento
b) halle las expresiones de la velocidad y la aceleracion de la particula en funcion del tiempo
c) obtenga la velocidad y la aceleracion en el instante inicial, asi como sus valores maximos.
R:
a)f=1/n=0,32Hz; T=3,1 s b) v(t) = — 8,0sen2t ; a(f) = — 16cos2t
¢) (0) = 0 m/s; a(0) = — 16 M/5%; Vypay = 8 T/S; Ay = 16 m/s°

EJErcicio 8.2 oottt ettt e ettt e st e e sat e e s abeennteesnbeennteas
La figura 8.7 muestra la grafica de la fuerza que actia sobre una particula de masa m = 0,40 kg, en funcién de la
posicion; en x <0, la fuerza es constante, F' =25 N.

FIN

x/m

(S}

Fig. 8.7

Represente la grafica de la energia potencial U(x) asociada a esta fuerza. Tome U(1) = 0.
Si la particula posee una velocidad de 3,0 m/s hacia la derecha al pasar por x = 1,0 m, ;qué tipo de movimiento
describe?

8.5 Oscilador arménico simple

Resumiendo lo visto hasta ahora, y por extension, podemos decir que se llama oscilador armonico simple
a cualquier sistema fisico que pueda describirse mediante una sola magnitud, ¥ (psi), que obedezca una
ley del tipo
d*¥
dr®

+o’¥=0 (8.13)

La magnitud ¥ varia en torno de un valor que corresponde al equilibrio del sistema. El desplazamiento,
respecto de su valor de equilibrio, tiene una dependencia temporal del tipo

Y(¢) = Acos(wt + @) (8.14)

en donde ya se ha tomado el origen en el valor medio de ¥ alrededor del cual oscila el sistema. En esta

expresion A, ® y ¢ son tres constantes y el tiempo, ¢, es la variable. 4 es una constante positiva

denominada amplitud; o es la frecuencia angular o pulsacion, que caracteriza la periodicidad temporal del

fendmeno y viene medida en rad/s.

Todos los osciladores armonicos tienen las siguientes caracteristicas:

* 1) La amplitud 4 es constante; esto es lo que indicamos diciendo que la oscilacion es simple.

» i) La frecuencia y, por lo tanto el periodo, es independiente de la amplitud. Oscilaciones grandes y
pequeiias tienen el mismo periodo, (isocronismo).

» iii) La dependencia temporal de la cantidad que oscila puede escribirse como una funcion sinusoidal
de una frecuencia unica, la oscilacion es armonica.

8.6 Energia de un oscilador arménico

En el tema de trabajo y energia potencial considerabamos el caso de una masa unida a un muelle eléstico
lineal, o sea sometida a fuerza del tipo: F = — kxi, donde x indica la deformacion del muelle

W=-AU= j_kxi.dr:—%[xz -xg]

Ty
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Oscilador armonico 6

Tomando como referencia x, = 0, es decir la posicion en la que el muelle esta sin deformar:
Ux) = kx*/2 (5.6)

El cuerpo estd en un pozo de potencial originado por el muelle. Todo oscilador armonico simple esta
caracterizado por un pozo de potencial parabdlico. Es decir, la energia potencial es proporcional al
cuadrado del desplazamiento respecto al equilibrio.

En ausencia de rozamiento, la energia mecéanica es una magnitud que se conserva. Esto es, la suma de las
energias cinética y potencial permanece constante cuando el cuerpo realiza un movimiento armdnico
simple. Dicho de otra forma, el trabajo hecho por el muelle cuando el cuerpo se mueve de una posicion x;
a otra x; es igual a la variacion de energia cinética

- AU(X) = AEk

U

A A
Fig. 8.8 Variacion de la energia potencial con la posicion

y COmo X y X, son arbitrarios podemos escribir
E = Yakx* + Ysmv* = constante (8.15)

Si las condiciones iniciales consisten en dar un desplazamiento inicial x(0) = 4, soltando el oscilador
desde el reposo, v(0) = 0, la energia potencial U(f) sera, en ¢t =0

U(t = 0)= Yakd*

Esta energia potencial inicial es igual a la energia total, £, del sistema. Para x = 0 la velocidad tiene sus
valores extremos =+ vy, = + 04, y

Ek,max = 1/2’7/”/'2max = I/ZkA2

que expresa que el valor de la energia en la posicion de equilibrio, en la que toda la energia es cinética, es
igual al valor de la energia en la elongacion maxima, en la que toda es potencial.

La energia mecanica de una particula de masa m que realiza un movimiento armonico simple también
puede expresarse en la forma

E = Yamo*4* (8.16)

la energia mecanica es proporcional al cuadrado de la amplitud del movimiento. La suma de la energia
potencial U(f) y de la energia cinética E\(f) es una constante, pero cada uno de los sumandos es una
funcion del tiempo.

Energia

Ex

A A

Fig. 8.9 Energia total, E, energia potencial U(x) y energia cinética Ex(x) como funciones de la posicion

El promedio temporal de la energia potencial <U(#)> es

<U(ty> = YVok<x™>
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Oscilador armonico 7

sustituyendo x(f) por Acos(w? + @)

<U(1)> = Ysk<(Acos(wt + 9))>> = YVskA*<cos* (ot + ¢)>

E
]
= E
= k
(5}
=
o
U

tiempo

Fig. 8.10 Energia total, E, energia potencial U(t) y energia cinética E(t) como funciones del tiempo

El promedio temporal de la energia cinética <E\(¢)> es
<E(t)> = Vom<v*>
sustituyendo m por k/®” y v(f) por — oAsen(ot + @), se obtiene
<E(t)> = (Vok/o*)<( oAsen(ot + ))*> = YrkA’<sen* (ot + ¢)>

Como sen*(wf + @) y cos’(wf + @) son de la misma forma, salvo un desplazamiento de 7/4, su valor
promedio es el mismo e igual a %4 ya que sen’(wf + @) + cos*(of + ¢) = 1. Tenemos entonces

<U(1)> = <Ey(1)> =VakA* = Vimw’4* = LiE (8.17)
La energia esta repartida por igual entre cinética y potencial, en valor promedio temporal.
B erciCio 8.3 ettt ettt h et et ea e e bt e bt enbean

Una masa oscila sujeta a un muelle eléstico:
a) ;qué fraccion de su energia total esta en forma de energia cinética cuando el desplazamiento es la mitad de su

amplitud?

b) (para qué desplazamiento son iguales sus energias cinética y potencial?
R: a) Ec= (3/4) E; b) x =+ (72/2)4

Ejemplo 8.1

Describa el movimiento de la particula del ejemplo 6.4, en el caso del apartado b), ahora lo mas cuantitativamente
que pueda.

Solucion
La particula tiene un movimiento oscilatorio en torno de la posiciéon de equilibrio x = 1 m. Podemos aproximar esta
oscilacion por un movimiento armoénico simple de amplitud 4 = 1 — 0,5 = 0,5 m; si se considera U(xcquiiibrio) = 0, como
es usual para describir este movimiento, entonces
. 2 2 2
Energia = E — E.quiibrio ~ — 1,2 — (= 1,6) = 0,4 J = 12kA" = omw’A
de donde ® = 1,3 rad/s y la ecuacion de movimiento seria:

x—1m= (0,5 m)cos[(1,3rad/s)t + 7]

Se ha incluido una fase inicial ¢ = m al tomar como ¢ = 0 el instante en que la particula esta en x = 0,5 m
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Ejemplo 8.2
En la figura 8.11 se muestra la fuerza F(x) que actia sobre una particula de masa m

F(N)

10 20
-1
Fig. 8.11

a) trace la grafica de la energia potencial U(x) de la particula suponiendo U(0) =0

La particula tiene una energia mecanica £ =—20 mJ y en el instante = 0 s en que iniciamos su observacion esta en
x= 6,0 cm, moviéndose a v(0) = 0,2 i ms™

b.1) calcule U(t=0) y E(t=0)

b.2) escriba la ecuacion del movimiento x(¢)

Se superpone la accion de una fuerza uniforme F = 0,10i N

c.1) trace la gréafica de la fuerza resultante que actia sobre la particula

c.2) ;tiene sentido hablar de la energia potencial asociada a la fuerza resultante?. Si lo tiene, represéntela

c.3) ¢en qué posicion la particula podria estar en equilibrio?

Solucion
a) La grafica de la fuerza F(x) es una recta de pendiente — 10 N/m y de ordenada en el origen F(x = 0) = 1 N, su
ecuacion es pues: F'=(— 10 N/m)x + 1 N. La energia potencial de la particula sobre la que actiia esta fuerza serd

0 0 ) Und)
Ux) — U(0) = Ux) = J.F(x)dx == j(—10x+1)dx =5 x o

x X A(xlO'zm\
La U(x) corresponde a la ecuacion de una pardbola cuya grafica se O PUR UL A
muestra en la figura 8.12 -10 7
b.1) La energia mecanica de la particula es una magnitud que se conserva (]
ya que la fuerza es conservativa. En el instante en que se inicia la 4
observacion, ¢t = 0 s, la particula estd en x = 0,06 m con una energia |
potencial

U(t = 0) =U(x = 0,06) = — 0,042 J fig. 8.12

moviéndose a v(0) = 0,2i m/s y como la energia mecanica se conserva E = U(x) + Ey(x)
- 0,02 =-0,042 + E(x = 0,06)
el valor de la energia cinética es
Ey(t=0) = Ex(x=0,06)=0,022J
de donde podemos calcular la masa de la particula
m=2EM"=1,1kg

b.2) Si la particula tiene una energia mecanica £ = — 0,02 J su movimiento esta acotado entre: 2 cm <x < 18 cm como
se puede apreciar en la figura 8.13, ya que fuera de este intervalo la energia cinética deberia ser negativa, cosa
imposible. Estos valores se pueden obtener también considerando que en las posiciones extremas toda la energia esta
en forma de energia potencial y por lo tanto: —0,02 = 5x*2 —x*, las raices de esta ecuacion de segundo grado
corresponden a los valores extremos ya apreciados en la figura.

10 - U(mJ)
0 x(x107m)
b

410 7]
207

fig. 8.13
Como la energia potencial es una pardbola, el movimiento de la particula es armonico simple en torno de la posicion

de equilibrio x =0,1 m; como F=-10x+ 1, la constante eldstica vale k=10 N/m y la frecuencia angular del
movimiento sera
o = (k/m)"* =3 rad/s

La amplitud del movimiento se obtiene de la diferencia entre las posiciones extremas o por inspeccion de la grafica:
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24 = (18 —2)x10” m, de donde 4 = 0,08 m
La ecuacion del movimiento con lo que hemos determinado hasta ahora es de la forma
x—0,1 m = (0,08 m)cos[(3rad/s)t + ¢]
como x(¢ = 0) = 0,06 m, debe ser ¢ = arccos(4/8) = £ 1 rad; como v(¢ = 0) =+ 0,2 m/s, debe ser ¢ =— 1 rad; asi:
x—0,1 m= (0,08 m)cos[(3rad/s)t — 1]
c.1) La superposicion de una fuerza aplicada constante supone simplemente una traslacion de la fuerza anterior
F'=—10x+1+0,1=—10x+ 1,1
F(N)

F(N) HFE

x(cm)

x(cm)

10 10 x(cm)
1 -1 -1

fig. 8.14 Fuerza resultante de la superposicion

c.2) Como la nueva fuerza aplicada es constante, también es conservativa; tal que la energia potencial asociada a la
fuerza F"' es:
U'(x)=5x"—1,1x

que corresponde también a la ecuacion de una parabola
c.3) La nueva posicion de equilibrio esta en x = 11 cm que corresponde a la posicion en que la fuerza es nula.

Ejemplo 8.3

Se tiene un sistema formado por una particula de masa m y dos muelles elasticos de masa
despreciable y longitudes naturales /; y /, tales que /; + [, < d 'y constantes elasticas k; y k,. El
movimiento de la particula estd restringido al eje Ox sobre la superficie horizontal lisa, tal
como muestra la figura 8.15

a) halle la expresion de la fuerza F(x) que actia sobre la particula

b) obtenga la funcion energia potencial U(x) y compruebe la relacion entre ambas

¢) determine la posicion de equilibrio y discuta su estabilidad

d) dé una expresion de la energia potencial en funcion del desplazamiento Ax respecto de la
posicion de equilibrio

Para la siguiente aplicacion numérica: m =10 g, d = 100 mm, /; =/, =40 mm y k; = k, = 100 N/m

e) calcule el trabajo que debe realizarse para desplazar la particula 10 mm hacia la izquierda desde la posicion de
equilibrio

f) si desde la posicion alcanzada en el apartado anterior se suelta la particula, =0, escriba la ecuaciéon de su
movimiento

Solucion _ ___________ d
A)Avy=x—1 ,A0=(d-x)— L, =>Fx)=—ki(x— 1)) + ko((d —x) - 1)

b) U(x) = Yok (x — 1)* + Yaky((d — x) — 1)’
dUldx = [ki(x — ) + kao((d — x) — L)(= 1)] = - F(x) *

¢) F(x*) = 0— — ky(x* — ) + kao((d — x*) — ) = 0—x* = (ki [y + ko(d — b))/ (ky + ko)
d*Uldx* = ky + ky > 0— x* = posicion de equilibrio estable

d) Ux) = Ux*) + U (x*) Ax + BU (x*) A + ... —U(Ax) = U(x) — Ux*) = Yk, + k) Ax*

e) W=—-AU(Ax) =— (2x 102)(ﬂz10><10’3)2 =-2,0x107J, se ha incluido el signo + para indicar que es indiferente que
el desplazamiento sea hacia la izquierda o hacia la derecha de la posicion de equilibrio

0) kequivatente = [ U/, - o+ = k1 + ky = 2k = 200 N/m, o” = k/m = 200/10x10” = 2,0x10°, © = 1,4x10” rad/s
A=|Ax| =10 mm

x(f) = x* + Acos(wt + ¢), x(0) =x* — 4—cosp=—1,0=-7

x* = (kily + ko(d — D))k + k) = (kaly + ka(d = 1)/(ky + ) = d/2 = 50 mm

x(¢) = 50 mm + (10 mm)cos((1,4x10? rad/s)¢ — w) = 50 mm — (10 mm)cos((1,4x10° rad/s)?)
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8.7 Oscilador eléctrico

Al iniciar el tema se ha escrito que cualquier sistema fisico que obedezca una ley del tipo expresado por la
ecuacion diferencial 8.3 se llama oscilador armoénico simple. Inicialmente, se ha tratado con un sistema
mecanico idealizado en el que la variable ®(¢) representaba la posicion, x(f), de una particula de masa m
unida a un resorte lineal, de médulo elastico k& y masa despreciable.

Un sistema eléctrico formado por una bobina de resistencia despreciable y coeficiente de autoinduccion L,
conectada a las placas de un condensador de capacidad C, como se muestra en la figura 8.17, constituye
un sistema que oscila armoénicamente. En cualquier instante, la diferencia de potencial entre las placas del
condensador es ¢(#)/C. En la bobina

V=—1L ﬂ =_7 d_zq :: L
d[ dtz q
tension que, segun la ley de Kirchoff, iguala a la del condensador e 8 17
ig. 8.
2
A Ly (8.18)
a* C
del tipo de la ecuacion 8.13 siempre que
o= (8.19)
LC '

En el movimiento de las cargas eléctricas, el coeficiente de autoinduccion representa el papel de una
inercia, mientras que 1/C el de una rigidez que se opone a la acumulacion de las cargas en las armaduras
del condensador. La solucion de la ecuacion 8.18 es de la forma

q(?) = gocos(ot + ¢)

En el oscilador eléctrico suele ser practico trabajar con la corriente eléctrica i(¢), o rapidez de variacion de
la carga del condensador con el tiempo

i(t) = — ogesen(wt + @) = igcos(wt + ¢ + 1/2)

La energia del sistema permanece constante y solamente se intercambia entre dos formas: energia
almacenada en forma de campo magnético en la bobina y energia almacenada en forma de campo
eléctrico en el condensador

1
— L +L q2 = constante
2 2C

La energia almacenada en forma de campo eléctrico en el condensador es analoga a la almacenada en

forma de energia potencial en el resorte de un oscilador mecéanico; la energia almacenada en forma de
campo magnético en la bobina es analoga a la energia cinética.
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9 Oscilaciones libres amortiguadas
9.1 Oscilador amortiguado
9.2 Amortiguamiento débil
9.3 Casos sobreamortiguado y critico

9.3.1 Caso sobreamortiguado

9.3.2 Amortiguamiento critico
9.4 Energia de un oscilador débilmente amortiguado
9.5 Circuito RLC

En un oscilador arménico simple, la particula oscilaria indefinidamente. En cualquier situacion real se observa que la
amplitud decrece con el tiempo, es decir siempre existen fenémenos irreversibles (rozamiento, resistencia, ...) que disipan
una cantidad de energia del oscilador, amortiguando la oscilacion. Estos fendmenos son, generalmente, de interpretacion
complicada y varia segiin el sistema objeto de estudio. La forma mds simple de traducirlos es, en un oscilador mecdnico,
mediante [a introduccién de una fuerza de rozamiento viscoso, o sea una fuerza proporcional a la velocidad de
desplazamiento F = — bv. En un oscilador eléctrico, circuito LC, la carga del condensador oscilaria indefinidamente, pero
siempre existen fendmenos irreversibles, como resistencia 6hmica, radiacion electromagnética, que disipan una cantidad de
energia del oscilador, amortiguando la oscilacion. Como modelo mds simple, la pérdida de energia se realiza a través de la
resistencia del circuito, que la traducimos mediante la introduccion de la resistencia 6hmica del circuito en la que se
produce una caida de potencial igual a R, magnitud andloga a la fuerza viscosa bv.

9.1 Oscilador amortiguado

La ecuacion diferencial tipo es, ahora, de la forma:

Oscilador mecanico Oscilador eléctrico
d’x  dx d*q dg 1
m—+b—+kx=0 9.1 —+R—+—¢g=0 9.2
> dt ©-1) dr? a ¢! ©-2)

ecuacion diferencial lineal, lo que permite un estudio matematico relativamente sencillo.

RI
—>
Ld[/df: q/C

Fig 9.1 Sistemas andlogos, osciladores mecanico y eléctrico

Dividiendo ambos miembros de la ecuacion 9.1 por m

2
d’x b k|

=0
dt? mdt m
hacemos los cambios:
bim=1/t 9.3)
kim = oy’ (9.4)

donde t es una constante que tiene dimensiones de tiempo y ®, corresponde a la frecuencia propia o
frecuencia que tendria el oscilador en ausencia de amortiguamiento. Fijémonos que el producto wyt es
adimensional; jugara un papel importante, como veremos mas adelante. Con el cambio se tiene

2
dix ldx, =0 (9.5)
datt ot dt

que sustituye a la ecuacion diferencial del oscilador arménico cuando existe un fendmeno de disipacion
de energia caracterizado por la constante t. Escrita esta ecuacion asi, describe el comportamiento de
cualquier oscilador de la clase que sea, dependiendo de lo que represente x, distancia angulo, tension,
carga eléctrica, ... ; para cualquier clase podremos definir ®, y t. En el circuito serie RLC, ecuacién 9.2,
dividiendo ambos miembros por L, hariamos t = L/R y 02 =1/LC
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Anteriormente hemos visto que una funcion de la forma Ae™ era solucién de la ecuacion diferencial del
oscilador arménico, encontrando que A =+wj de tal manera que la funcion 4¢/ *® era solucion de la
ecuacion diferencial del oscilador arménico y su parte real

R[4 D] = Acos(ot + @)
era la funcion del oscilador armonico. Como la ecuacion diferencial que tenemos ahora es también lineal,
podemos repetir el procedimiento de ensayar una funcién de la forma Ae™ como solucién de la ecuacion
9.5. Sustituyendo las derivadas dx/dt = Ax y d°x/df* = \*x en la ecuacion 9.5

A+ Mt + o x=0
Como x no es nula para cualquier #, debe ser nulo el término entre paréntesis
M+ Mt oy =0 (9.6)

Esta ecuacion proporciona dos soluciones independientes, salvo en el caso en que tenga una raiz doble:

Ae =—(1/27) £ [(1/47%) — 0y 1"* (9.7y9.8)

Podemos considerar tres casos separadamente, segun que el término (1/41%) — @)’ sea positivo, negativo o
nulo, dependiendo de los valores de g y 1/21.

9.2 Amortiguamiento débil, [(1/47°) — m,” < 0 y wot >> 0,5]

Empezamos considerando el caso en que dicho término sea negativo, para ello debe ser m,> 1/27,
introducimos la cantidad o, que tiene dimensiones de frecuencia y tal que

o =0, — 1/47° (9.9)
Asi las raices de la ecuacion 9.6 se pueden escribir en la forma A. =—(1/21) £ wj, y la solucion de la
ecuacion 9.5 es:
x(#) = Aexp[(— (1/21) = wj){]
x(f) = R {dexp[(— (1/27) + wj)f]} = Ade "R {Aexp[( £ wj){]} = Ade "*“coswt

Como no hemos precisado el origen de tiempos una solucion mas general sera

[x(1) = de ™ cos(wt + @) ] (9.10)

de esta manera la funciéon solucion depende de dos constantes 4 y @y a determinar imponiendo las
condiciones iniciales que satisface el oscilador. Esta ecuacion se puede escribir igualmente como

x =" (4,coswt + Arsenwr) (9.11)
Las constantes de integracion 4, y 4, se determinan con las condiciones inicial es del movimiento. Asi,
en funcién de la posicion inicial x(0) y de la velocidad inicial, (dx/df),- o = v(0), la solucion (9.11) debera
cumplir
x(0)=4,
v(0) =—x(0)21 + 04,

Substituyendo los valores de 4; y 4, en la ecuacion (9.11) se tiene:

o)

x(f)=¢e"* (x(O)cosmt + [v(O) + @j &"”J 9.12)
T
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0,57
® t(s) 14

-0,5 1 t(s)

fig9.2a fig9.2.b
Las figuras 9.2 corresponden al mismo oscilador de ®y=2rad/s y 1=0,5s, pero con condiciones iniciales

diferentes. En las figura 9.2.a: x(0) = -2y v(0) =0y en la 9.2.b x(0) = — 2 y v(0) = 10 en unidades arbitrarias

Como estamos considerando el caso w,t>> 0,5, podemos dar otra expresion de o, introduciendo el
nimero adimensional Q = wyt que depende Ginicamente de los parametros fisicos que definen el oscilador.
Recibe el nombre de factor de calidad del oscilador y posteriormente veremos su interés, asi como una
definicion general.

0=yl — /4w, " = wy(1 - 1/40%)"* = wy(1 — 1/80%) 9.13)

que para Q >> 1, se puede tomar o aproximadamente igual a ®,

1 30% 1

€
05 122 25% 1
20%
0,6
( 15% |
04
( 10%
0,2 5% A
)T ot
0 ‘ — : 0% ‘ ‘ ‘

0 0,5 1 1,5 2 25 3 35 4 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4
fig 9.3.a w/wg en funcion de wyt fig 9.3.b error: (o — wp)/wy en funcion de wyt
En la tabla 9.1 podemos ver el error que se comete al tomar ® = ®,, seglin el valor de wyt.

Tabla 9.1 Aw/wyen % en funcion de wgt

(T Error %
2 3
5 0,5
10 0,13
25 0,02

Si no existiera el término ¢”** la solucion seria un oscilador arménico de frecuencia ®, menor que la
frecuencia ®, de la oscilacion no amortiguada. Es decir, el rozamiento retarda el movimiento. La solucion
representa una oscilacion de periodo T = 2w/w; la consecuencia mas importante del amortiguamiento esta
en que la amplitud decrece exponencialmente con el tiempo

A(f) = 4(0)e™™ (9.14)
con una constante de tiempo igual a 21. En un periodo la amplitud decrece en un factor

A(t+T) _ T2t

A1)
tomando logaritmos tenemos
In_A0 AT _5 (9.15)
At+T) |21
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Este logaritmo de la relacion entre la amplitud en un instante y la amplitud después de un periodo, recibe
el nombre de decremento logaritmico. Su medida en una grafica de la oscilacion permite el calculo del
tiempo de relajacion del oscilador. Para que la medida sea mas precisa es mejor comparar las amplitudes
para un nimero mayor de periodos; para n periodos

R ()
na_lnA(tJrnT)

Calculemos, por ejemplo, el tiempo #*, que tardaria un oscilador en reducir su amplitud a un 2 % de su
valor inicial, seria

t*=21In(100/2) = 7,8t
y el nimero de oscilaciones que realizaria en ese tiempo seria
t*/T =21 In50 (0/2m) = 1,210

Si fuera, 1/21 = 0,10, 0 lo que es equivalente Q = 5, el nimero de oscilaciones seria aproximadamente
seis.

» «
0 T T T T T 1
1 2 3 4 5 ys) 6 0.8 -
©=0,125 ©=0,125
-1 1 w0t =025 0t =025
t(s)
1 2 3 4 5 6
5] 02
X
X 1.8
R 9
0 : : : .
1 2 3 4 5 6
©=0.25 081 ©=025
. @7=0,5 @t =0,5
1('s)
2 004 1 2 3 4 5 6
27 X
2,4
1
t(s)
0 : : . 14
1 2 3 4 5 6 =05
1 =05 =1
=1 047 i(s)
27 1 M 4 5 6
0,6

fig 9.6 Las grdficas de la columna de la izquierda corresponden a los tres tipos posibles de solucion de la ecuacion
caracteristica obtenidas variando sélo el tiempo de relajacion. En la columna de la derecha se han variado
solamente las condiciones iniciales respecto a las de la izquierda.
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157 ©=20rad/s 151 ot=5

1 A T=025s 1 A ©=025s
©01=05 ©=20rad/s
0,5 I\ 054 m
0 (\Vf\ — - . : 0 (\Vf\ — - . .
VVI 2 3 4 sy S UV] 2 3 4 sy S

®=20 rad/s T=05s
0.7 1 ® =10rad/s
t=05s =
021 N\
1 2 3

1(s)

®t=5
® =20 rad/s 14 t=1s
T=1s w Srad/s

UW\ ﬂ\;uf\;r\vavnv%w \/ A

#(s)

fig 9.7 Las grdficas de la columna de la izquierda corresponden a tres tipos posibles de oscilaciones obtenidas
variando solo el tiempo de relajacion. En la columna de la derecha se varian Ty © manteniendo constante su
producto.

9.3 Casos sobreamortiguado y critico

9.3.1 Caso sobreamortiguado
En este caso (1/41%) — 0y> > 0 y por lo tanto A, y A. son raices reales, con lo que la forma exponencial de la
solucion es real para ambas raices. Introduciendo la cantidad

B =(1/47" — o)) *< 1/21

escribimos para A,
o (B 120

y para A
o120

tanto B+ 1/2t como — f§ + 1/21 son positivos y por lo tanto ambos exponenciales son decrecientes. La
solucion general de la ecuacion diferencial del movimiento serd combinacion lineal de las dos soluciones
halladas

= Ao BH1200 | o~ B+ 1m0 (9.16)

donde 4 y B son constantes a determinar con las condiciones iniciales. El sistema no oscila, vuelve a la

posicion de equilibrio sin sobrepasarla. Vea las dos graficas de la primera fila en la figura 9.6

9.3.2 Amortiguamiento critico

En este caso A.=—(1/27) corresponden a una raiz real doble. No trataremos un método general de
solucion sino que tomaremos la solucion general de la oscilacion amortiguada, ecuacion 9.12, teniendo en
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cuenta que este tercer caso podemos tomarlo como limite de la oscilaciéon amortiguada cuando o tiende a
cero. Asi tomando, en la ecuacion 9.12, los limites:

senw?

limcoswt—>1 y lim ———>1
o—>0 o—->0 ot
tenemos
x(f) = [x(O) + [V(O) + @H 9.17)
T

de la forma e”*"[4 + Br], pero en donde las constantes de integracion A y B estan escritas, ya, en funcion
de las condiciones iniciales. Vea las dos graficas de la segunda fila en la figura 9.6.

Tabla 9.2 Tres tipos de solucion, resumen

(T ® x(%)

>0,5 | Oscilacion amortiguada o=yl - 1/40)0212)” 2] Ae 2Icos((x)t + Qo) (9.10)

>>1 | Oscilacion débilmente amortiguada N Ae " cos(wot + @)

<0,5 | Sobreamortiguamiento No oscila Ae B 1200 pe-(-B+ 121) (9.16)

=0,5 | Amortiguamiento critico No oscila >[4 + Bf] 9.17)
Ejemplo 9.1

Un acelerémetro, constituido por un sistema masa-muelle, se fija a un vehiculo en la direcciéon de su movimiento,
figura 9.8.a.

LI -

Fig. 9.8.a

a) Si el vehiculo avanza con una aceleracion constante a, demostrar que la deformacion, x, del muelle es proporcional
a la aceleracion. Determine la constante de proporcionalidad en funcion de los parametros del sistema.

ANAWA:

Fig. 9.8.b
b) En un instante dado, ¢ = 0, el vehiculo desacelera bruscamente desde a hasta 0 m-s”. La masa realiza entonces un
movimiento x(f), que queda registrado en la grafica de la figura 9.8.b. Determine numéricamente el periodo propio
del acelerometro y el tiempo de relajacion, t, del sistema.

x(cm)

Solucion
a) Si el vehiculo mantiene una cierta aceleracion constante, es de esperar que la masa del acelerometro tenga dicha
aceleracion después de haber transcurrido cierto tiempo. Pero la Ginica fuerza horizontal que actia sobre esta masa es
la fuerza, F,, que ejerce el muelle, puesto que al moverse a la misma velocidad que el vehiculo las fuerzas viscosas
son nulas. Por lo tanto

Fon=ma

Ahora bien, si el comportamiento del muelle cumple la ley de Hooke, el muelle se deformara proporcionalmente a la
fuerza, por lo que F,, = — kx, siendo x el desplazamiento de la masa respecto a su punto de equilibrio. Por lo tanto:

ma=F,=—kx

de donde
a=—(kim)x
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La constante de proporcionalidad es — k/m, donde el signo menos indica que cuando el vehiculo acelera en una
direccion, la masa se desplaza en sentido contrario.

b) Segun podemos estimar en la figura, para realizar cuatro oscilaciones completas necesita un tiempo de 10 s, por lo
que el periodo es

T=10/4=25s
y la frecuencia angular o pulsacion
o =2n/T=2,5rad/s
En 37=17,6 s, la amplitud ha pasado de ser igual a 3 cm a ser igual a 1,2 cm, por lo que

38 =1n(3/1,2)

y de la ecuacion 9.14 se obtiene el tiempo de relajacion t
T
=55 7,6/2In(3/1,2) =4 s

Dado que la amortiguacion no es muy importante [®yt > ot = 10], la frecuencia o calculada coincide, en buena
aproximacion, con la frecuencia propia del oscilador, m,

Ejemplo 9.2

Sea un circuito RLC serie, con parametros: R = 1,20 Q, L =1,00 mH y C = 2,00 uF.

a) compruebe que el circuito es oscilante.

b) determine la frecuencia angular de oscilacion.

c) calcule el tiempo necesario para que la amplitud de la oscilacion de la carga en C se reduzca a la mitad.
d) calcule el valor critico de la resistencia, R¢, que haria que el circuito fuera no oscilante.

Soluciéon

a) La condicion para que el circuito sea oscilante es que ot > 0,5, o en funcién de los parametros del circuito:
(1/LCYA(L/R) > 0,5, 0 (L/C)"*(1/R) > 0,5. Para los valores dados: (L/C)"*(1/R) = 19>0,5 = oscila

b) La frecuencia propia vale: w,=1/(LC)=22,4rad/s, y el tiempo de relajacion: t=L/R=0,83 ms, por tanto
oot = (L/C)"*/R = 18,6 >> ' y podemos tomar o ~ ey

¢) La carga oscila segin: g(r) = goe"*"cos(ot + ¢p), por tanto la amplitud de la carga decrece exponencialmente con el
tiempo : go(1) = go(0)e™"** = £* = (20)In(g(0)/qo(t*)) = 2-0,83-In2 = 1,16 ms

d) La condicion para el caso critico es que @yt =0,5 0 (LIOV*1/R)=0,5 luego: Rc = 2ALIC) =450

9.4 Energia de un oscilador débilmente amortiguado

En el oscilador armonico la energia es una magnitud que se conserva; en un oscilador amortiguado la
fuerza viscosa produce una degradacion de la energia. La potencia disipada sera

E
P= _py=_py
dt
Tomemos el caso de un oscilador mecanico
2
E _ - m 2 p
dt m 2 T
en valor medio para un ciclo
<d_E> - 2 g (9.18)
dt T

Si el sistema es tal que Q >> 1, el amortiguamiento es pequefio y podemos tomar el movimiento como

armonico simple durante unos cuantos ciclos. Entonces, al igual que en un oscilador arménico, podemos
tomar 2<E,> = <E>, y por tanto

«E) __ 1

dt T

<E>
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e integrando
<E>=<E>e " 9.19)

Para fijar ideas de la aproximacion realizada, consideremos de nuevo la energia mecanica de la particula
como suma de las energias cinética y potencial; en este orden de aproximacion ® = m,

E = E, + U= Y%m/* +Vsmo’x>

12

derivando respecto al tiempo x(¢) = 4ge” ““‘cos(wt + @), elevando al cuadrado y sustituyendo, se obtiene

para la energia cinética

1
Ei(1) =VamAyPe™ { 7 cos’ (0t + @) + w’sen’(wr + @) + %senZ(mt + (p)}

2

Elevando x al cuadrado y sustituyendo en la expresion de la energia potencial, se obtiene:
U(1) =Vamo* Ay’ "cos* (ot + ¢)

Sumando las expresiones de ambas energias

1 1
E(@)= 1/zma)zA()26:'m{(4—Q2c0sz(mt + @) + sen’(of + @) + EsenZ(mt + (p)) + cos’(wf + (p)}

En la figura 9.9 se muestran las graficas de las energias potencial, cinética y mecanica de dos osciladores
con t = 1s. En E(¢) se puede observar un decrecimiento exponencial al que se superpone un cierto rizado.

257 350 1
2 2
2U/mA o w04 | 2vmdo
20
250
157 200 A
104 150
100
] N ANAAAAA
0 : / > : : - : . . 0 T T f T T T T T 1
o 05 1 15 2 25 3 35 4 45 o e 1 o225 3 38 4 4
20 - 2Ewmdo’ 400 5 2ExmAo’
350 1
15 300
250 1
10 200
150 1
51 100
| TN
0 ; ; ; ; ‘ ‘ 0 ; VWANAAAAA ‘
o 05 1 5 2 25 3 35 4 45 005 1 L5225 3 35 4 45
30 400 1 2E/mA uz
2
2E/mA o
350
25
300
20 250
157 200
150
10
100 -
5 504
0 . . . . . ; ; : ] 0 T T T T T T T T |
0 0,5 1 1.5 2 25 3 35 4 45 0 05 1 1,5 2 2,5 3 35 4 4,5

Fig. 9.9 Energias potencial, cinética y mecdnica de dos osciladores con t = 1s; la columna
de la izquierda con ® = 5 rad/s y la de la derecha con ® =20 rad/s

Este rizado disminuye al aumentar el factor de calidad del oscilador. En la figura 9.9 se muestran las
energias de dos osciladores de distinto QO y el mismo 7, para poder compararlas mejor. Se puede observar
la disminucién de la amplitud del rizado en la de mayor Q.

En una primera aproximacién podemos despreciar el término en O” frente a los otros
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1
E= Vzmmonze"h{l + ES@HZ((OI + (p)}

donde vemos que la amplitud del rizado viene determinada por 1/2Q.
Asi, si el factor de calidad es grande, o lo que es lo mismo si el amortiguamiento es débil, podemos tomar

E(1) = Ysmw*A4,°e™™ =E(0)e™

Es decir, si Q>>1, la energia puede considerarse constante durante cualquier ciclo, pero decrece
exponencialmente en un intervalo de tiempo que suponga muchos ciclos. La aproximacion mejora
claramente si en lugar del valor instantdneo E(f) tomamos el valor medio como en la ec. 9.19.
Observemos que en un tiempo ¢ = 1 la energia queda dividida por el nimero e.

Veamos como el nimero adimensional m,t nos da la misma idea de la rapidez de pérdida de energia, pero
expresada en nimero de oscilaciones. Si z es el numero de ciclos en un tiempo t

2
t=nT=n=—=—
®9

La energia, después del numero de ciclos realizados en el tiempo de relajacion n = w(t/2m, vale
E(nT)=E0) ¢’

Podemos dar ahora una definicion general del nimero adimensional Q, al que llamamos factor de calidad
del oscilador

_ energia almacenada ~ _ <E>
O=2n - - : ZTE—d E (9.20)
energia perdida por ciclo <= T
dt

La energia perdida se toma en valor absoluto para que el factor de calidad sea positivo. Para calcular la
energia perdida por ciclo, como E(¢ + T) = E(f)e””"* podemos escribir:

E(t+T) —oTh
E(@)

Restando la unidad a cada miembro de la igualdad

EG+T) - £=e’m—l

21
E(t) E ©21)

que nos da el porcentaje de energia perdida por ciclo. Si 7' < t podemos hacer la aproximacion:

T T T?

ezl - 4 —
T 272
y asi
2
E:e'T/T—l’,:—z_{_T_
E T 272

Si T'<< 1, podemos despreciar el segundo sumando; entonces la energia perdida por ciclo es:
AE=—(Th)E
tomando la energia perdida en valor absoluto y en esta aproximacion

energia almacenada

= lt= oT
energia perdida por ciclo T

QO=2mn

La aproximacion O = @yt se usa habitualmente como definicion de factor de calidad.
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9. Oscilaciones libres amortiguadas 20

Para valorar la condicion 7 << 1, tomemos algun ejemplo. Si en un oscilador m,t = 10, hemos visto que
tomar la frecuencia propia @, como la de la oscilacion amortiguada suponia un error del 0,13 %.
Calculando la energia perdida por ciclo:

AE/E=¢""—1=-0,47, es decir la pérdida de energia es del orden del 47 %

Con la aproximacion: AE/E = e 1=—Th+ TP =-0,63+0,2=—0,43, es decir del 43 %.

Con la primera aproximacion: AE/E=-—T/t=-0,63 es decir del orden del 63 %, que resulta una
aproximacion inaceptable. Si calculamos el factor de calidad segin su definicién general, ec. (9.20):
0 =2n(1/0,47)=13. Si lo calculamos con la expresion aproximada Q = wor=10. En la tabla 9.3 se
recogen estos datos, anadiendo las filas correspondientes a Wyt =20 y ot = 30.

Tabla 9.3 Pérdidas de energia y factor de calidad. Aproximaciones

oot | AEJE=¢""—1 | AE/JE~-Tit+T*/27° | AEJE~—T/t | Q(ec.(9.20) | O= oyt

10 | —0,47—47 % —0,43—43 % ~0,63—63 % 13 10

20 | —027-27% —0,26—26 % ~0,31-31 % 23 20

30 | -0,19-19% ~0,19-19 % 02121 % 33 30
Ejemplo 9.3

Un oscilador mecanico tiene un amortiguador cuyo coeficiente de rozamiento viscoso es de 0,2 kg/s y su periodo en
régimen libre es de 2,0 s. Se puede aproximar el decaimiento de la energia por un exponencial de constante de tiempo
16 s. Calcule los valores de:

a) la pérdida relativa de energia en un ciclo y en dos ciclos

b) sumasa, m, y de la rigidez, £, de su muelle.

Solucion

a)t=16sy o=21/T=3,1rad/s; ot = 49,6, ot < 0y, el factor de calidad, O ~ 50, E(f) = E(0)e™"
[E0)e ™ — EO)/EO0)=¢T"—1=¢1°—1=-0,12, AE/E=c?""—1=¢¥*_1=-0,22
b)m=bt=02-16 =32 kg, k= ma,’ = btw,” = 0,2-16-1* = 32 N/m

9.5 Circuito RLC

El circuito serie RLC oscilara si oyt > 0,5 0 lo que es lo mismo si 1/LC > R*AL% en cuyo caso lo hara con
una frecuencia

2
o = % R 9.22)
AL

Como R/L tiene dimensiones de frecuencia, Lo tiene dimensiones de resistencia y se mide en ohmios.
Como dimensionalmente [Lw] =[1/Cw] también 1/Cw se mide en ohmios.

La resistencia, fuerza viscosa, produce un decrecimiento exponencial de la energia, anadlogamente al caso
mecanico. Para un circuito oscilante

Potencia disipada = dU_ _pp=_2RLC__ 2 Us
dt L 2 T

Donde Uy es la energia almacenada en la bobina en forma de campo magnético. Si el sistema es tal que
0 >> 1, el amortiguamiento es pequeilo y podemos tomar, como hemos hecho en el oscilador mecanico,

0 = ot = (1/LC)"*(L/R) = (L/C)"*/R. La disminucion de energia con el tiempo viene dada por:

<U>=<U>pe "
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Ejemplo 9.4
La figura representa la diferencia de potencial en un condensador, de un oscilador libre RLC, en funcion del tiempo
Ve(?), viene medida en voltios y el tiempo en milisegundos. La energia almacenada inicialmente en el condensador

vale: E(0) = 4CV(0)* = 1,8 pJ. Determine:

a) la frecuencia de oscilacion ® j I ‘

b) el decremento logaritmico & 20 - - -
c) el tiempo de relajacion t 10 «\t /QK W ‘— —
d) la capacidad del condensador C 00 NN NN

e) el coeficiente de autoinduccion de la bobina L \ / / ‘ #(ms)
. . . . -1,0 1 - <’7 —

Ve

f) la resistencia R del circuito
) la energia disipada en el primer ciclo, en valor absoluto y en 20} T T T T

porcentaje 301 -
h) la energia disipada en el segundo ciclo o 1 2 3 4 5 6 7T 8 9 0 W
1) el tiempo necesario para la energia del oscilador sea un uno por ciento del valor inicial £(0)

Ve(V)
Solucion 20 ar-1-
a)27=5ms, 7 =2,5ms, ®=2n/T=2,5 krad/s 1’0 \
b) A(t + nT) = A(t) "™, A(3T) = A(0) &7 A N
3772t = In(4(0)/A(3T)) = In(2,8/1,15) = 0,89 I/ (ms)
§=T/2t=0,89/3=0,30 _2:0 /
c)t=T7/26=4,2ms

d) E(0) = ACV(0)* = 1,8 wl, Ve(0) = 2,8 V, C = 2E(0)/V(0)* = 0,46 uF 23 4 s 6 7 8 9w
€) como Wt = 2,5x103x4,2x10 3 =10>>1, o~w, = (1/LC)"?*, 1/0)2C 0,35H

f)R=L/it=0,12/(42x10%) =83 Q

g) E(T)=EW)"™, E(T)/E0)—1=AE/E0)=e¢""—1=-045, pierde un 45% por ciclo, en el primero
E(0)x0,45 = 1,8 uJx0,45 = 0,80 pJ

h) E(T) = E(0) — AE = 1,8 uJ - 0,80 uJ = 1,0 pJ, asi la energia disipada en el segundo ciclo = 1,0 pJx0,45 = 0,45 pJ

i) E(*) = E(0)/100 = E(0)e™™", * =1In100 = 19 ms
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10 Oscilaciones forzadas

10.1 Analogia entre magnitudes mecanicas y eléctricas

10.2. Excitacion armonica: Principio de superposicion

10.3 Regimenes transitorio y permanente

10.4 Intensidad de la corriente. Impedancia

10.5 Amplitud de la respuesta

10.6 Estudio de la fase

10.7 Energia

10.8 Intercambios de energia en un oscilador forzado

10.9 Estudio de la potencia absorbida en funcion de la frecuencia. Resonancia

La energia de un oscilador libre ligeramente amortiguado se disipa, practicamente, al cabo de Q ciclos. Un problema que
podemos plantearnos es como mantener esa oscilacién, o de otra forma: como suministrar al oscilador una energia
equivalente a la que va disipando; veremos como se transfiere la energia al oscilador e introduciremos el concepto de
impedancia.

10.1 Analogia entre magnitudes mecanicas y eléctricas

Este analisis se puede aplicar tanto a un sistema mecanico como a un circuito eléctrico. El oscilador
mecanico estd constituido, como en el capitulo anterior, por un sistema masa-muelle; una fuerza de
rozamiento viscoso actia sobre el sistema. En la figura 10.1 se ha representado por un émbolo que se
mueve en un cilindro tal que la fuerza necesaria para mover el émbolo es proporcional a la velocidad del
émbolo respecto del cilindro, que esta sujeto al soporte rigido al que también se une el muelle. La fuerza
impulsora F(#) se aplica a m y x(¢) es el desplazamiento desde la posicion de equilibrio.

Oscilador mecanico Oscilador eléctrico

dv di 1
m-—+bv+kx=F(t L—+Ri+—qg=V(t 10.1
TR O 5 TRt ) (10.1)

Ldi/dt
—> Ri

—>
F(f)

Fig 10.1 Sistemas andlogos: osciladores mecanico y eléctrico

El sistema eléctrico analogo es un circuito serie RLC; en los terminales del circuito se aplica un voltaje
V(f). La carga del condensador viene dada por ¢(f) y la corriente i(f) =dg/dt; los voltajes en el
condensador, la inductancia y la resistencia son ¢/C, Ldi/dt y Ri respectivamente y la suma de los tres
debe ser igual al voltaje aplicado. Las analogias electromecénicas se resumen en la tabla 10.1

Tabla 10.1 Analogia entre magnitudes mecanicas y eléctricas

Oscilador mecanico

Oscilador eléctrico

mﬂ+bv+kx=F(l‘)
dt

di 1
L—+Ri+—qg=V(t
7 -4 ®

Desplazamiento x Carga g

Velocidad v = dx/dt Corriente i = dg/dt

Masa inercial m Inductancia L

Coeficiente de rozamiento viscoso, b Resistencia R
Coeficiente de elasticidad, & Capacidad C, 1/k— C

Frecuencia propia, @, = (k/m)"”

Frecuencia propia, wg = (1/LC)

172

Energia cinética, mv*/2

Energia magnética Li*/2

Energia potencial, kx*/2

Energia eléctrica ¢°/2C

Potencia entregada, Fv

Potencia entregada, Vi

10.2. Excitacién armonica: Principio de superposicion

Estudiaremos con algtn detalle la respuesta de un oscilador cuando la fuerza impulsora F(¢), o bien V(?),
es una fuerza armonica F(f) = Fycoswt, donde suponemos una amplitud F constante e independiente de
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la frecuencia @ y una fase inicial nula: es la situacidn mas simple. Si conocemos el comportamiento x(¢)
del oscilador para una solicitacion armonica, Fycos®?, podemos hallar su comportamiento ante una fuerza
que sea combinacion lineal de funciones armonicas. Esto se debe a la linealidad de la ecuacion diferencial
que nos permite aplicar el principio de superposicion. Todas las funciones periddicas que pueden
significar algo fisicamente son funciones que pueden desarrollarse en la llamada serie de Fourier. Es una
técnica que no vamos a desarrollar aqui, simplemente pretendemos que se sepa de su existencia. Como
ejemplo, en las figuras 10.2 se muestra una funcidon cuadrada que va siendo aproximada mediante senos
de amplitud y periodo convenientemente elegidos.

12 12
1 i
a8 na
iX 06
04 04
0z 0z
2 700 2 b4 3 2 _DS 2 a &
-0 -0
6 -0
ns n
12 {2
Fig 10.2.a y = (4/m)sent Fig 10.2.b y = (4/m)sent + (4/3m)sen(3?)
1.2 1.2
17 1
ik ik
0.6 0.6
04 04
0z 0z

Fig 10.2¢ y = (4/m)sent+(4/3m)sen(3¢)+(4/5m)sen(5¢) Fig 10.2d y= (4/n)sent +(4/3m)sen(3£)+(4/5m)sen(5¢)+(4/7)sen(7¢)

Figuras 10.2 Aproximacion de una funcion cuadrada por combinaciones lineales de funciones armonicas

Esto ilustra que las funciones periddicas pueden substituirse por sumas adecuadas de senos y cosenos; en
general algo como
n
F(n) = Z(ancosnmt + b, sennmt)
n=0

El desarrollo en serie de Fourier de una funcion periédica nos permite asegurar que si conocemos el
comportamiento x(¢) del oscilador para una solicitacién armonica, podemos hallar su comportamiento
ante una fuerza que sea combinacion lineal de funciones armdnicas. Por lo tanto sélo consideraremos el
caso de una fuerza exterior arménica, Fycosof, que a veces representaremos por: Foe™, tal que:
R[Foe™] = Fycosot y sabiendo que las respuestas con significado fisico vendran dadas por la parte real.

10.3 Regimenes transitorio y permanente

En las graficas de las figuras 10.3 se muestra la respuesta de un oscilador de frecuencia propia
oo = 10 rad/s, y tiempo de relajacion 1= 0,5 s, excitado por una fuerza armonica F = (100 N)coswt, para
la que se han tomado seis valores de la frecuencia. Las condiciones iniciales: x(0) =0, v(0) =0, no
cambian en ninguna de las seis frecuencias presentadas. Se puede observar como transcurridos = 8t, para
cualquier frecuencia de la fuerza aplicada, el sistema oscila a la frecuencia impuesta por la fuerza
impulsora.
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1E
)

bAoA Handnnd
VAV VERE (TR

Fig. 10.3.1 ®=1rad/s Fig. 10.3.2 @ =5 rad/s

x(cm)

5,04
401 %
3,01
2,0 1
1,0 1
0,0 1
-1,0 4
-2,0 4
-3,0 4
4,0
-5,0 -

x(cm)

Fig. 10.3.3 ® =10 rad/s Fig. 10.3.4 ® =15 rad/s

0,6 0,4

Fig. 10.3.5 ® =20 rad/s Fig. 10.3.6 ® = 25 rad/s

Figuras 10.3 Respuesta de un oscilador al variar la frecuencia de la fuerza impulsora.
Fijese en que las escalas de ambos ejes van cambiando.

En las graficas de las figuras 10.3 se observa un transitorio que dura de 3 s a 4 s, es decir entre 6t y 8t,
seguido de un tiempo en el que la oscilacion aparece como armonica, con una amplitud que vemos
depende de la frecuencia de la fuerza impulsora. Fijese que las escalas de x van cambiando. Asi vemos
que la amplitud de la oscilacién va aumentando con la frecuencia hasta que la frecuencia de la fuerza
impulsora alcanza la frecuencia propia ®, y va disminuyendo significativamente al seguir aumentando .
En las graficas de la figura 10.4 se mantienen constantes los parametros: wy= 10rad/s, t=0,5s,
Fy=100 N, y se cambian las condiciones iniciales, para dos frecuencias de la fuerza impulsora. Se puede
observar como transcurridos =~ 8t la respuesta es la misma en las tres situaciones de cada columna; el
sistema oscila a la frecuencia impuesta por la fuerza aplicada de forma independiente de las condiciones
iniciales. Se puede decir que transcurridos unos cuantos 1 el oscilador o/vida las condiciones iniciales y
oscila a la frecuencia ® que le impone la fuerza, o tensién, impulsora, y con una amplitud de oscilacion
dependiente de esa frecuencia .

Matematicamente, podemos decir que la soluciéon de la ecuacion diferencial 10.1 es la suma de la
solucion general de la ecuacion homogénea, es decir la del oscilador libre, y de una solucion particular.
Hemos visto que cualquier tipo de solucion de la homogénea es amortiguada: su amplitud es despreciable
al cabo de un cierto tiempo, unos cuantos t. Asi que nos vamos a interesar solamente por el estado de
movimiento que resulta de la aplicacion de la fuerza excitadora armonica, cuando todos los fendmenos
transitorios han desaparecido.

Este estado que queda, o régimen estacionario, corresponde a una oscilacion armonica de pulsacion igual
a la de la fuerza excitadora m, en general distinta de la propia o, del oscilador. El estado de movimiento,
correspondiente a la oscilacion forzada en régimen permanente, o estacionario, viene expresado por la
solucioén particular de la ecuacion diferencial 10.1.
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Condiciones iniciales: x(0) =0, v(0) =0

0,54
tfs)
1(s) 0,0
0,0 . . ! ! b s
5 10 15 20 0,5 4
o v \/ v
-1,0 1,04

Fig. 10.4.1 ® =1 rad/s Fig. 10.4.2 ® = 15 rad/s

™
°

(cm)
o
x(cm)

0,5 4

Condiciones iniciales: x(0) =2, v(0) =0
207E

o
o
x(cm)

=

1,54 1,54

1,0 4 1,0 4

0,5 0,5 ()
1(s)

0,0 T T d 0,0 1

Fig. 10.4.3 ®=1rad/s Fig. 10.4.4 o =15 rad/s

Condiciones iniciales x(0) = 0, v(0) =2
1,5 q

| = AR AR
%M\/\VAW@ “" VAV IR

Fig. 10.4.5 o =1rad/s Fig. 10.4.6 ® = 15 rad/s
Figuras. 10.4 Las grdficas ilustran como el régimen estacionario resulta independiente de las
condiciones iniciales

x(cm)

El desplazamiento x(f) corresponde, en el oscilador eléctrico, a la carga del condensador, pero en estos
osciladores estamos interesados, normalmente, sdlo en la corriente, es decir en conocer la respuesta en
frecuencia del circuito mediante el conocimiento de la dependencia de la amplitud y la fase de la
corriente.

10.4 Intensidad de la corriente. Impedancia

La intensidad de la corriente eléctrica, o su magnitud analoga la velocidad de desplazamiento debe
cumplir la ecuacion diferencial

di 1
L—+Ri+—q = Vycos(wt 10.2
o TRitge = (01) (10.2)

La solucion particular es una funcion armonica de frecuencia o, i = Icos(w? + a). Para que sea solucion
de la ecuacion 10.2 es necesario y suficiente que la funcion compleja

I — Ioej(u)t+ o) _ Ioe/u)t

sea solucion de la ecuacion compleja que corresponde a la 10.2
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dl 1 ;
L= +RI+—¢q = V™ 10.3
d C‘I 0 ( )

recordando que, al final del célculo, s6lo utilizaremos la parte real del resultado. Sustituimos

d
— =jol, -4 = jog, y por tanto: g = —jl/®
dt dt
obteniendo
Liol + RI—jI/Co = Vo
En el primer miembro sacamos factor comun I = o™

[joL + R —j/Cw] L™ = V™ (10.4)

Introducimos la magnitud compleja:

|Z=R+[Lo - 1/Cw]j = Z" | (10.5)

Que llamaremos impedancia del oscilador. Su médulo y argumento dependen de las caracteristicas fisicas
del oscilador y de la frecuencia impulsora. Su modulo y argumento son:

Z=[R*+[Lo - 1/Co]]"?, ¢ = arctg[Lo — 1/Co}/R
La igualdad (10.4) se puede escribir abreviadamente como
ZI=V (10.6)

También se puede eliminar, en la (10.4), la dependencia temporal ¢ en los dos miembros; entonces de la
igualdad de modulos entre los dos miembros se tiene:

Z]() = Vo

Y de la igualdad de argumentos: ¢ + o =0. Asi, la intensidad de corriente compleja I solucion de la
ecuacion (10.3) es:

[ 1=V/Z=(Vyz)d™® "] (10.7)

La corriente en el circuito es:

li(4) = R = (Vo/Z)cos(wt — ¢)| (10.7b)

Analogamente, la velocidad de desplazamiento de un oscilador mecénico seria:

v(t) = R[V] = (Fy/Z)cos(wt — ) (10.7¢)

con una impedancia compleja

|Z=b+ [mo — klolj = Z&°] (10.5.b)

-1250 olradls)

3 4 5 6 7 8

fig 10.5a fig. 10.5b fig. 10.5¢
fig 10.5a Parte imaginaria de la impedancia en funcion de w; fig. 10.5b Modulo de la impedancia en funcion de ®

fig. 10.5¢ Argumento de la impedancia en funcion de o.
Las tres grdficas corresponden a un oscilador con ®y =5rad/syt=32s
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10.5 Amplitud de la respuesta

El conocimiento del desplazamiento x(f) es interesante en los osciladores mecanicos; vamos a
determinarlo a partir de la determinacion de la velocidad que acabamos de hacer. La funcién compleja

X= Ae/(mt+6) :Ae/mt
representa el desplazamiento y debe cumplir:

4X _jox=Fz
dr

de donde podemos obtener X
X = (FljoZ) =—jF/(®Z)

Todos los términos que contienen el tiempo estan en el factor ¢ presente en X y en F, podemos asi
simplificarlo y escribir

A=—jF/(0Z) (10.8)
Conocida la impedancia, la amplitud compleja A4 tendra un médulo
A=FyoZ (10.8b)

Sustituyendo el modulo de la impedancia

A= fo (10.8¢)
JEoZm+ k)2 +(wb)?

El argumento del desplazamiento es

6=—(p+m2) (10.9)
y su tangente

b
tgd =tg(— (o + n/2))= 1/tgo = —oim

En estas expresiones podemos introducir: b/m = 1/, y k/m = ®,” obteniendo formulas alternativas:

A= Fo/m (10.10)
V@2 - ) + (/)
tgs= O/ (10.11)
op —

Fo/m
Awlt

A0 —0°)

fig 10.6 Triangulo nemotécnico y diagrama vectorial en estado estacionario

El tridangulo de la figura 10.6 es nemotécnico de las formulas (10.10) y (10.11). Estos valores de 4 y &
determinan la parte real de X, solucion particular de la ecuacion 10.2; si el oscilador es eléctrico basta
cambiar Fo/m por Vy/L y recordar que x seria la carga del condensador

[x = R(X) = Acos(wt + 8) | (10.12)

La amplitud, 4(®), cuya expresion acabamos de obtener, tiende a ser nula para frecuencias muy elevadas,
O >> @, A(® >> my) = 0. A muy bajas frecuencias, ® << m,, la amplitud vale:
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Ao << ®) :A: &
el &

Presentara un maximo para una pulsacion tal que el denominador de la expresion de A(®) sea minimo

d[(of —0°)* + (/)]
do a

~4o(0 ~0?) +2-5=0
T

de donde

032=c002——1 = |1- !
272 20?

y para Q> 1, podemos tomar ® =~ m(1 — 1/40%) como valor de ® que hace maxima la amplitud de
oscilacion. Para esta frecuencia se dice que hay resonancia de amplitud entre el oscilador y la fuerza
excitadora. La forma de la curva depende del factor de calidad, O, del oscilador, como queda de
manifiesto escribiendo

A(0)

) \/ [1—((02/(0(2,)]2 +(0/0})/0?

Para la frecuencia de resonancia de amplitud obtenida la amplitud es:

_ 0
Apax =A0)——2 (10.13)
J1-1/(20)*

Yy para @ = g
A(wo) = A(0)0 (10.14)

Para O >3, el error que se comete al tomar A(®g) = Amax €8 menor que el 2 %, aproximacion mas que
suficiente para nuestros calculos.
s-
45
ol
35
N
2,51
)
1,51
L
0,5 1
0

A/A(0) 0=5

044 03 1 15 2 ooy 25

‘ : ‘ ‘ ‘ 28 75(rad)
0 05 1 15 2 25 OO0 3 35

fig. 10.7.a Grdfica normalizada de la amplitud de | fig. 10.8 Fase del desplazamiento, para distintos valores
desplazamiento, para distintos valores de 0yt de oyt

100
90
80
70
60
50
40
30
20
10

0

5 6 7 8
o(rad/s)

1/Ze(mm/N)

(rad)

w(rad/s)

o 123 a5 e 1 s s
fig. 10.7 b. Amplitud de desplazamiento fig. 10.8.b Fase del desplazamiento

Las dos grdficas b corresponden a un oscilador con ®y =5 rad/syt1=3,2s.

La figura 10.7 b muestra A(®) en un caso en que se ha tomado Fy,=1N. Observe que el numero
adimensional Q nos indica como se amplifica la amplitud del desplazamiento originado por una fuerza
Fy que, en lugar de ser constante, es armonica de frecuencia igual a la propia del oscilador, es decir de la
forma Fcosmyt.
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En la resonancia y en amortiguamiento débil, O >> 1, el méximo de la amplitud es A(m,) = QA4(0) y se
hace mas importante cuanto menor es el amortiguamiento. Si el oscilador es un sistema mecanico, puede
producirse su ruptura debido a la gran deformacion.

10.6 Estudio de la fase
La dependencia de la fase de las oscilaciones con la frecuencia excitadora viene dada por (10.11):

-0/t _ (0/0y)/Q

of —o?  (0/0g)’ -1

tgd = (10.15)

El desplazamiento retarda siempre respecto a la fuerza excitadora, como se ve claramente en las figuras
10.8. Para frecuencias bajas, ® << @y, la fase es casi nula. La respuesta esta en fase con la excitacion. A
semejanza del equilibrio estatico, la rigidez del muelle rige la amplitud, casi completamente.

Para frecuencias altas, ® >> ,, el desplazamiento esta retrasado en & respecto a la excitacion (oposicion
de fase). La amplitud Fy/mo® queda, ahora, regida por la inercia.

10.7 Energia

La energia cinética, por supuesto en el régimen estacionario, viene dada por:
E(f) = Y2 mv* = Y2 mw’A*cos* (ot — ¢)
Como x = Acos(w? + ) = Asen(wt — @), la energia potencial viene dada por

U(t) = s kx® = 2 moy’A’sen’(ot — @)
La energia total serd

E = E +U =Y mA*[@’cos’(of — 9) + oy sen’ (o — ¢)]

que resulta variar con el tiempo. Sera constante solo si ® = ®, en cuyo caso: E = ¥ mwy’A>. Los valores
medios de la energia cinética y potencial son

<E(t)> = Yo mo*A*<cos* (ot — ¢)> = Vs mwA4*
<U> =% moy'A*<sen’(ot — ¢)> = Vs mwy'A>

Comprobamos que la equiparticion de la energia entre energias cinética y potencial promedio, solo se
verifica en el caso de que la frecuencia de excitacion coincida con la propia del oscilador.

! ElUpa,
U/U pax i

i \/ \/ \/ \/ U< o

1/44 178 <E>/Upax

k/ Umax

Fig. 109 En el eje de ordenadas figura la energia ||Fig. 10.10 En la grdfica se representa, la energia total
normalizada, es decir la energia dividida por ||del sistema dividida por Uy. v las energias cinética
Upax = mo*4%2. La E, se ha representado para ||media y potencial media, también para ® = wy/2

o = /2

En la representacion grafica de las figuras 10.9 y 10.10 se ha tomado @ = wy/2. Para este caso particular
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10.8 Intercambios de energia en un oscilador forzado

Recordemos que la potencia disipada por el rozamiento viscoso viene dada por el producto escalar de la
fuerza viscosa, -bv(?), por la velocidad v(¢), y supuesto el estado estacionario

Piisipada = - BV(0)V(2) = — b(1)’ = — bvy’cos’ (ot — ¢)
El valor medio temporal de la potencia disipada valdra

Pisipada> = bV (£)> = bvy’<cos’ (ot — ¢)> = V4 bvy®
donde hemos tenido en cuenta que:

t+T

<cos* (ot — ¢)> = % Icosz(mt — @)t ="
Sustituyendo vy = Fy/Z tenemos: t
<Pisipats> = V2 (F/Z)*b  (10.16.2) - Vs (VolZ)'R (10.16.b)
La potencia absorbida instantanea en el estado estacionario vendra dada por:
Papsorvida = F(£)v(f) = Fycosmt-vocos(wt — @) = VOFO[COSZ(DICOS(p + coswrsenwtseno]

Como <coswtsenwr> = 0, y <cos’wr> = Y, la potencia absorbida en promedio temporal, en el estado
estacionario, €s

<Papsorbida> = 2 Fovocose (10.17.a) — Y2 Volpcoso (10.17.b)

Observemos que la velocidad instantanea tiene una componente en fase con la fuerza y otra desfasada m/2
con la misma. Sélo la componente en fase contribuye al promedio temporal de potencia.
Sustituyendo en (10.17.a) el valor de cose = b/Z'y vy = Fo/Z tenemos:

_ _ 2, _
<Papsorvida™ = 2 Fovocos@ = V2 (Fo/Z)"b = <Pgisipada™

Coherentemente, en estado estacionario y en valor promedio, la potencia absorbida es igual a la disipada.
De ahora en adelante solo estudiaremos valores promedio temporal de la potencia asi, y por simplificar,
haremos <Pabsorbida> = <Pdisipada> =<pP>=P.

En circuitos eléctricos la ec.(10.17.b) se suele escribir como P = (¥2)Vylycose = Vicose, donde V' = Vy/ V2
yI=1y 2 son los llamados valores eficaces de tension y corriente.

10.9 Estudio de la potencia absorbida en funcion de la frecuencia. Resonancia

En las igualdades (10.16) podemos observar que la potencia alcanza su valor maximo Py, cuando la
impedancia es minima, es decir, cuando la frecuencia de la fuerza impulsora coincide con la propia del
sistema oscilante, ® = wy; como Z(wg) = b

Prax = P(00) = (V2)Fo'/b [Pinax = P(wo) = (V2)Vo*/R]

. . . 2 .
En este caso se dice que hay resonancia. Podemos escribir P(®) = P,,,«(b/Z)", observamos que la potencia
tiende a cero tanto si la frecuencia tiende a cero como a frecuencias muy altas, ya que en ambos casos la
impedancia tiende a infinito.

0,025

P(W)

0,02 -

0,015 4

0,01 -

0,005 -
w(rad/s)

0 T T T T 1
3 4 5 6 7 8

fig 10.11 Potencia media en funcion de la frecuencia
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Con el fin de visualizar la agudeza de la curva de potencia, calculemos los valores de o para los que la
potencia de entrada es la mitad de la maxima. Evidentemente esto sucede cuando el cuadrado del mddulo
de la impedancia es el doble que en resonancia: Z(w)* = 2Z(w,)* = 2b* , para ello es suficiente que la parte
real de la impedancia, b, sea igual a la imaginaria en valor absoluto, es decir que se debe cumplir:
b =|mo — k/o| y por tanto —tgp = +n/4

esta condicion se puede escribir como: + » = mo — k/o de donde

o*+(b/m)® — (kIm) =0
Sustituyendo b/m = 1/t y k/m = ®,” se tiene como condicion de potencia mitad que o debe cumplir

0 — o’ =+ ok

/ 1 1 1
o= (,)(2)+—2:|:_:(90 14_;2:&_
41 21 40 21

en donde se han suprimido las raices negativas, por falta de sentido fisico. Si las dos raices son ®; y ®,,
tales que m, > o, entonces

de donde

[, — 0 =Aw = 1/1] (10.19)

Si queremos calcular las frecuencias ®; y m,, para Q >>1, o lo que es lo mismo cuando © >>T, siendo 7 el
periodo de las oscilaciones libres, podemos tomar como raices

o1 = o — (1/27) y @ = oo + (1/27) (10.20)
11
P/Pax
0,75
0,254
(rad/s)
o, T
3 7

Fig. 10.12 Potencia media normalizada suministrada a un oscilador en funcion de

Asi, la anchura a media altura, como se muestra en la figura 10.12, de la curva de resonancia para el
oscilador forzado es igual a la inversa del tiempo de relajacion del oscilador libre. A® suele recibir el
nombre de ancho de banda.

El factor de calidad O nos indica si las oscilaciones libres disminuyen rapida o lentamente y, también, si
la resonancia es estrecha o no ya que: Ao = @y/Q. La relacion (10.19) es ademas interesante porque es
mas facil medir Ao que 1.

Todo sistema fisico que oscile en torno de un estado de equilibrio mostrando una pérdida exponencial
con el tiempo de la energia, mostrara también una respuesta con resonancia ante una excitacion exterior.

Ejemplo 10.1

Un oscilador mecénico tiene un amortiguador cuyo coeficiente de rozamiento viscoso es de 0,20 kg/s y su periodo en
régimen libre es de 2,0 s. Se puede aproximar el decaimiento de la energia por un exponencial de constante de tiempo
16 s. Calcule los valores:

a) de la pérdida relativa de energia en un ciclo y en dos ciclos

b) de sumasa, m, y de la rigidez, &, de su muelle.
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Posteriormente una fuerza armonica exterior de amplitud 1,5 N le hace entrar en régimen permanente sinusoidal a
una frecuencia de valor 10/9 de su frecuencia natural

¢) calcule su impedancia compleja, la amplitud de su velocidad, y la amplitud de su desplazamiento.

d) dibuje cualitativamente las graficas superpuestas de su energia cinética Ey(f), potencial U(f) y total E(¢),
compartiendo los mismos ejes, y calcule los valores maximo y minimo de E(f)

Solucién:
a)1=16sy o =2n/T= 3,1 rad/s; ot =49,6 , como ot < g, Q = 50

E(f) = EW0)e™
[E(0)e™ = E(O)J/E(0) = ¢™*— 1= ¢?'®_1=-0,12, en el primer ciclo pierde un 12 % de la energia inicial. El
porcentaje de energia que se pierde es el mismo en cualquier ciclo; lo comprobamos para los dos ciclos

AE/E =" — 1= ¢*1® _ 1 =_0,22, en dos ciclos pierde un 22 % de la energia inicial

b)ym=5bt=02-16=32kg, k=ma,’ = btoy® =0,2-16-n> =32 N/m

¢) 0 =(10/9)wo=35radls, Z=b+ (mo - kw)=2°=0,20+2,1j=(2,1 N-s/m)e/"”

V0=F0/Z=O,7 m/s, x0=v0/0)=0,7/3,5=0,2m
d) E(f) = Ey +U = Yamxy [@*sen’ (ot + 8) + 0y cos’(of + 8)]
Para ® = (10/9)w,:

E(f) = 0,79sen*(ot + 8) (), U(t) = 0,64cos* (ot + &) (I

E(t)max = Ek,max: 0579 J, E(t)min = Umax: 0964 J

Ejemplo 10.2

Una fuerza sinusoidal, de valor maximo 20 N y frecuencia angular o variable, impulsa una masa de 1,0 kg, que oscila
unida a un muelle. En la figura se muestra la variacion de la amplitud al variar la frecuencia de la fuerza aplicada, se
observa que Ay = 0,50 my A(® = 0) = 0,05 m. Am)

a) Estime el factor de calidad del sistema, O, la frecuencia propia %3
@y y el tiempo de relajacion t.

b) Calcule el coeficiente de amortiguamiento viscoso b, y la
constante del muelle £

Se fija la frecuencia de la fuerza en ® = wy/2. Calcule:

c) las energias cinética y potencial maximas del sistema

d) la energia cinética media y la potencial media

e) la impedancia mecanica del sistema

f) la velocidad (en modulo y fase respecto a la fuerza aplicada)

) la potencia media disipada. 0 10 20 30 40

o(rad/s)

Solucion

La amplitud depende de la frecuencia segun la ecuacion (10.4). La forma de la curva A(w) depende del factor de
calidad, Q, del oscilador, como queda de manifiesto escribiendo en A(®) en funcién de Q y la variable adimensional
/g, ecuacion (10.5). Dada la agudeza de la curva 4(w) dada podemos estimar que A, = A(wo) de tal manera que,
segun la ecuacion (10.7)

- A 05 g
A(0) 0,05
y ®y = 20 rad/s. Como Q = wyT,
T=Q0/0wy=0,5s
como b/m = 1/ty k/m = @, obtenemos
b=mit=2kgls 'y k = wo’m = 400 N/m

c¢) La energia cinética viene dada por
Elf) =Y m* =Y ma’A*sen’(of + 3)
y para o = my/2
Ey(1) = (1/8)mag*A*sen’(wgt/2 + 8)

tomando de la grafica A(o = 10) = 7.10 m tenemos:

Ek,max = (1/8)7”0)02/42 = 0,25 J
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La energia potencial viene dada por:
U(t) = Y5 kx* = Y2 moy*Acos*(wt + 8)

de donde su valor maximo vale:

Unax = V2 moy’4> = 0,98
d) La energia cinética media para ® = ®y/2, viene dada por:

<E(1)> = (1/8)mwy*A*<sen* (ot + 8)> = 4 Ej yax = 0,127

De igual manera la energia potencial media para ® = my/2, viene dada por

<U(H>="% Upax = 0,49
e) La impedancia mecanica, Z = b + (mm — k/m)j, vale para los datos del ejercicio:

Z=2-30j (N-s/m)
o bien |Z] =30 kg/s y argZ=— 1,5 rad (- 86°)
f) La impedancia mecanica relaciona la fuerza armonica aplicada y la velocidad, asi

F 20N, 0 rad
v= E = B0kess, — 1,5 rad] [0,67 m/s, 1,5 rad]

g) La potencia media disipada vale:

P = (%)(FyZ)*b = (¥5)(20/30)2 = 0,44 W

Ejemplo 10.3

a) Escriba la ecuacion diferencial del circuito RC conectado a una fuente de tension V(¢) = Vycoswt, tomando como
variable la carga del condensador ¢(%)

b) Compruebe que una funcién de la forma g(r) = R[4e" " ¥], donde j es la unidad imaginaria, es una solucion de la
ecuacion diferencial del circuito obtenida en a). Calcule la dependencia de las constantes 4 y 6 con los parametros del
circuito y de la fuente, R, C, Vyy ®

c) Calcule la impedancia del circuito Z(R, C, ®) y de la expresion de la intensidad de corriente i(7)

d) Dibuje un diagrama de fasores representando: v(z), i(f), Vzy V¢

e) Aplicacion numérica: calcule Z, i, Vi y V¢ para: Vo = 5,0V, R =100 Q, C = 1,0 uF; considere los siguientes
valores de la frecuencia: ® = 1,0 rad/s, ® = 1,0x10° rad/s y o =1,0x 10° rad/s.

Solucion
a) La ecuacion diferencial del circuito queda definida aplicando la 2° regla de Kirchhoff

Ri+4= Vocoswt
C

y en funcion de la carga del condensador, como i = dq/dt

R 9,49 - Vocoswt
d C

b) Para ensayar la funcion compleja ¢(¢) = A¢® " tomaremos también Vycosmr = ®[V,®']; como

dq .
dt 1o

si ¢ es una solucion de la ecuacion diferencial se debe cumplir que

1 )
Rjog + G q= Ve
substituyendo ¢(7) = 4/*'

RjioAdd® + L 4P =y
c
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de donde para que ¢ sea solucion debe verificarse que

i _ V _ V 1 .
A’ = 0= 0 (—— joR)
2 p2 C

1 1
—+ joR —+tO
c/ c?

para que los complejos de ambos miembros sean iguales deben serlo sus modulos y sus argumentos; de la igualdad de
modulos

A= "

1
— +o°R?
C2

y de la igualdad de argumentos
5= —oR
= arctgw
Asi, para estos valores de 4 y 9, la funcion
g =R[g]=__ Yo cos(wr+3)
% +o*R?

es una solucion de la ecuacion diferencial
¢) La intensidad de corriente, en forma compleja, es

,_dq_ . s ergs s V0 e 4 4
t=j§'=]0)q=ije’ ’e’5=1w1 e = 7

oo L1
E+]mR (EJr.](,\)R)jE RiCoo

y como la impedancia viene definida por V' = Zi tenemos

z=-r- L
Co

La amplitud de la intensidad de corriente es Iy = R[i] = V(/Z =

d)

fig.d) fig.e) o = 1,0 rad/s fig.e) o =1,0x10°rad/s fig.e) o= 1,0x10%ad/s

¢) Para @ = 1,0 rad/s

J ~1,0x10%5 ,Z=1,0x10°Q ,I,=VyZ=5,0/1,0x10°=5,0 nA ,Ve=Vy=50V

Z=100—- —————
1,0x107"-1,0

Para » = 1,0x10° rad/s

Z=100- — =100 1,0x10%, Z= 1/100% +(1,0-10°)? = 1,0x10° ©,

1,0107%41,0-10°
Iy =Vy/Z=5,0/1,0x10° = 5,0 mA, Ve=100:5,0x10%=0,5V, Ve=1,0x10%50x10°=5V

Para ® = 1,0x10° rad/s

Jago P08



Oscilaciones forzadas 36

Z=100- %= 100—j , Z= 1,0x10°Q, Iy = Vo/Z=5,0/1,0x10* = 50 mA
1,0:107°+1,0-10

Ve=100-50x10° =5V, Ve=1,0:50x107° = 50 mV

Ejemplo 10.4

Se quiere disefiar un circuito RLC serie que al ser excitado por una tensién armonica de 3,0 V disipe una potencia
media maxima de 0,90 W. Su frecuencia de resonancia debe ser igual a 1,0x10° rad/s y el ancho de banda debe
suponer un 5 % de dicha frecuencia. Determine los valores de R, L y C que cumplen estos requisitos.

Solucién esquematica
Potencia media = <P> =%V,[,cose, Potencia media maxima = <P>,, =2Vl
Como en resonancia la impedancia es real e igual a la resistencia 6hmica, V= Rl

e 3
2<P> 0 209

=50Q

2
<P>max = l/2V(}[0 = ;/(;a N de donde R =

2
Del enunciado 29 = 0,05, ademas Aw = 1/t = R/L, por lo tanto L = R - )

=— % -10mH
0 Ao 20050y < P>

Ejemplo 10.5

Se dispone de un circuito serie RLC, siendo R = 1,5 Q, conectado a un generador de tension sinusoidal de amplitud
constante V. En las figuras se representan, para dos frecuencias o; (fig. a) y o, (fig. b) del generador, las diferencias
de potencial en cada uno de sus componentes en funcion del tiempo.

Ve v

10} Vg 5

20°
t(us)

figa

Determine:

a) la frecuencia de resonancia del oscilador ®, y 1a amplitud Vg
b) el coeficiente de autoinduccion L y la capacidad C

c) el factor de calidad Q y el ancho de banda A® del oscilador
Para o, calcule:

d.1) el mddulo y la fase de la impedancia del oscilador

d.2) potencia media disipada

Para w,:

e.1l) indique si V] corresponde a V' 6 V¢

e.2) calcule moédulo y fase de la impedancia del oscilador y
e.3) la potencia media disipada

f) si para m, en el instante #, = 0,0 ps, se cambia el generador por un cortocircuito, escriba la evolucion temporal de la
tension del condensador en funcion de ¢, v(f)

Solucién
a) En la fig. a observamos que V; =V, es decir Lo /= (1/Co)], lo que implica que ®; es la frecuencia de
resonancia, asi > = wo> = 2/ T,)%, y como T = 64 s, la frecuencia de resonancia vale:
wo = (21/64x10°%)2 = 9,8x10* rad/s
Como vg =vg + v+ vc y v +vc =0, ya que estan en oposicion de fase y tienen la misma amplitud, tenemos:

vg=vgdedonde Vg=1r=12V

b) VL =Lol= L(DVR/R . L= VLR/(L)()VR = VLRTo/zT[VR = 4,7X10-5H = 4,7 ]J,H
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o0’ = 2u/To)Y= 1/LC, C = (/L)(Ty/2n)* = (To2m)(Vr/V.R) = 2,2x10° F =22 pF

¢) 0= wot = @o(L/RYW/) =V /Vr=37/12=3,1
Ao = 1/1=w0y/0 = Qu/Ty)(V/Vy) = 3,2x10* rad/s

dl) Z(0) =Z(w)) =R =1,5Q

d2) <P>= (1/2)RF = (1/2)Vi*/R = 48 W

el) Como 7, =40 pus < T, , ®, > g, Loy, >(1/Cwp)I;, por tanto V; corresponde a V'
e2) |Z(wy)| = V/l, = Va/(Vr/R) = 4,5 Q,

Como vg=Vr + (VL= Vo), @ =arctg((Vy - Vo)/ Vi = arctg((V, — Vo)/Vr = 1,2 rad
e3) <P>=(1/2)RP = (12)VRR=53 W

f) La frecuencia de las oscilaciones libres es o = mo[1 — 1/(20)*]"%; Q sélo vale 3 pero podemos tomar la frecuencia

de las oscilaciones libres como: ® = w,, dada la precision de las medidas en la grafica. Como: vo(0)=-7V,
t=1/Ao=31ps

ve(t) = gC =(= 7 V)e " ¥cos[(9,8x 10* rad/s)f]
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