Tema 3. Dindmica del sélido rigido

Primera parte: Movimiento plano

1. Gradosdelibertad

Para caracterizr € movimiento de un Sdlido rigido plano nos bastan tres
coordenadas 0 grados de libertad. Dos de €ellas nos dan la posiciéon del centro de masas.
Latercera, un angulo, nos dala orientacién del solido respecto de su centro de masas.

2. Campo de velocidades

Sean Oy P dos puntos del sdlido rigido. La relacion entre sus velocidades \70 y

Vs es
Vp =Vy+W  OP
sendo
_df _
W:EUZ

el vector velocidad angular, que define la velocidad de giro respecto a un ge que pasa
por € centro de masay es perpendicular a plano del sdlido.

Tomando & punto O como origen de un sistema de coordenadas mévil ligado a

lido, y P como cudquier punto arbitrario del solido, obtenemos la primera
interpretacion del movimiento de un solido plano:

" El sdlido gira con velocidad angular W respecto al punto O, que a su vez se
desplaza con velocidad V"



3. Centroinstantaneo derotacion

En & movimiento de un sdlido plano, sempre exise un punto CIR exterior o
interior a solido que se encuentra, en € ingtante dado, en reposo. Su posicién no esta
fijada, Sno que va cambiando con € tiempo. Es @ centro insantaneo de rotacion.

Respecto ad, un punto arbitrario P del sdlido tiene una velocidad
Vi =Vor +W  CIR,P=w" CIR,P
Asdi, tenemos la segundainterpretacion del movimiento:

" El Slido plano gira con velocidad angular W respecto a su centro ingantaneo de
rotacion CIR "

En cada caso préctico, para determinar la posicion del centro instantdneo de
rotacion, basta considerar que segun la férmula anterior, la velocidad de cada punto del

solido es perpendicular a su vector de posicion respecto d CIR. Es decir, s dibujamos

las lineas perpendiculares a las velocidades conocidas de dos puntos del sdlido, e CIR
Se encuentra Stuado en su punto de corte.

4. Momento lineal

Ya que € solido es un conjunto de particulas individudes, d momento lined
total esigua a

p=MV,,

sendo M lamasade sdlido, y \7Cm la velocidad de su centro de masa.

5. Momento angular y momento deinercia

Determinamos  momento angular de giro dd solido respecto a su centro de
masa O, siendo & plano Xy € plano del sdlido, y € €e zZ ladireccion del vector W . Sea
S ladensdad superficia de masa Entonces

o= (sds)V
donde la velocidad de cada punto del sdlido se relaciona con la velocidad del centro de
masa

Por definicion del centro de masa, y ya que nuestro origen se Sitlla en € propio
centro de masa, se satisface

J s dS=Mi; =0
conlo cua, é momento angular de giro resulta ser




Lo=¢ (W r)sdS=¢fr’w- r(wx)isdS

Por ser un solido plano WX =0 ya que W es perpendicular a Iy ademés
r2=x*+y? conlocud
Lo = ¢y’ dSW = (X + y*)s dSW = | oW

sendo |1 = ¢fX° + y*)s dS| e momento de inercia del sdlido plano respecto d eje
que pasa por su centro de masa.

6. Teoremade Steiner

S cdculamos d momento angular respecto a centro ingtantaneo de rotacion
CIR llegamos alaférmulaandoga

Lar = lcirW
lor = (§x¢ + y¢)s dS

sendo (xqi y(I) las nuevas coordenadas de cada punto del solido respecto a un sistema

centradoen CIR Si d es la digtancia entre @ centro de masa O y € centro instantaneo
derotacion CIR, yaque

re=r-d

ré=r2+d?- 2r xd
y (s dS=0, sesatisface

lor = ¢y €s dSe=¢fr® + d*- 27 xd)s dS=¢j°sdS+d*¢p dS

relacion que congtituye € teorema de Steiner
lor=1o+ Md?
El momento de inercia respecto d ge que pasa por d centro instantaneo de rotacion es
igua d momento de inercia respecto d €e que pasa por @ centro de masa, més €

producto de la masa total por @ cuadrado de la distancia entre @ centro de masay €
centro ingtantaneo de rotacion.

7. Energiacinéica

S tomamos como origen & centro de masa O,

T:%O/ZS dS:%C‘NO T F)s dS:%MVOZ+%IOW2




suma de la energia cinética de tradacion dd centro de masa, y la energia cinética de
rotacion respecto d certro de masa.

S tomamos como origen € centro instantaneo de rotacion CIR

T =%0/23 dS:%dvT/’ F9?s dS:%IC,RW2

Toda la energia cinética proviene del movimiento de rotacion respecto al CIR
En cada caso debe decidirse que expresion es mas adecuada, € vaor de T ese mismo.
8. Ecuacionesdel movimiento

Tomando un sstema de coordenadas centrado en O, & movimiento de tradacion
serige por @ sistema de ecuaciones

M 9 %am _
dt?

X

M dzycm =F
dt2 y
siendo (xcm,ycm) la posicion del centro de masa medida en unos ges fijos en d
espacio, y € movimiento de rotacion respecto a centro de masa por laecuacion
dLg dw
MA=— =] —=
© dt °
sendo M 5 & momento de lasfuerzas aplicadasy a laaceleracion angular producida.

o2

Para un sSstema de coordenadas centrado en d CIR s6lo necesitamos resolver la
ecuacion ligada alarotacion del solido

Mcor=lar2

9. Condicidon dededizamiento

Al estudiar d movimiento de sdlidos planos en contacto con superficies estéticas
debemos suponer, para smplificar lo més posible € clculo, que en cada instante sdlo
exise un punto de contacto entre € Sdlido y la superficie. Dicho contacto produce
friccion y asi, debemos incluir en nuestro modelo una fuerza de rozamiento que dé
cuenta de este hecho. Como hemos visto en un tema anterior, la magnitud de la fuerza
de rozamiento depende principamente de la velocidad ddl punto del solido que esta en
contacto con la superficie. En genera, podemos escribir la velocidad dd punto de
contacto en laforma

Ve =V, - WR




siendo Rsu diganciad centro de masa. Analizamos dos tipos de comportamiento:

a) Rodamiento sin dedizamiento

En este caso, @ sdlido rueda sin dedlizar cuando la velocidad del punto de @mntacto sea
nula Al ser eda veocidad nula, la fuerza de rozamiento no tiene una magnitud
definida, Sno que su vdor sera € suficiente como para mantener este régimen de
movimiento. El punto de contacto tiene la propiedad adicional de ser € centro
instantaneo de rotacion del solido. Podemos escribir entonces que un solido rueda sin
dedlizar cuando

Vem =WR
F =7

r

b) Rodamiento con dedizamiento

En este caso, € punto de contacto tiene una velocidad no nula, 1o que produce que €
sdlido deslice sobre la superficie. Es decir, |Vt WR|. Al ser esta velocidad diferente

de cero, la fuerza de rozamiento tiene la magnitud definida |F, =- MmN |, sendo N la
fuerzanormal que gerce lasuperficie sobre e sdlido.

10. Coalisén entreun sdlido rigidoy una masa puntual

En generd, la colisén se describe de la forma siguiente. Una masa puntud es
lanzada hacia un sdlido rigido en reposo, impactando con €, de forma que se le
comunica d Solido tanto momento linel como momento angular. EI momento lined
absorbido produce un movimiento de tradacion dd centro de masa, y @ momento
angular absorbido produce un movimiento de rotacion respecto del centro de masa. Asi
pues, en € estudio de este tipo de colisones, nuestro objetivo es doble: determinar la
velocidad de tradacion (velocidad dd centro de masa) y la velocidad de rotacién
(velocidad angular). Para elo, debemos servirnos de las dos leyes de conservacion
imperantes en toda colision: laley de conservacion del momento linegl

r)i = Mch
y laley de conservacion del momento angular
Li = ICmW

La dificultad afiadida en este tipo de problemas es @ cdculo de la posicion del centro de
masa, y de momento de inerciarespecto a centro de mesa.



Problemas Resueltos

3.1 A undilindro deradio Ry masa M, s le aplica una fuerza horizontal F en
un punto stuado a una digancia d de su centro de masa, de forma que rueda sin
dedizar. Calcular la acderacion dd centro de masa y la fuerza de rozamiento
necesaria para qued cilindro efectivamenteruede sin dedizar.

L as ecuaciones dd movimiento son
F- F =Ma,,

parael movimiento de tradacion del centro de masa, y

Fd+FR=1.a
para € movimiento de rotacion respecto d centro de masa. De la condicion de
rodamiento sin dedizamiento V., =WR, obtenemos, derivando respecto a tiempo, la
relacion entre la aceleracion del centro de masay la aceleracion angular

am=aR
Ademas, d momento deinerciade cilindro respecto de su getiene e vaor
I 1 MR?

cm_E

Resolviendo smulténeamente estas ecuaciones, obtenemos la acderacion dd
centro de masa

_2d+RF
mT3TR M
y lafuerza de rozamiento necesaria
R- 2d
r = F
3R

Comprobamos que cuando 2d =R no se produce fuerza de rozamiento, y la
aceleracion de centro de masa corresponde a un movimiento de tradacion sin rotacion,

bajo la accién Unicamente de la fuerza aplicada F. Esta solucion no es satisfactoria
puesto que dicho movimiento de tradacion deberia ser frenado por la fuerza de

rozamiento F, =- MN , que aqui no hasido incluida.



3.2 Una bola de billar, de masa M y radio R se encuentra en reposo sobre una
mesa horizontal, con la que presenta un coeficiente de rozamiento M Se le golpea
con un taco en direccién horizontal, a una altura R comunicandole una veocidad
inicial V. Calcular la digancia recorrida por la bola en régimen de dedizamiento,
antesdeempezar arodar Sn dedizar.

En € instante inicial, & golpe producido por € taco de hillar esta dirigido hacia el
centro de la bola, por lo que sdlo le comunica un movimiento de tradacion, pero no de
rotacion. Entonces, lavelocidad del punto de contacto tiene @ valor

Ve =V - WR=V, - OR=V,;1 0
con lo que inicidmente la bola dedliza sobre lamesa horizontal.

La Unica fuerza que actlia sobre la bola de billar es la producida por €
rozamiento, y ya que € régimen es de dedizamiento, su vaor es F, =- mN =- mMg.
Se generaasi una deceleracion congtante del centro de masa

F
Ay, = Mr =-mg
Integrando en € tiempo, teniendo en cuenta su vaor inicid, la velocidad dd centro de
masaen e ingantet es

ch :VO = ngt
y asi queda resudlto totalmente € movimiento de tradacion.

En cuanto d movimiento de rotacion, la fuerza de rozamiento genera un
momento de fuerzas postivo M =FR=nmMgR, que da lugar a un movimiento de
giro con laacderacion angular congtante

~_ M _mMgR _5mg
a-= = =_
o 2 vrz 2 R
)
Integrando en € tiempo, teniendo en cuenta su vaor inicia, obtenemos la velocidad

angular degiro en d ingtantet

W:§@t
2 R

Vemos que, tras € golpe inicid, d movimento de tradacion se va frenando y €
movimiento de rotacion se va acelerando. Todo ello debido a la presencia de una fuerza
de rozamiento constante. La bola de billar cambia de régimen, y comienza a rodar sn
dedizar en @ ingante en d que V,,=WR. A patir de entonces, la fuerza de
rozamiento tendra @ vaor necesxrio paa que se mantenga @ rodamiento sn
dedlizamiento. Caculamos € tiempo en € que se produce & cambio. Se debe satisfacer



2 R
con locud

=2V

7 mg
Caculamos ahora la distancia recorrida por la bola de billar en ese tiempo. Integrando
en € tiempo laveocidad del centro de masa obtenemos su posicion

Xem = %o +Vot - %mgtz

La distancia recorrida desde que se produce € golpe hasta que la bola cambia de
régimen esigud a

t

2V, 2 V& 12 V2
A= Xgm- X% Vo5 — - o= 0
7mg 49mg 49mg

3.3 A una bola de billar, de masa M y radio R se le comunica una velocidad
angular inicial Wg, sn velocidad lineal inicial. Calcular la disancia que recorre
hasta empezar arodar sin dedizar.

Inicidmente la bola de billar dediza sobre € sudo horizontal, ya que la
velocidad del punto de contacto es distinta de cero
Ve =V - WR=0-wyR=-wyR* 0
La Unica fuerza que actia es la fuerza de rozamiento F, = N =nmMg, con sentido
postivo, de signo contrario a la velocidad negativa dd punto de contacto. La
aceleracion del centro de masa es positiva

aC :i:m
m M

mientras que € momento de fuerzas generado por la fuerza de rozamiento
=-FR=-mMMgR es negaivo, y produce una desaceleracion congtante del
movimiento de rotacion
_M _ nMgR_ 5ng
dem 2yre 2R
5

Integrando en € tiempo las aceleraciones correspondientes, teniendo en cuenta
sus valores iniciaes, obtenemos la velocidad linea y angular de la bola de billar en €

instante t
Vem = Mot
R

N o



El movimiento cambia de régimen cuando V,,, =WR, en €l instante dado por

mgt =w,R- gr‘rgt

Ladigtanciatota recorrida en ese tiempo es

1 ,_ 2wgR

- = _ t
Xom 2mg 49 mg

3.4 Una escalera doble, formada por dos partes iguales de longitud L y masa M
cada una, s mantiene en reposo formado un angulo f =30° con la vertical,
gracias a una cuerda EF sStuada entre sus puntos medios. S en € ingante inicial se

corta la cuerda, calcular la velocidad con que € extremo A llega al suelo. Resolver
el problema sin hacer uso dd centro insantaneo derotacion, y haciendo uso ded.

En d momento que se corta la cuerda EF, d punto A se mueve verticdmente
hacia abgjo, mientras que B y C lo hacen horizontdmente hacia afuera El sstema
queda determinado por una sola coordenada f . Lavelocidad del punto A viene dada por

V, =2Lf cos(90- f ) =2Lf sinf
Para hallar su vaor al llegar d suelo, donde f =90°, utilizamos la conservacion de la
energia

Parad tramo AC de escalera, la velocidad del centro de masa es, en modulo,
Ve = %f'
Su momento de inercia respecto aun ge que pasa por € centro de masaes
1
| .. =—ML?
cm 12

La energia cinética de AC es suma de la energia cinética de tradacion del centro de
masay laenergia cinética de rotacion respecto a centro de masa. Con esto



1 1 . 1 . 11 . 1 .
(EC)AC ZEMVAZC +§Icmf 2 :§M|—2f ? +EEMLZf 2 ZEMLZf 2

De manera andloga, dada la smetria de la escalera, la energia cinética del otro tramo de
escaleraes

1 .
(EC)AB=EMLZf2

Evauando la energia potencid de cada tramo de escdera en los respectivos
centros de masa, vemos que

L
(Ep)AC =MI(Yem) pe = Mgacosf

L
(ED)AB = Mg(ycm)AB = MQECOSf
E, = MgL cosf

Con edto, laenergiatotd de la escalera durante su movimiento de caida satisface
_ _1 o
E—Ec+Ep—§|\/IL2f + MgL cosf

Iniciamente cada tramo de la escdera parte del reposo formando un angulo de 30° con
lavertical. Por tanto, € valor delaenergiaes

:} ML?0? +|\/|g|_§ = MgLé
3 2 2
En d ingante fina, ad llegar d sudo f =90°, de la conservacion de la energia
obtenemos € vaor de lavelocidad angular fina

J3 1

|\/|gL7 :él\/lLZr'2 + MgL cos90

f.: %g
2 L

y de aqui lavelocidad del punto Aal llegar d suelo
V, = 2Lf sin90 =+/6v/3gL

Ahora referimos € movimiento a centro instanténeo de rotacion. Para determinar
la posicion del CIR de cada tramo de escalera, escogemos dos puntos del sdlido cuya
direccion de velocidad sea conocida. En este caso es fécil ver que la velocidad ddl punto
A sempre esta dirigida verticdmente hacia abgjo, y la velocidad del punto C siempre
eda dirigida horizontaAmente hacia fuera. Dibujando dos lineas perpendiculares
encontramos € CIRen su confluencia



:VC

Laenergiacinética es la energia cinética de rotacion respecto ad CIR

(EC)AC :(EC)AB :% ICIRf.Z
sSendo
ICIR = Icm + Md2
y d la distancia entre d centro instantaneo de rotacion y € centro de masa, que, segin la
figura, tiened vaor

d :%
Con esto, caculamos € valor delamergiacinéticatotd de laescaeraen su caida
 =oi@ 2, ML29f FEVEE
28&12 o 3

vaor que coincide con la energia cinética total dd movimiento referido d sstema del
centro de masa de cada tramo de escdera. A partir de agui @ clculo es @ mismo que
antes, con & mismo resultado find.

3.5 Una varilla homogénea de masa m y longitud L, cuelga horizontalmente
suspendida de dos hilos verticales sujetos a ambos lados del centro de la varillay a
la distancia X de é. Cortamos uno de los hilos. Calcular, en funcion de X, la tensién
gue soporta d otro hilo en @ insgante inmediato al corte.

Como € punto de suspensdn no coincide con € centro de masa, y queremos
cacular d vaor de la tenson, fuerza que se aplica sobre € punto de suspension, es
aconsgable estudiar é movimiento como la combinacion del movimiento de tradacion
ddl centro de masa, que satisface



mg- T= Macy,
y del movimiento de rotacion respecto d centro de masa, que satisface
™X=1,a
Como d punto de suspensidén se mantiene sempre en reposo, £ satisface ademés la
condicion de no dedizamiento

8o =aX
sendo, en este caso, X € radio de giro dd centro de masa respecto del punto de
suspension.

Teniendo en cuenta que d momento de inercia de la barra de longitud respecto
de un ge que pasa por su centro de masa es

| 1

om ~ E M L2
podemos despglar de estas ecuaciones € vaor de la tension del hilo justo después del

corte, obteniendo
_ mglen _  mgl’
mx*+1g, L +12%°
Cuando d hilo que no se ha roto esta unido directamente a centro de masa, en cuyo
caso X =0, no existe rotacion de lavarilla, y se obtiene el valor conocido T =mg .

3.6 Las dos poleas de la figura son cilindricasy tienen la misma masa my radio

R Cuando & sstema se abandona a S mismo, calcular las aceleraciones angulares
delaspoleasy latenson dela cuerda.

D
Tv
T@\

La polea superior mantiene un movimiento de rotacion gobernado por la
ecuacion dd movimiento

TR= % mR%a 1
de forma que le comunica a la cuerda que se desenrolla una aceleracion lined igud a
a =a,R
(Se supone que la cuerda no dediiza en ninglin momento sobre la polea superior)



La polea inferior tiene dos movimientos, uno de rotacion por € efecto de
momento de fuerzas generado por latensién de lacuerda

TR=1mRa,
2

y un movimiento de tradacion en caida vertical por influencia dd peso y la tenson de
lacuerda

mg - T =ma,

Para poder resolver estas ecuaciones debemos imponer una condiciéon adicional
de dedizamiento de la cuerda sobre la polea inferior. Suponiendo que tal dedizamiento
no se produce, @ movimiento vertical de la cuerda debe coincidir con € movimiento de
tradacion del punto de contacto con la poleainferior. Es decir,

a=a,-a,R
la aceleracion lineal de la cuerda es igua a la aceleracion lineal de la polea menos la
aceleracion lineal producida por € giro sobre si misma.

Con las ecuaciones anteriores calculamos las aceleraciones angulares y la tensién
delapolea

29
7% ER
1
T=-mgy
5

3.7 Una masa puntual m se mueve con velocidad V), dirigida segiin € ge x, y

choca con un ssema de dos masas M, en reposo, y unidas por una barra rigida de
longitud, colocada en la direccion y. Después dd choque, la masa incidente queda
unida a una de las masas dd ssema. Calcular la velocidad y posicion del centro de
masa y la velocidad angular dd sstema alrededor dd centro de masa después del
choque. Calcular la energia perdida en € choque.

.

(G

Se consarva @ movimiento del centro de masa 'y @ momento angular respecto A
centro de masa. La posicion del centro de masa justo antes del choque viene dada por



Se encuentraa unadistancia d/3 dd extremo donde quedan adheridas |as dos masas m.

La velocidad del centro de masa después ddl choque se obtiene de la ecuacion de
conservacion del momento lineal

mVy =3mV,,
1
ch = §V0

y egtadirigidaen lamismadireccion quelavelocidad V,, delamasaincidente.

En € movimiento de rotacion respecto d centro de masa, cuya posicion hemos
cdculado en d primer apartado,  momento angular respecto a centro de masa justo
antesdd choque es

d
. =mV,—
L 03
Después dd choque, d sstema de masas se comporta como un solido rigido, con un
momento angular

CmW

L; =1
sendo |, & momento de inercia de las masas respecto a su centro de masa, y W la

velocidad angular de rotacion ded sSistema respecto a su centro de masa. De la
conservacion dd momento angular respecto d centro de masa, obtenemos la velocidad
angular de giro después dd choque
_ mVyd
W =
3l

cm

Conociendo las posicones rdativas de las masas, podemos deducir su momento
deinercia

.2 .2
Icm:Zmaeig +m8@2 =2 g?
&3y &35 3
y de aqui, € valor dew
w=1%
2d

Laenergiacinéticaantes del choque es

1
i =35 mVo



Después dd choque, la energia cinética es suma de la energia cinética de tradacion del
centro de masa con velocidad V,,,, y la energia cinética de rotacion respecto a centro

de masa con velocidad angular W, resultando

1 1 aal 12106 1
=23mVE + =1 WP =as + =2 EmVE = =mVy
Ec,f 2 cm 2 cm 86 234@ 0 4 0
Laenergiaperdidaen @ chogque es
1
E.i- Bt :vao2

equivale alamitad delaenergiainicid.

3.8 Un jugador de béishal dispone de un bate, que es una barra homogénea de
masa M y longitud D. Golpea la pelota a una disancia X del extremo libre. En €

impacto gerce una fuerza F durante un intervalo de tiempo dt muy corto.
Calcular la velocidad angular del bate después dd impacto, la velocidad lineal de

punto donde € jugador sujeta € bate, y € valor de X para que € jugador no Senta
en su mano € impacto dela pelota.

Durante € impacto, lapelota comunicad bate un impulso de médulo
p = Fdt
Por conservacion de momento linedl, la velocidad del centro de masa del bate después
del impacto es
Fdt

Yen =
Ademas s conserva € momento angular respecto d centro de masa de bate.
Iniciamente su valor es

ap g Fdt(D- 2x
Li =Po—- X== ( )
&2 5 2
y después de impacto, € bate giracomo un sdlido rigido con momento angular

1
L =l = = MDw

Por tanto, de la conservacion dd momento angular, obtenemos @ vaor de la velocidad
angular de giro después del impacto
6th(2D - x)

W =
MD?

Una vez resueto € problema de la dinamica ddl bate después del impacto,
calculamos lavelocidad linedl del punto P de laempufiadura, en forma vectoria

—

VP :ch W I’P
conmoduloigud a



v =v, - w2 = Fdtadx o0
2 ME&D
El jugador no siente @ impacto S su mano no se mueve después del impacto, esto es, S
lavelocidad del punto P es cero. Paraello X debe ser igud a
D
X=—
3
Esdecir, @ jugador debe golpear |a pelotaaunadistancia D/3 del extremo del bate.

Problemas Propuestos

3.9 Una bola de billar de masa M y radio R se golpea como indica la figura,
comunicandole un impulso p,

inicdando su movimiento sobre una mesa horizontal que presenta un coeficiente de

rozamiento mCalcular:

a) Veocidad dd centro demasay velocidad angular degiro en d inganteinicial

b) lacondicion que debe verificar  angulo deimpactof para quelabola dedice.

c) diganciaquerecorrelabolaantesdeiniciar € movimiento deretroceso

d) la condicion que s debe cumplir para que se produzca d movimiento de
retr oceso

€) una vez iniciado d retroceso, digancia que recorre la bola antes de cambiar de
régimen y rodar sin dedizar

f) velocidad dd centro demasay velocidad angular degiro en eseingante

Solucion:
_ P _op
a) V,,=—sinf, = ———cosf
) Ve M 2 MR
b) Laboladedizaparacuaquier &ngulo deimpacto

2

P

—sin*f
2mm°g

©) X~ X, =

d) f >45°



2
e) x¢ - Xg:%msfg (cosf - sinf

)
f Vacgzgmp(cosf - sinf ), wzgi(cosr - sinf )

3.10 Una bida OS de longitud b esta articulada con la manivela QS de longitud

a. El extremo O se mueve a lo largo dd ge QR sin sufrir rozamiento, y  punto Q
estafijo.

Determinese:

a) laredacion entrelasvelocidades angulares de OSy QS

b) ¢quétipodemovimiento realiza & sistema respecto al punto O ?
C) d centroinstantaneo derotacion

d) ¢en qué punto de la trayectoria conjunta € sistema realiza una tradacion sin
rotacion?

Solucién:

a cosb

b\Jb?- &sin’b

b) trasacion de O més rotacion arededor de O

C) En d punto de corte de la recta radia dibujada desde Qy

larecta vertical dibujada desde O
d) b=90°

a) d=

3.11 Una pdota maciza de radio R rueda sn dedizar por un plano indinado y
sube por d interior de un anillo de radio d. Calcular la altura inicial h desde la que
debedgarse caer lapeota para que pueda describir € anillo.

27d - 17R
10

Solucién: h=



3.12 Dos proyectiles de masa M y veocidad V, se incrustan smultaneamente en
una barra de masa M vy longitud D. Una de las masas golpea a la barra en uno de
sus extremos, y la otra golpea a la barra a una disancia D/4 dd centro, incidiendo
sobre dla dd lado opuesto a la primera masa. Antes dd impacto, la barra

descansa en una mesa horizontal sn rozamiento. Calcular la velocidad angular de
labarra, y las velocidades de sus extremos después del impacto.

b
v L
| M cm
B v
2 W
2V
W=——
9D
- 5
Solucién: V, =—V
54
Vp =- iV
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