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1. PRINCIPIOS DE LA MECANICA CUANTICA.

- Difraccion.

La difraccion es un fendémeno tipico de las ondas, debido a los fendémenos

de interferencia.

Pantalla

En los puntos P y Q se da interferencia destructiva. La condicion de interferencia
destructiva es:

DP-AP=CD=nAi/2

1
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Se obtienen resultados similares con luz o con electrones. La cantidad de
electrones que llegan a un determinado punto de la pantalla esta gobernada por la
interferencia entre las ondas asociadas a los electrones. La intensidad de la onda

resultante nos determina la probabilidad de que lleguen electrones a un punto

determinado de la pantalla.

Como la intensidad de una onda es el cuadrado de su amplitud, la amplitud de la

onda asociada a una particula se denomina amplitud de probabilidad.



Para explicar el comportamiento de los

sistemas microscopicos, Heisenberg y

Schrodinger formularon independientemente la

Mecanica Cuantica. En ella se introducen una

Erwin Schrodinger Werner Heisemberg

serie de postulados.

Postulado: “Proposicion cuya verdad se admite sin pruebas y que es

necesaria para servir de base en ulteriores razonamientos” (Dic. Real Acad. 1992).

1.1. PRIMER POSTULADO. LA FUNCION DE ONDA:

El estado de un sistema esta definido por una funcion de las coordenadas vy

del tiempo, ¥ (psi mayuscula) que se denomina funcion de onda o funcion de

estado. Esta funcion contiene toda la informacion accesible sobre el estado del

sistema.

-Ejemplo: Para una particula: WY="¥(x,y,z,t) en coordenadas cartesianas.

Para un sistema de n particulas: WY=W(X1,Y1,Z1,-++» XisYisZis++»XnsYnZnst)

- En general, la funcion Y puede ser compleja:
Y=f+ig, donde i=v-1.
- El producto W" ¥ es siempre una funcion real:
x 2 : :
V=P =(frig)(f-ig)=f"+g
(P1)"* es el valor absoluto de ¥

¥ es el complejo conjugado de P.



-La funcion densidad de probabilidad:

En un experimento de difraccion de electrones, la probabilidad de llegada
de electrones a un punto de la pantalla viene determinada por la intensidad de la
onda asociada del electron (onda de De Broglie) en ese punto. La intensidad de la

onda es el cuadrado de su amplitud.

Max Born en 1926 postuld que la funcién [¥|> (valor absoluto de ¥ al

cuadrado) es la densidad de probabilidad (probabilidad por unidad de volumen)

de encontrar el sistema de particulas en unas coordenadas del espacio.

z |, Ejemplo: Para una particula cuya
\\\ dy funcion de onda es W(x,y,z,t), la
N dz
’ " probabilidad de encontrar la particula
i en un instante t, en el interior de un
i Ya i volumen infinitesimal dz= dx dy dz
i //’/ situado en las coordenadas (x,,y.,Z,)
O e viene dada por:
i P (XasYarZasto)|” dx dy dz

- Probabilidad:

Para una particula en una sola dimension, la probabilidad de encontrarla

entre las coordenadas x; y x, sera:
X2 *
Pr(x;<x<x,)=|"Y¥ Wix
X]
Para tres dimensiones:

X2 222«
Pr(x; Sx<xp;y1 Sy < yy;z1<z529) = ‘[ j Y V¥ dxdydz
X1 ¥ Y4

z

Para 2 particulas a y b en una dimension:

Prix; <x,<x,;x;<x, < x4)='[x2 Ix45U(xa,xb,t)*yf(xa,xb,t)dxa dx,
X1 7X3



La probabilidad de encontrar un sistema de n particulas independientes

cada una de ellas en el interior de un volumen determinado vendra dada por el

producto de las probabilidades individuales de cada particula.

Para el ejemplo anterior: 2 particulas a y b independientes:

V(x,,x,,t)=¥(x,,t) ¥(x,,t)

Prix;<x,<x,;x;<x,<x,)= _[xz S”(xa,t)*ﬁ’/(xa,t)dxaIx45”(xb,t)*¥’(xb,t)dxb
X1 x3

=Pr(x;<x,<x,)Pr(x;<x,<xy)

Si las particulas no son independientes (interaccionan) lo anterior no se

cumple y la funcidon de onda no puede factorizarse.

- Normalizacion:

La probabilidad para todos los valores posibles de las coordenadas (para

todo el espacio accesible) es 1:
Pr(—o<x<w)= _EO V= 1 (1 dimension)

j j j Y (x,y,2,t)¥(x,v,zt)dxdydz =1 (3 dimesiones)
X y z
En general:

j Y =1

Cuando la funcion ¥ cumple esta expresion se dice que ¥ esta normalizada, y a

la expresion se le llama condicidon de normalizacion.

Si una funcion de onda ¥ no estd normalizada, se puede multiplicar por una
constante C elegida de forma que el producto CYV satisfaga la condicion de

normalizacion. A esto se le llama “normalizar” 1a funcion.



[cw ) cwar=|c|” [¥ wir=1

de donde, despejando, se puede determinar la constante de normalizacion como:

1
€=
1”.5” Ydr
-Ejemplo: Normalizar ¥ =e¢ *,; 0<x<o Resp: C= +2a

-Aceptabilidad de la funcion de onda:

La funcion de onda W debe de cumplir 3 condiciones para ser fisicamente

aceptable, es decir, que pueda representar un sistema fisico:

- Univoca: Un unico valor para cada valor de las variables independientes
(la probabilidad no puede tener dos valores en las mismas coordenadas).

- Continua: La funcion ¥ y su primera derivada no deben presentar
discontinuidades. (Esto viene impuesto por que la funcién de onda debe satisfacer

la ecuacion de Schrodinger, que implica las segundas derivadas).

- De cuadrado integrable: La integral: I&U "Wdr debe tener un valor finito.

(La probabilidad total no puede ser infinita.)

La aceptabilidad de la funcion de onda da lugar a la cuantizacidon como veremos

mas adelante.



1.2. SEGUNDO POSTULADO. OBSERVABLES Y OPERADORES.

A cada observable fisico del sistema le corresponde un operador lineal y

hermitico.

- Operador: Es un simbolo que representa una operacion matematica determinada
que cambia una funcién por otra.

Ejemplos de operadores:

- Operador multiplicacién por x: Xf(x)=x"f(x):

. 0 0
- Operador derivada con respecto a x: ™ 8_( Senx) = cos x
X X

o> o’ &
- Operador laplaciana en coordenadas cartesianas: V2 = Tt —S+t—
ox~ oy° Oz
- Propiedades de los operadores:

Suma: (A+B)f =Af + Bf

Producto: ABf = A(Bf)
Si ABf # BAf , se dice que Ay B no conmutan entre si.

Si ABf = BAf , se dice que Ay B conmutan entre si.
Cuadrado: A% f = A(Af)

Conmutador: [IQI,B] = AB- BA.

[21,5’] /=0 si Ay Bconmutan entre si.

Operador lineal: A(c;f;+c,f5+...+c,f,)=Ac,f;+ Ac, fr+...+ Ac, £,

Todos los operadores de la Mecanica Cuantica son lineales.



- Operadores en la Mecanica Cuantica:

Hay dos operadores basicos. Su formula matematica es un postulado.

Operadores posicion: £=x; P=y; 2=z
0 0 0
Operadores momento: p. =—-ih—; p, 6 =—-ih—; p, =—ih—
P RS P ox Py oy P 0z

El resto de los operadores para otros observables fisicos se construyen a
partir de los operadores basicos simplemente escribiendo la ecuacidn clasica para
cada observable en funcion de las coordenadas y de los momentos y sustituyendo

ambos por sus operadores correspondientes:

Operador energia cinética en la coordenada x:

2 2 A2
I 0 0 h* 0
et 2 foe(-nl)-n2)-- L2
2m 2m Ox Ox 2m Ox
2,2
+pl+
En tres dimensiones: E. = il fy i
m

El operador energia potencial es la multiplicacion por la funcidén que nos describe

la energia potencial del sistema: V=V(x,y,z) -

Ejemplo: Energia potencial de una carga q; en presencia de otra carga qp.

p = q;1'9;
4eyr



El operador energia total se llama hamiltoniano, A .

Para una particula en tres dimensiones:

2
1
E=E +V(x,y,z) =5—m+m,y,z) =%(p£ +pi+pl)+V(xy.2)

wi(ol o> o’ n?
H=- 4 n +V(x,y.2)=——V° +V(x,v.2
2m[ax2 SR (x.y,2)=-— (x,9.2)

-Autofunciones vy autovalores de un operador.

Generalmente cuando un operador actia sobre una funcion el resultado es

una nueva funcion: Af(x)=g(x)

Sin embargo, para cada operador existen algunas funciones tales que:

Af(x)=a f(x) (ecuacion de autovalores)

Esas funciones se llaman funciones propias o autofunciones del operador 4 y las

constantes se llaman valores propios o autovalores asociados a cada autofuncion.

Comprobar si las funciones: e*; senx son autofunciones del operador: i
d
X

-Cada operador tiene un conjunto de autofunciones y autovalores.

-A cada autofuncién de un operador le corresponde un unico autovalor.

-Puede haber mas de una autofuncion de un operador con el mismo autovalor
(degeneracion).

-Las autofunciones y los autovalores de un operador pueden obtenerse resolviendo

la ecuacion de autovalores correspondiente al operador.
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-Ortogonalidad de funciones:

En general, dos funciones ¥; y ¥, definidas en el mismo espacio son

ortogonales entre si si cumplen:
IY’;Y’Z dr =0  (Relacion de ortogonalidad)

donde la integral (integral de solapamiento) se extiende a todo el espacio

accesible a dichas funciones.
Ejemplo: Determinar si f(x)=sen x; g(x)=cos x, 0 <x <27 son ortogonales.

Se puede demostrar que dos autofunciones de un operador con diferentes

autovalores son ortogonales entre si:

A¥, =a¥, A¥, =b, [##dr=0 (azb)

Si dos autofunciones de un operador tienen el mismo autovalor se pueden
tomar combinaciones lineales de éstas de forma que sean ortogonales entre si

(ortogonalizacion).

El conjunto de autofunciones y; de un operador es un conjunto ortonormal
si todas las funciones estan normalizadas y a la vez son ortogonales entre si.

‘v dv =8, (deliade Kroenceker)) 0~ (T
le.l//j T= ij( elta de Kroenecker ) 5g:](i:j)

-Conjuntos de funciones base:

Muchas funciones pueden escribirse como series de potencias (por ejemplo,

los desarrollos en serie de McLaurin y Taylor)



11

Ejemplo: Expansion de McLaurin de f(x)=sen x.

X XX

Senx=x——+———+—...
357 9!
1.0-

0.8

0.6 5

0.2+

0.0 y T y T y T y T " 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

X/

La expansion de funciones en series de potencias es s0lo un caso particular.

En general una funcion ¥ puede expandirse como una combinacién lineal

de un conjunto ortonormal de autofunciones de un operador {y;} (a este conjunto

se le llama conjunto completo).

Y= C]W] +C2W2 +C3l//3 +...+Cil//l' +...= Zciwi
i

donde cada y; es una de las autofunciones y los c; son los coeficientes de la

combinacion lineal. A esto se le llama principio de superposicion.

Si y; son las autofunciones de un operador, ortogonales entre si y

normalizadas, multiplicando la expresion anterior por w; (complejo conjugado de

la autofuncion j) e integrando:

ij&”dr = IV/;(ZCI-WI-]CZT = Zci_['//;‘//idf = 20’6’7 =c;

(0, excepto para i=j)
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Asi se puede calcular cada coeficiente ¢; de la combinacion lineal.

Ejemplo: Expansion en series de Fourier de f(x) =x, (-t <x<m)

Las funciones del conjunto completo (normalizadas y ortogonales entre si) son:

Jz

cosnx (n=0)

1
N27

cosnx (n=1,23...)

(Son autofunciones del operador d*/dx?)

- Coeficientes de cos nx:

- Coeficientes de sen nx: b, = I

-7

r 1
a, = -[—ﬂ'ﬁ

1
—sennx-xdx =

Jz

Jr

sennx (n=1,23,...)

cosnx-xdx=0

N

n=13035,..
n
- ZJ; n=240,...
n

: 2
Expansion: f(x)=x :7senx—zsen 2x+§sen3x—zsen 4x+...

En el limite de infinitos
términos  (usar todo el
conjunto completo de
funciones) la funcion se

describe exactamente.

Utilizando un conjunto completo de autofunciones de un operador podemos

describir cualquier funcion definida en el mismo espacio.
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1.3. TERCER POSTULADO. VALOR MEDIO DE UN OBSERVABLE.

Para un sistema cuva funcion de onda es ¥. el valor medio o valor de

expectacion de un observable fisico A, al que le corresponde un operador A es:

j v AWt
<A>="—F———
j v Wir

Si la funcion de onda esta normalizada:

<A>:jy1*2wfdr

Este valor medio puede tener dos interpretaciones diferentes:

-El valor medio de un ntimero muy elevado de medidas del observable
fisico A sobre un unico sistema en el estado V.

-Una medida del observable sobre un niimero muy grande de sistemas

idénticos que estan en el mismo estado definido por ¥ antes de la medida.

Si la funcién de onda del sistema es una de las autofunciones del operador 4, w:
(4)=[vody,dr = yaay dr=alyy dr=a

El valor medio es el autovalor a correspondiente a la autofuncion y,.

Si en cambio la funciéon de onda no es autofuncidén de A, expresamos ¥ como

superposicion de las autofunciones y; del operador A:

*

<A>=I{chij ﬁZci% dT:J‘{ZCjo] Zciaiwi dr =
j i j i
=ch;ciaijw;wi drzZZc}"-cfaf ji :Z|Ci|2ai
joi Joi i

El valor medio es un promedio sobre los autovalores del operador A4

ponderado por el cuadrado del coeficiente, ¢;, de la superposicion.



14

Consecuencias:

-Si pudiéramos hacer una tnica medida del observable 4 sobre un tnico
sistema, el resultado seria siempre uno de los autovalores del operador A.

-La probabilidad de encontrar uno de los autovalores, a;, en cada medida

viene dada por [c;|".

-Ejemplo: El valor medio del observable notas de un examen, E:

<E>=) [(E)E,

donde E; es cada nota posible y f(E;) es la poblacion de alumnos con cada nota.
La relacién con la ecuacién del valor medio de un observable se aprecia si se
sustituye la suma por la integral, la poblacion por la funcion de onda al cuadrado

(probabilidad) y el observable por el operador correspondiente.

1.4. CUARTO POSTULADO. LA ECUACION DE SCHRODINGER.

La funcion de onda de un sistema mecanocuantico, Y. debe satisfacer la

ecuacion diferencial:

ay=in?F
ot

Ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo.

H es el operador hamiltoniano del sistema.

Justificacion: Supongamos una particula que se mueve libremente en la
coordenada x. Segin De Broglie esta particula tendra asociada una onda cuya

funcidn se puede representar por la ecuacion de una onda plana monodimensional:
X
X X i Zﬂ(——vt)
¥ = A{cos 27[(; — vtj + isenZﬂ(Z — Vtﬂ =Ade

donde A4 es la amplitud maxima de la onda, A es la longitud de onda 'y ves la

frecuencia. (Se ha usado la formula de Euler:e’® = cosa +isena )
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Segtin De Broglie: A=h/py yademds E=hv.
Si derivamos 2 veces la funcidon W con respecto a X y una vez con respecto
a t, se cumple que:

2 2 2 2
8_T2i2_7r5y : GT:(iZﬂj Y/:_(Z_ﬂ) w pr__2mE5U
ox A ox? A A

oF =—i2nv¥ = —iET
ot h
Despejando EWY en ambas expresiones e igualando:
2 A2
¥ ¥
_ h_ 0 —HY = iha_
2m 8x2 ot

Ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo para una particula que se mueve

libremente en una dimension.

En el lado izquierdo de la ecuacion reconocemos el operador hamiltoniano

de una particula libre.

En general los sistemas mecanocuanticos estan sometidos a fuerzas y por
tanto la funcion energia potencial, V(X,y,z,t) es distinta de cero y estara incluida
en el operador hamiltoniano.

Schrodinger postulo que todos los sistemas mecanocudnticos, y no solo una
particula libre, satisfacen esta ecuacion diferencial. Para una particula en 3

dimensiones:

aw-—

2 2 2 2
f ayf+agv+ayf +V(x,y,z,t)5”:iha—W
2m| ax? ot o ot

Esta ecuacion es el andlogo mecanocuantico de la ecuacion de Newton. Por
tanto, integrandola con respecto al tiempo permite predecir el estado futuro
Y(x,y,z,t) de un sistema si conocemos el estado mecanocudntico inicial,
Y (X0,¥0,Z0,tp). Como vemos, nuestro conocimiento del sistema en cualquier

instante se reduce a la funcidon de onda.
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- Ecuacion de Schriodinger independiente del tiempo. Separacion de

variables.

En muchos sistemas, tales como atomos o moléculas aislados, las fuerzas
que actian sobre las particulas que los forman dependen sélo de sus coordenadas
y no dependen del tiempo. Por tanto, la energia potencial es sélo funcion de las

coordenadas: V=V(x,,y;,z).

Supongamos una unica particula en una dimension en el seno de un campo

de fuerzas estacionario, de forma que V=V(x):

2 A2
—h——a i +V(x)¥ Ziha—yj
2m 8)(2 ot

Vemos que los operadores que actiian sobre W a cada lado de la ecuacion
dependen bien de las coordenadas (x) o bien del tiempo (t). En este caso particular

la ecuacion diferencial puede separarse en variables. En estos casos se puede

proponer una solucion a la ecuacion diferencial de la forma: W(x,t)=y(x):At).

Segun esto:
X 2 42 ) 2 52 A
iy == VOV ) iy = o] - TV v | = r0av )
2m ox 2m  Ox
POV _ oo
ot ot

Igualando y separando variables a ambos lados de la ecuacion:

Hy(x) __ih_3f(1)
v(x)  f() a

Como los miembros a cada lado de esta ecuacion dependen exclusivamente

de variables independientes, para que se cumpla la igualdad ambos lados deben
ser iguales a una constante cuyas dimensiones son de energia, que llamamos E, y

que veremos que corresponde a la energia del sistema.
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(1) iM:E (Z)M:E
f(t) dt w(x)
La ecuacion (1) es una ecuacion diferencial ordinaria que al integrarla nos da:
f(t)=Ae " donde 4 es una constante.

La ecuacion (2) se puede escribir:

Hy(x)=Ey(x)

Esta es la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo para una

particula en una dimension.

Puede apreciarse que €sta es una ecuacion de autovalores para operador
hamiltoniano correspondiente a la energia total del sistema.

Resolviéndola se conocerd el conjunto de las autofunciones, v, y

autovalores, E;, del operador hamiltoniano, H.

Asi se obtiene que:
i
5Ui(x’l‘) ZWi(x) e h s

donde la constante A se ha incluido en ;(x).

En general, para n particulas en tres dimensiones:
iE;t
_ h
(X Y121 X, Vi Zgo ) =W XLV L2 X, Vi 2y ) €

Las soluciones ;(x,y,z) de la ecuacion de Schrodinger independiente del

tiempo son funciones de onda independientes del tiempo, que describen estados

estacionarios.
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Para cada estado estacionario definido de un sistema por cada una de las
autofunciones del hamiltoniano, y;(x,y,z), se cumple:

1) La energia E; es constante e igual a un valor preciso.

2) La funcién densidad de probabilidad es sélo funcidn de las coordenadas y

no del tiempo:

iEjt —~iE;t
) * * * * 2
VT =Y =yie T yice Mo =yiy; =l

Cada autofuncion y;(x,y,z) describe un estado posible del sistema.

-Estados propios de un operador.

Si la funcion de estado y; de un sistema es funcién propia del operador A
correspondiente a un observable 4, y el valor propio es a;, una medida de dicho

observable siempre dara como resultado en valor a;.

-Ejemplo: Si para sistema en el estado estacionario y; que cumple que

Hy;=E,y;, calculamos el valor medio de la energia:
<E>=[y;Hy,dr =y Ey,dr =E, |y;ydr = E,
Igualmente podemos calcular el valor medio del cuadrado de la energia,
<E*>:
<E’>=[y;A’ydr=[y;H(Ey, )dr =E,[y;Bydr = E] [y y,dr = E;

La desviacion estandar o incertidumbre en la energia es:

AE:\/<E2>—<E>2 =0.

Para un estado del sistema cuya funcion de estado y; es una funcidn propia

o autofuncidon del operador hamiltoniano del sistema, una medida de la energia

siempre dara un valor Unico y preciso e igual a E,. Este valor viene determinado

por la ecuacion de Schrodinger.
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- Principio de incertidumbre.

Si un estado del sistema tiene una funcion de estado y; que es funcion

propia a la vez de dos operadores distintos 4 y B:
121‘//1':“#//1' B‘//i:bi‘//i
Si calculamos el conmutador [4, B]= 4B — B4 operando sobre ;:
["a’B]l/ji =A(By,;)-B(Ay,;) = A(by,;)-B(ay;)
= bile Vi— aiB v, =bay; —a;by; =0

Por tanto, 4 y B conmutan entre si.

Si para un sistema determinado dos operadores 4y B_conmutan entre s,

los observables correspondientes pueden medirse simultaneamente de forma

precisa. En caso contrario, es imposible obtener valores precisos de forma

simultanea para los dos observables.

Esta es la base matematica del principio de incertidumbre.

Ejemplo: Los operadores posicidn y momento no conmutan entre si:
. . ., 0 . O ,
[t.p Jw=2(pw)-p.(2y)= x(—zha—fj —(— lhg(xw)j =ihy #0

- Degeneracion:

Cada estado estacionario de un sistema viene descrito por una funcion de
onda, ;. A cada estado y; le corresponde un valor de energia, E;.
- Si para un valor o nivel de energia, E;, hay un Unico estado y;, se dice que

el nivel de energia es no degenerado.

- Si para un valor o nivel de energia, E;, hay mas de un estado y;, se dice

que el nivel de energia es degenerado (doblemente degenerado, triplemente

degenerado, etc.). El nimero de estados pertenecientes al mismo nivel de energia
es el grado de degeneracion de ese nivel. También se dice que los estados
pertenecientes al mismo nivel de energia son estados degenerados.

La degeneracion se puede aplicar a cualquier observable.
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- Combinaciones lineales de funciones de onda de niveles degenerados:

Los estados estacionarios correspondientes a niveles de energia
degenerados, pueden describirse bien por las funciones de onda y; (autofunciones

del Hamiltoniano) o bien por combinaciones lineales de €stas funciones de onda.

Ejemplo: Nivel de energia triplemente degenerado.
Hy,=Ey, Hy, =Ey, Ay, =Ey,

Se puede construir una funcion de onda, ¢;, combinacion lineal de v, v,y ;3 :

@ =y +epy, oy

Como H es un operador lineal:

He, =, Hy, +c,Hy, + csHys =c By, +c,Ey, + e, Eys = Eg,

Por tanto, ¢; es también autofuncion de H .

Igualmente podemos construir, @, y ¢@;:

G, = ColWy + Wy + Co35 §; = C ¥y + C¥y + C33¥s
Las tres combinaciones lineales deben ser linealmente independientes, es decir,

cada funcidn no se puede expresar como combinacion lineal de las otras.

Ej: Si c1dy +c,dp +c303 =0 no son linealmente independientes.

En estados degenerados, cualquier conjunto de combinaciones lineales que

sean linealmente independientes son una descripcion adecuada de esos estados del

sistema. (ejemplo: orbitales hibridos)
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CONCEPTOS IMPORTANTES DE ESTE TEMA:

-Concepto de funcién de onda.

-Concepto de la funcion densidad de probabilidad.

-Como calcular la probabilidad de encontrar un sistema en una region del espacio.
-Normalizacion de una funcion de onda y su significado.

-Como distinguir si una funcién es aceptable o no como funcion de onda.
-Operador de un observable fisico. Como se deduce.

-Conmutador de dos operadores y su relacion con el principio de incertidumbre.
-Qué son funciones ortogonales entre si.

-Que son autofunciones y autovalores de un operador.

-Qu¢ es una ecuacion de autovalores.

-Principio de superposicion.

-Qué es el valor medio de un observable fisico. Como se calcula a partir de la
funcion de onda del sistema.

-Que es la ecuacion de Schrodinger.

-Qué es el operador hamiltoniano de un sistema. Deduccion.

-A qué casos se aplica la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo.

-Que son estados estacionarios de un sistema.

-Por qué ocurre la cuantizacion de la energia.

-Que son estados degenerados.



